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1 Gaia:

Zenbakizko Interpolarizazioa

1.1 Sarrera

Askotan gertaera bate definitzen duen funtzioa ezagutzea beharrezkoa da
baina ¢z dago metodorik hau zein den jakiteko. Horregatik, funtzio hau hur-
biltzeko metodoak bilatu behar ditugu. Hau izanen da gai honen helburua.

(x;,y;) motako puntuen multzoa izanen dugu hasierako datutzat eta hemen-
dik pasatzen den funtzioa eraiki beharko dugu metodo desberdinak erabiliz.
Funtzio hau hurbiltzeko erabilitako ebazpena lineala edo ez lineala izan dai-
teke:

Polinomiala: p(z) = ag + a1z + ... + a,2"(lineala)

e Trigonometrikoa: p(z) = ag+aie”®+asc®+aze 2 +...4+ay,c™(lincala)

. ag+ ar1x + ... +a,z" .
Errazionala: (ez lineala)
bo + bix + ... + b

Exponentziala: p(z) = age?® + a,eM* + ayz? + ... + a,e*%(ez lineala)

Hasi gaitezen lehenengo metodoarekin.

1.2 Interpolarizazio polinomial zuzena

Metodo honetan { (¢, vo), ..., (Tn, yn)} puntuak izanda puntu hauetatik pa-
satzen den p(z) = ag+ a1 + ... +a,2" polinomioa lortzen saiatuko gara. Ho-
rretarako funtzioa dauzkagun puntuetan ebaluatzean lorturiko sistema ebatzi
beharko dugu(ezezagunak a; izanik.):

p(l'o) —Qagta1rg+ ... + anmg

p(iEl) —=Qagt+tajxrg+ ...+ anmg

p(xn) = ag + a1z, + ... + anx),

Edo, modu matrizialean idatzita:



2

1 zy xj xg ag Yo
2 n

1 =z 2 Ty a Y1
1 2 n

I $n l'" An Yn

Teorema 1 Izan bitez {(xo,Y0), .-, (Tn, Yn)} n+1 puntu desberdinetako mul-
tzoa (i # j bada x; # x;). Orduan ezistitzen da n mailako p(x) = ag+ a1z +
w. + apx™ polinomio interpolatzaile bakar bat non Vi =1,...,n p(x;) = y;.

1.3 Lagrangeren Interpolarizazioa

Askotan aurreko metodoan planteatutako sistema ebaztea zailegia da horre-
gatik beste metodo batzuk erabili behar ditugu. Lagrangeren metodoaren
planteamendua hurrengoan datza:

Gure helburua polinomio errezak erabiliz gure polinomioa ateratzea da, po-
linomio zehatz batzuk definituko ditugu hurrengoa betetzen dutenak:

. 1 baldin x = x;
Vi=1,...,n ox;) = , oo
0 baldin x =x; j #1
Polinomio hauek goian azaldutakoa bete dezaten, hurrengo eran defini-

tuko ditugu:
Hj;éz‘(x — ;)

Hj;éi(xi — ;)

Hortaz, p funtzioa hurrengo eran definituz gero,

pi(x) =

P(X) = Yoo(X) + y1np1(X) + .o + Ynon(X)
Orduan,
o Vi=1,..,np(x;) =y

e p n mailako polinomio askeen konbinazioa izateagatik n mailako poli-
nomioa da

Beraz, aurkitu nahi genuen polinomioa lortu dugu.



Metodoaren Algoritmoa:

o {(20,90) s (Tn,yn)} n+1 puntuetzako interpolarizazioa eginen dugu.
e Definitu ¢; funtzioak hurrengo eran:

wi(x) = H e 2y)

vy (zi — ;)

e Definitutako funtzio laguntzaileak erabiliz, definitu p(x) polinomio in-
terpolatzailea:

p(X) = yowo(X) + ... + Ynpn(x)

Adibidea 1 Demagun (1,5), (2,2) eta (3,4) puntuak ditugua. Eraiki puntu
hauetatik pasatzen den polinomio interpolatzailea Lagrangeren formulaz.

Oinarrizko polinomioen eratkuntza:

o1(z) = ((m_fz)(l‘—%) _(z=2)(x—3) 2*—bx+6 _ {1 baldin = = 1

T —xo) (w1 —x3)  (—1)(=2) 2 )0 baldin = = 2;3

(x —1)(z —3) 9 1 baldin x =2
#2(2) ( ‘ 0 baldin r =1;3

(x)_(x—l)(x—Q)_x2—3x+2_ 1 baldin © =3
ST T 2 T o baldin z =2

Polinomio interpolatzailearen eraikuntza:
3
5 9 2 2
p(x) = Y wipile) = 5 (0 =5z +6) +2(—a” +4 - 3) +2(a* — 3v +2)
i=1

2 —25 16 12 30 12 8 5 21
=2*(= —2+2 )+ (=)= - =2 413
x(5 +)+a:(2 +2 2)+(2 2+2) 5% 2:17-1—



1.4 Newtonen Interpolarizazio Formula

Nahiz eta Lagrangeren formula kalkuluak egiteko erraza izan, badauka desa-
bantaila bat.: Datu multzoari (2,41, ¥n+1) puntu berri bat sartu nahi diogu-
nean berriz prozesu guztia errepikatu behar da.

Newtonen interpolarizazio formularen helburua, aurreko kalkuluak aprobe-
txatzea da, horregatik bere p, 1(x), {(z0, %), -, (Tn—1,Yn—1)} datu multzoa-
ren polinomio interpolatzailea izanda, py, {(xo,¥0), s (Tn—1,Yn—1); (Tn,Yn)}
datu multzoaren polinomio interpolatzailea hurrengo eran kalkulatzen da:

Pn = Pn-1 + Qn NON @y € Pn(X)

Kalkula ditzagun zeintzuk izanen diren oinarri funtzioak eta hauei elkar-
tutako koefizienteak:

¢n definitzerako orduan hurrengoa izan behar dugu kontuan,

Vi=0,..,n—1 gu(x;) =0
Qn(xn) = Yn — pn—l(xn)

pn(mi) = pn—l(fﬁi) ~ {
Hau gertatzeko, ¢, hurrengo moduan definituko dugu:

0n(%) = (o — P () ) [T 22

j#n T T
Ohartu nola horrela definituz gero nahi genuena betetzen den:

1
T (7 — )

(i) = Pnoa(2i) + (Y = Poa(2a) ) | | ——— = = v + 0=y,
o In j
nl (xn — x5)
pn(«rn) = pn+1($n)+(yn_pn—1($n) ) ﬁ = pn—i—l(-rn)""(yn_pn—l(xn)) = Un
g=0 "

Bestalde,

@n(X) = (Y — Pr1(22)) 1:[ (x — xj) _ (Yn — Pn—1(zn)) I:I(X _ Ij)



Hortaz, ¢; oinarri funtzioak hurrengoak izanen dira:

() 1, 1=0
@i\T) = 1 .
H;’L:O (x —x;), i #0
Beraz, polinomioak hurrengo itxura izanen du:
Pn(T) = ag + ar1o1(x) + ... + anpn(x)
Kocefizienteak zehazteko hurrengo sistema ebatzi beharko dugu:

Pn(®0) = ag +az(xo) + ... +anpn(T0) = %o
Pn(21) = ag +arp1 (1) + ... + anpn(z1) =1

pn(afn) = aOalSpl(xn) + ...+ angpn(arn) =Yn

Edo modu matrizialean:

1 zo—x0 (20— 20)(TO0—21) .. ag Yo
1 1 — To (231 — I‘())($1 — 231) al _ Y1
1z, —x0 (Tp—x0)(Tp — 1) ... a, Un
1 0 0 ap Yo
1 Ty — Xy 0 al Y1
<. . ) . ) =
1 zp—20 (zp—x0)(Tp —21) .. a, Un

Ohartu nola matrizearen diagonalaren goiko elementuak anulatzeak a; koe-
fizientea soilik zq, ..., x;-ren menpe egotea eragiten duen. Hori dela eta hu-
rrengo notazioa erabiliko dugu:

a; = f[l’o, ey l'l]

Orain saila gaitezen f[zo, ..., z;] lortzen. Defini ditzagun hurrengo poli-

nomioak:
pi1 {(x0,%0), -y (xi1,y; 1)} multzoaren polinomio interpolatzailea.

i1 {(z1,v1), .., (24, ;) } multzoaren polinomio interpolatzailea.

Ikusi nola p; hurrengo eran definitu dezakegun,

(x —xo)pi1(x) — (v — 23)pi1 ()
(zi — )

pi(z) =

7



pi(x;) = y; izaten jarraitzen du, hortaz bilatzen dugun polinomioa da. Eta
orain arte ikusi dugunaren arabera f[zo, ..., z;_1] eta fz1, ..., ;] p;_1 eta Pi_q
polinomioen koefizienteak izanen dira hurrenez hurren, beraz,

(2 — 20) Yo, flan, ] 5() — (2 — 2:) S, flo, o 2-1)ij1 ()

(zi — o)

pi(r) =

_ Z (x — o) flz1, ..x;]E5 () — (2 — x;) flwo, ..., Tj—1]pj—1(x)

(zi — x0)

J=1

i

= flzo, . 25)p5(2)

J=0

Eta soilik 1 mailako koefizientea hartuz gero,
flzo, .. milpi(z) =

flry, oz (x — mo)m(m) — flxo, ey i) (x — 24) i1 ()

(i — o)
_ f[xl’ zl]‘/)z(fp) - f[ﬂfoa ---»l‘i—l]SOi(iE)
(zi — o)
— iz flo, oo xi] — flxo, o xiq]
= 901( ) (xn — $0)
= f[l'o, ey Lz] = f[xl’ S :U(ia]ji__fii;’ o xi—l]

Beraz, koefizienteak goikoa formula aplikatuz lortzen joanen gara:

Yo = f[lo]
N\
y1 = flz] = flzo, 2]
N\ N\
Yo = flxa] —  flri, 2] — flxo, 21, 2]
Yn = f[l'n] — f[iEn—la xn] — f[fn—27 Tn—1, xn]

Beraz, p(x) = flzo] + flzo, v1](x —x0) + ... + flwo, .. ] H;:S(l’ — ;) izanen
da polinomio interpolatzailea.



Metodoaren Algoritmoa:
o {(20,%0) s (Tn, yn)} n+1 puntuetzako interpolarizazioa eginen dugu.
e Definitu ¢; funtzioak hurrengo eran:

@) =1{ =0
TS e - 2) i £0

e Lortu flxo,..., ;] koefizienteak. Horretarako egin hurrengo eskailera
eta hartu bakarrik diagonaleko elementuak:

Yo = flwo]
e
y = flz1] —  flro,z]
N\ N\
%

Yo = flzo] —  floy, 2y flzo, z1, 2]

Yn =f[xn] — f[xn—.la xn] — f[xn—Qa :rn—h xn]

Non, flat ] = sl Aanes

e Definitu polinomio interpolatzilea hurrengo eran:

p(z) = flwolwo(x) + flzo, 21]P1(7) + ... + flwo, ..., T on ()

Adibidea 2 Demagun (1,5), (2,2) eta (3,4) puntuak ditugula. Eraiki poli-
nomio interpolatzailea Newtonen metodoaz.

Hasteko kalkulatu ditzagun ownarri funtzioak:



Orain, kalkulatu ditzagun koefizienteen balioak:

N\
flri] =2 — f[a:o,:cl]=%=—3
e N\
flz) =4 — f[$1,$2]:§%§:2 — f[l'g,l'l,ab]:%:g

Beraz, polinomioa hurrengoa da:

5 5., 21
p(m):5—3(27—1)+§(172—3$+2):§I2—71+13

1.5 Newton-Gregoryren diferentzia atzerakorraren for-
mula

Metodo honen bidez Newtonen interpolarizazio formularako adierazpen az-
karragoa lortuko dugu. Kasu honetan xg-tik x,-ra joan ordez x,-tik xzo-ra
joanen gara, hau da, koefizienteak flx, ..., z,] itxura izanen dute eta oina-
rri funtzioak (z — x,_;)...(x — x,) itxura.

Adierazpena errazteko hurrengo notazioa erabiliko dugu:
e h=ux;1 —x; (konstantea Vi = 0,....,n — 1)
® T =uy_j =T, —jh
e 1 hurrengo moduan definituko dugu: = = z,, — rh non r € [—n, 0]

e Diferentzi atzerakorra hurrengo moduan definituko dugu:
Vf n — f n f n—1

Van = v(fn - fn—l) = an - vfn—l = fn - 2fn—l + fn—?

Jada notazioa definitu dugula definitu ditzagun koefizienteak eta jato-
rrizko funtzioak:

10



1.5.1 Koefizienteak

Newtonen interpolarizazioan koefizienteak hurrengo eran definitzen dira :

_ fn_fn—l _ an
o [l 1,aa) = 22fomt _ T
° f[x ] _ flezn=1—fn]—flen—2,2n-1] _ V(fa—frn-1) _ szn
n—25 Ln-1, Tn| = h - oh2 — Top2
1 2 2
_ Jflzn—2Zn—1.Zn]—flTn-3,Tn—2,Tn—1] __ ‘Z(v fn—=V fn—l) -
b f[xn—?nxn—%xn—l»xn] - a 5 g 3h[ 5 5 nei] = 2 3h -
Vz(fn*f’n—l) — V3fn
3p3 33

e Orokorrean indukzioz froga daiteke f[z,_;, ..., z,] = VT;,%

1.5.2 Oinarri funtzioak

¢i(z) = (x—xp)(T—Tp_1)...(T—Tp_(i—1) = ﬁ(x—xn_j) = A_ (x—7;) = ﬁ(xn+rh—xn+jh)
Tl +im = L0 -n) =#E) )

= h"(—l)i—(_r)!: = W= (fr)
Baldin eta i > 0 eta go(z) =1

Beraz, polinomioa hurrengoa da:

P = 3 Sl mlale) = 3= o A 1) (_)

= i}-”" (_[) V' fo

11



Metodoaren Algoritmoa:

dugu.
e Diferentzia atzerakorrak kalkulatu:
an = fn - fn—l

v2fn = V(fn - fn—l) =Vl —=Vfo1=/fo—2fn1+ fuo
vifn - vi_l(vfn)

e Polinomioa hurrengo eran kalkulatu:

pn =310 (7) v,

1=0

e {(x0,%0), -+, (Tn,yn)} puntu multzoa erabiliz polinomioa interpolatuko

Adibidea 3 Demagun (1,5), (2,2) eta (3,4) puntuak ditugula. Eraiki poli-
nomio interpolatzailea Newtonen formula atzerakorraz.

p(m) = Z(—l)’i <_Zr> V'if" — 1‘1‘ﬁ3+(_1)‘(_7)Vf2+H)(_+_1)V2f2

i=0
=f3+7’(f3—f2)+w(f3—2f2+fl) =4+T2+w(5) =
4+r(4—2)+w(4—2+5) :4+r2+w(5) = gr2+§r+4
r=x,+rh&sr= T_}LTn =x—3
Beraz,
p(x) = ga‘z+g(—6x)+g9+§(r—3)+4 = —12—1—(—15—#%)1 (%—%7—4)
= g;ﬂ — %x—i— 13

12



1.6 Interpolazio arrazionala

Kasu honetan polinomio baten bidez interpolatu ordez funtzio arrazional
baten bidez interpolatuko dugu. Hau da,

ag + a1 + ... + a2
= = u X
p(r) bo + box + ... + bya? Ry(X)

Aurreko funtzio irrazionala izanda badiduri u+ v+ 2 ezezagun ditugula baina
ez da horrela:
a a U
ap+ ax + ... +axt 1+ gr+ .+ 14+ dx+..+az"
by + bix + ...b,x? bo pbig g gpbegy WV U
ao ao ao

Beraz, soilik v + v 4+ Ipuntuko interpolarizazioa plantea daiteke.

Ohikoena R} (x) = 7;:—8; funtzio interpolarizatzailea erabiltzea da non pq—:g?; =
Yi VZ = 1, ey 277,

Funtzioa deduzitzen hasi baino lehen defini ditzagun alderanzizko diferen-
tzialak hurrengo moduan:

¢(xz) =Y
oy i
e 2) = Sy o)
LL‘j — Tk

P(xs, x5, T1) = p

i, T5) — ¢(Ti, Tk

A(xi, ., Tj, Tp) = o, ..., JTj) — (X, ey xp)

Hasi gaitezen funtzioa lortzen:

zzgg = [ funtzio interpolatzailea denez, Vi =1, ..., 27722&3 = 9.
Beraz,

(T n(x (T (T (1) qn(20) — pr(xo)gn(x
p(o):yo;sp():y0+p()_p(o):y0+p()9(o) Pn(0)gn ()
Qn(x()) Qn(x) Qn(x) Qn(ZUO) Qn($)Qn(m0)

- Pn(%)qn(x0) — pa(T0)gn(2)(z — 20) _ vo + (z — zo)pn—1()
@ () g (z0) (2 — 20) qn ()
non py_1 = pn(x)Qn(-rO) - pn(%)%(@ € Pn—l

n(70)(z — T0)

13



(Polinomio bat izanen da xq 22&4n(£0) palz0)in(@) 1, 6)ip omioaren erroa delako)

an(z0)
Gainera, beste 7 guztientzat % = 1; denez,
Pn(:) _ (zi — x0) (Pn—1(4)) _
=Y+ =i
(7o) __ o = ¢(z0, ;)

Pr—1(2:) N Yo — Yi
1t = 1 hartuz gero eta ]%—rekin prozesu bera jarraituz gero hurrengoa
lortzen dugu:

Qn(x) o To. T Qn(x) _ Qn(xl) _ To. T r— I
()~ T T T hen A T e @)
p—nfl(mj) = ¢(xo, T1, 5
non qn_l(xj) ¢( 0541, j)

Hau Vi =0, ..., 2n eginen dugu eta Z—: lortuko dugu.

14



Metodoaren Algoritmoa:

nala eraikiko dugu.

e Lortu ¢(xy, ..., x;) koefizienteak hurrengo moduan:

o(x:) = i
o, 7)) cb(xf)l : zj@)
o(xi, xj, T o(z; :;:; : zlzla“ xr)
O(Tiy oy Ty Ty) = nes ’;;; : z;]zx“ ey Tk
Oharra: Funtzioa  eraikitzeko behar izango

besteen beharra izanen dugu.

fo= 0 = ¢($0, ...,x2n)

e (z0,Y0), -, (T2n, Y2n) puntuetatik pasatzen den interpolarizazio arrazio-

(g, x1, Ta, ..., r;) motakoak izango dira baina hauek kalkulatzeko

e Eraiki funtzioa hurrengo algoritmoa modu errekurtsiboan aplikatuz:

Po
@ T — Top—1
fl = — = ¢(ZE07 "'73:2"_1) + s
o Jo
" T — Ton—92;
for = = = O(T0y vy Top—2;) + —
i f2i—1
" T — Ton—2;
Joic1 = = ¢(xo, .., Top—2i-1) + —
> Jai
r— X
Pn Yo + .
n f2n—1

ditugunak

Adibidea 4 Demagun (1,5), (2,2) eta (3,4) puntuak ditugula. Eraiki poli-

15



nomio interpolatzailea interpolarizazio arrazionalaz.

Hasi gaitezen ¢ balioak kalkulatzen:

B(z0) = Yo =5 12

To—T — 1
o) =y =2 dleo,21) = iy =55 = 75 - 23
Oz2) =92 =4 d(0,92) = 5rii=5ty = 501 = —2 A0, 21, 22) = T dteoms = Timn

N Ot

Orain kalkulatu dezagun funtzioa:

5

Jo= ¢5(1“075E1,$2) = —5

rT—r 1+.’L’—2_9—5f17
fo 3 =5/2 3
T — To 3r—3

=5
fl +9—5I

fi = o(zo, 21) +

f(x) =yo+

16



2 Gaia:

Zenbakizko Integrazioa

2.1 Sarrera

Integralen balioak jakitea oso erabilgarria da baina existitzen dira metodo
analitikoen bidez integratu ezin diren funtzio integragarriak. Gai honetan
funtzio hauen integralen hurbilpena kalkulatzeko metodoak ikusiko ditugu.
Kalkulatu beharreko integtalak bi motakoak dira:

o [V f(x)da
o [; w(z) f(x) non w pisu funtzioa hurrengoa betetzen duen:
— w(x) >0

- fab w(r)dr < oo

— w jarraitua da.
Eta ikusiko ditugun metodoa hauek dira:
e Trapezioaren formula
e Newton-Cotesen integrazio formulak.
e Newton-Cotesen formula konposatuak.

e Extrapolazio formulak.

2.2 Trapezioaren Formula

Trapezioaren formula era intuitiboena da. [a,b] tarteko mugak zuzen baten
bidez lotuko dugu eta abzisarekin osatzen duen trapezioaren azalera kalku-
latuko dugu.

Kalkulatu dezagun ematen duen balioa eta errorea:

2.2.1 Formulazioa

f funtzioa P;(x) 1. mailako polinomio batekin hurbilduko dugu, non P;(a) =
f(a) eta Py(b) = f(b). Beraz P, hurrengoa izanen da:

£~ fla)

fFX) ~ Pile) = k+ S —
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a@%:ﬂm—ﬂ@+fww—f@a:fwmwww—ﬂ@@_m

b—a b—a

Hortaz, integrala hurrengoa da:

/abf@)dm/abf%(x):/: 10w = o) = o)z =)

= (00 - 1@ [ aae) (s @n-r) = FOZFOEZC - g
() - S+ a) B+ F(Ba — f(a)h— flaa + 2bf(a) — 20f(D)
- ! (@b F(b)a) = 2

(f(b) + fla)(b—a)

Beraz,

2.2.2 Errorea

Errorea hurregoa izanen da:

o= [ - mepte (s - LE=O 20 g,

dx

b—a

_ / f@)(b—a) = fO) (@ —a) — f(a)(b—z) + f(z)r — f(a)x
_ / (= a)(f(2) = J()) + (b~ ©)(f(x) = f(a)) |

b—a o
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b—a b—=x T —a

_ [ =deey (Lo=10), S-S,

b Tr—a — X
o= [EEIEZD i+ o

::l%x—@@—m)(ﬁLﬁ:jhﬁgdx

b
/Xw—@w—xﬁmeuz

1 1
_ _ b —a 3= pn
0 = —(b—a)31"(n)
x1 Newtonen interpolazio formularen koefizienteak.

x9 Bataz-besteko balioen teorema.

2.2.3 Trapezioaren formula konposatua

Askotan trapezioaren formula aplikatzean errorea oso handia da. Hau h = b—
a handia denean eta f funtzioak gorabehera handiak dituencan gerta daiteke.
Metodoz aldatu gabe hau errazteko era bat [a, b] tartea h = z:‘i luzeerako n
zatitan hartzea eta zati bakoitzean metodoa aplikatzea da. Horrela,

b z1 b=xn, n . .
/f(a:)dac:/: f(:E)d:z:-l—....-i—/ f(:z:)xzh(f( 1)—;f(1 ) _

1 i=1

S(f(wo) + fz1) + f(21) + fl@2) + oo 4 f(2n—1) + f(Tno1) + f(z0)

| S

:h<@+f($1)+...+f($n—1)+@>

Eta errorea hurrengoa da:

h3 b—a

(e = TR ()

hg 14 h3 1! h3 14
E =FE+Ey+..+E, = ﬁf (51)+Ef (52)+«--+ﬁf (&n)

non (&) = max(f"(&))

2.3 Newton-Cotesen Integrazio Formulak

Metodo honek f(z) n mailako polinomio baten bidez hurbiltzean eta hau
integratzean datza. Polinomioa lortzeko n + 1 Lagrangeren metodaoa erabil-
tzen da n + 1 puntu erabiliz. Horrela integrala hurrengoa da.
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Metodoa Formulazioa Errorea

Trapezioa I = w R(f) _ f//(g)%

Trapezio konposatua | h (@ + f(x1) + oo+ f(Tn) + f(zn)) bl_—gahg(f”(f))

2.3.1 Formularen eraikuntza

1= [ [ o= [ (Z soi<x>f<:ci>> w=3" [ ot

=0
n b n
=Y s [ s =3
i=0 a i=0
non k-—/bH x_mjdx
Lo e iy

k; ez dagoenez x-ren menpe edozein funtzio erabilita balio berberak izanen
ditu. kalkulatu ditzagun k; hauen balioak p; = 27 (okurritzen zaizkigun
funtzio errazenak) erabiliz:

Fkuazioa Zenbakizkointegraziolineala Benetakointegrala

polz) =1 Ko+ ki + ..+ Ky fame:b—a
pi(x) =2 koxo + kixy + ... + knxn, J, xdx = #
pulx) = 27 kol + kial + ... + k) fab "dx = %

Sistema batean planteatuz:

1 1 1 .. 1 ko b—a
b2_a2
To T1 Tz ... Tp ky 2
2 2 2 2 b°—a
x5 r] T, ... T ko | = —=*
—+1 n+1
" a2 k T —a™T
0 1 2 n n n+1

Orokorrean, k; = k,_; eta soilik n-ren menpe daude, beraz, sistema hurrengo
modura defini daiteke (a = 0,0 = h,j = h/n):

11 1 ... 1 ko hz
0 h 2k .. nk ky L
0k 4k .. 2% | | k| =%
0 k™ 2%k™ .. k") \k, 2
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Hurrengoak dira Newon-Cotesen interpolazioaren adibide nagusiak.

e Trapezioaren erregela: n = 1 denean.

h

§(f o+ f1)
e Simpsonen 1/3 Erregela: n = 2 denean.

g(fo +4fi + fo)

e Simpsonen 8/3 Erregela: n = 3 denean.

%h(fo +3fi+3f2+ f3)

e Boolen Erregela: n = 4 denean.

2h . . ) . .
E(7f0 +32f1 +12fo + 32f5 + Tf4)

2.3.2 Errorearen bornapena

Orokorrean, h = b_T“ eta a = 9 < 11 < ... < x, = b diskretizazioa eta
f € C"?[a,b]. Orduan, ff(f(a:)—p(a:))da: integral hurbilduaren R,,(f)errorea
horrela bornatu daiteke:

M,
n bakoitia bada :  |R,(f)| < (nTJrll)'hmrsz M1 = maz|f*(x)| eta

c, :/ {(E—1)...(t — n)dt
0

Mn+2
(n+2)!

) = /n 20— 1)t — n)dt

n bikoitia bada :  |R,(f)| < R"3C,, Mo = maz|f"?(z)| eta
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n Formulazioa Errorea
1 Lo+ i) ~12 pe)
2 %(f0+4f1+f2) —I{'—OJM)(S)
3 B(fo+3f+3f+ f3) — )
4 BTy 820 4 120 3205 4 TR) — S fO(E)

2.4 Newton-Cotesen Formula Konposatuak

Newton-Cotesen formuletan zenbat eta n altuagoa izan orduan baina errore
txikiagoa dugu. Baina n altuegia bada, ordua koefiziente negatikoak agertzen

dira eta horrek konbergenzia desagertzea eragiten du.

Hau ekiditeko eta errorea txikia izateko formula konposatuak erabiltzen dira:

2.4.1 Formularen eraikuntza

Formula hauen gakoa [a,b] zuzenkia [z;, x;11] h luzeera berdineko zatitan
banatzea cta tarte honi n mailako integrazio-formula bakuna aplikatzean

datza. Tkusi dezagun formula sinpleen eraikuntza:

e Trapezioaren formula (n=1):

b z1 Z2 b
]:/ f(a:)d:r:/ f(:r)d:r+/ flz)dx + ...+ f(z)dz

(fo+ i)+ (f1+f2)+ e (fn 1+ fn)

l\3|3‘

=g(f0—i—2f1 +2fo+ .+ 2fh +fn)

e Simpsonen 1/3 formula (n=2):

I /ab F)da = / F(2)da +/ Fl)de + . +/:2 F(a)da

wlb‘

_ g(f0+4f1 42+ Afse 4 2fua + Afui + )

22

(fo+4fi+ f2) + (f2+4f3+f4)+ o (fn o +4fn1+ fn)



e Simpsonen 3/8 formula (n=3):

=/abf(:c)d:c=/:3f(a:)da:+/;6f(x)dx+...+/xi_3f(:c)d:c
3h

S ot BFit St fo) (Bt 8t fo) b (Facst fa B facstfa)

=3 (fO +3fi+3fa+2fs. +2fn3+3fn2+3fuo1 + fr)

e Boolen erregela (n=4):

[ = /a:bf(x)dx _ / Fla)dr + / Fa)de 4+ + /b F(a)dz

2 h
l(7f0+32f1+12f2+32f3+7f4)+ g (T k32 g 12 o321 7fr)

2h
=15 (Tfo+32f1 +12f5+32fs + 14fs+ .. + 14fa + 32fns + 12/ 2+ 32f51 + 7f3)

2.4.2 Errorearen bornapena

e 1 bakoitia bada:

k—1 k—l k—1 (z) h"”
RN =1)_ Rl < Z nil oy
1=0 1=0 1=

A[(—l—l = MAaTycla;,a;41] |fn+1(‘L)|

denez M, 1 hurrengo moduan hartuz gero,

M1 = max M 11 = MATye [ab]|f ( )|

Orduan,
M,y b2 k-1

Al (4)
(n+1)! O

[R(f)| <

i=0

M,y 72
(n+1)!

My 4 b—a My

— hn—i—l Cn:
(n+1)! n T ot D)

nC, non C, = maxC’,(f)

h (b a)Cy
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e n bikoitia bada: Modu berean,

A/[n—i-Q
(n+2)!

[R(f)| < W2 (b — a)C

non

Tit1
Mo = mazaeion| "2 (@) Cn= max/ t2(t —1)...(t —n)dt

i

Adibidea 5 Asmatu zein den C,, konstantea n = 2 denean.
Laguntza: Erabili - € [0,1] tartea eta f(x) = 2" = 2 funtzioa (n bakoitia
balitz f(x) = 2" erabiliko genuke).

Kasu horretarako kalkula ditzagun formulan agertzen diren elementu guztiak:

1
Ra(f) = / iz — (ot 4f+ fo)

3
1 1 1 1 5 1
5 0TIt = 57T T
= Th (b —a)C,
non
M, = max |(z*)"”"| = max 24 = 24
x€[0,1] x€[0,1]
Beraz,
41, 1, __ 4
2416 > 120 T 15

2.5 Extrapolazio Formulak. Rombergen Kuadratura

Teorema 2 [zan bedi [ funtzioa I(f), bere integrala hurrengo eran idatzi de-
zakegu:

I(f) =T~ + C1h? + Coh* 4+ C3h® + ...OLh** + O(h2k+2)

Ty trapezioaren formula (konposatua) izanik
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Aurreko teorematik abiatuta eta trapezioaren erregela aplikatuz errorea O (h*+2)
izatea lortzen sailatuko gara. Adierazpenetik hasita eta Ty trapezioaren erre-
gela bada (N zati kopurua izanik):

I(f) = Ty + C1h* + Cah' + C3h® + ...Cph™ + O(h™+?)

& Ty = I(f) + Dih* + Dyh* + D3h® + .. Dih®* + O(h**12)

Gure helburua D guztiak desagertzea da. Ohartu zer gertatzen den Ty ordez

T,n-ren adierazpena kalkulatzerakoan (h orain 2 izango da):
2N 2

2 4 6 2k
Ton = I(f) + Dy (g) + Dy (g) + Dy <g) + ...Dy (g) + O(h?2)

Hortaz, hurrengoa eginez gero:

ATy = 41(f) +4D (8)* +4D, (B)" +4D;5 (5)° +... 14Dy, (5)™ +O(n2+2)
Ty ==3I(f) —Dih? —Dyh' —Dsh®+ ... — Dgh* + O(h*+?)

AToy = 3Ty = AI(f) + (; = 1) I* + . = (g — 1) I*F + O(R*F?)
=3(I(f) + Bt + .+ E%h% + O(hQ’“H))

4Ton — 3T,
N 2N3 N

Beraz h%rekin doan koefizientea ezabatzea lortu dugu. 2N eta 4N-rekin
prozesu bera errepikatuz gero hurrengoa lortzen dugu:

1 2k 2k+2
P8y om, (B) e () vor(2) )

= I(f) + Esh* + ... + Egh® + O(h**12)

3 2 2 2

Eta bi balio hauek T ][\}] eta T. 2[}\], deituz gero eta hauei hurrengo formula apli-
katuz gero:

1670y — Ty ,
Ty = =2 = I(f) + Fh® 4 o Fut™ 4 O(h*42)

Prozesu hau koefiziente guztiak ezabatu arte errepika dezakegu, formula oro-
korra hurrengoa izanik:

rr—1 r—1
Tl -7
4r —1

i) -
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Metodoaren Algoritmoa:
e 2m + 1 ordenako metodoa lortu nahi dugu.

e Hasteko Tg] lortuko dugu trapezioaren formula erabiliz, horrela:
T[O] . h
0 = §(f o+ f1)

T = g(fo +2fi + fo)-..

e Gero gainerako zutabeak lortzen dira hurrengo formula erabiliz:

e Integralaren hurbilpena To[m}—k hemanen du.
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3 Gaia:

Ekuazio Diferentzialen Ebazpena

3.1 Sarrera

Hurrengo gaietan ekuazio diferentzialekin lan egingo dugu. Ekuazio dife-
rentzialen teoriaren inguruan oinarrizko definizioez gain (Ekuazio Diferen-
tzialen irakasgaian begiratu beharrezkoa) orden beherapena eta existentziari
buruzko teorema bat bergogoratu behar dugu.

3.1.1 Ordenaren Beherapena

[zan bedi n ordenako hurrengo ekuazioa eta berari elkartutako sistema,

y(7o) = no
!
:L' =
y" = flz,y, 9, ..., y" V) non ?/( o) =1
yn) (-rO) =T

Orduan, 1. ordenako sistema diferentzial batean idatz dezakegu hurrengo
moduan:

y(z) = z21(z) y(x) = z(x) Z1 010 0 0
! ! ) 0 0 1 0 0
y'(z) = z2(x) 2] = 29
) / Zn—1 0 0 0 1 O
yn (x) B Zn(x) Fn1 T Fn Zn 0O 0 0 0 f(T7 21, ...Zn)

3.1.2 Existentzia

Teorema 3 [zan bedi f : D — R™,D = [a,b] xR™ funtzioa y-rekiko Lipschi-
tziarra dena L konstanteaz (Vyi,ya € R™ =|| f(y1) — f(v) I<I| v — w2 ||)-
Orduan, y(a) = n hasierako baldintza betetzen duen ekuazio diferentzialaren
soluzioa bakarra existituko da.

Gainera, beste soluzio baten balioa hasierako puntuan z(a) = 0 bada, orduan,
bien arteko aldea bornatu dezakegu:

ly(e) = 2(2) < Leteel || =6 |

27



3.2 Zenbakizko Metodoak

Ekuazio diferentzialak zenbakizko metodoen bidez ebatziko ditugu. Horreta-
rako meodo desberdinak erabiltzen dira, eta metodo hauen azterketa egite-
rako orduan bere egokitasuna aztertzeko metodo desberdina daude, hurrengo
definizioetan oinarritzen direnak.

Definizioa 1 Esaten da metodoa konbergentea dela baldin metodoaren urra-
tsa tzikitzean (h — 0) edo era baliokidean n handitzean (n — oo0) eraikitzen
duen segida integralaren baliora konbergitzen badu.

{Untnen = y(z,) lim ; = y(z:)
—0

Definizioa 2 Metodo bat zero-egonkorra da baldin 3hg € R non Vh < hg
urratsa hartuz gero, hasierako baldintzatan perturbazio triki bat sufritzean
(v* = v + ¢)lortutako zenbakizko soluzio berriaren eta zenbakizko soluzio
errealaren arteko errorea bornatua badago:

lyj —yjl <oo Vi=1,..,n

Definizioa 3 Metodo bat absolutuki egonkorra da baldin Fhg € R non
Vh < hg urratsa hartuz gero, hasierako baldintzatan & balioko perturbazio
bat sufritzean (y* = v + €) lortutako soluzio berriaren eta zenbakizko soluzio
errealaren arteko errorea € konstanteaz bornatuta badago:

’r_ ! —
y(a):]j z(a)zl/+€

Definizioaren interpretazio bat aurretik metatzen diren erroreak handitzen ez
direla da.

3.3 Eulerren Metodo Esplizitua

Eulerren metodo esplizitua metodorik intuitiboena da, deribatua hurrengo
eran hurbilduko dugu:

oy Yl +h) —ylz)
y(z) = Y

3.3.1 Formulazioa

Deribatua aurreko eran definitzen badugu, a = zg, 21, ..., 2, 1,7, = b dis-
kretizazioa hartuz gero, non h = z;,; — x;, orduan metodoa hurrengo eran
definitzen da:
y(@iv) — y(z:)

h

fxi,ui) = ' (1) =
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S Yirr = Yi + hf (x5, y5)

Metodoaren Algoritmoa: ;.1 = vy; + hf(x;, v;)

3.3.2 Errorea eta konbergentzia

Errorea lortzego Taylorren garapena erabiliko dugu

Y(Tni1) = y(@n) + hy'(zn) + ;y”(xn) + ..

Zenbakizko metodoak ez du hartzen h? ordenako gaia ez hurrengoak hortaz
errorea O(h?) izanen da. Hau jakinda hurrengo teorema ondoriozta dezakegu:

Teorema 4 (Konbergentziaren Teorema) [zan bedi f(x,y) funtzioa D =
[a,b] x R™ tartean jarraitua eta Lipschitziarra y aldagaiarekiko eta L kons-
tantearekin. Orduan hurrengo moduan definitutako ekuazio diferentziala Fu-
lerren metodo esplizituaz konbergentea da:

y'(z) = flz,y)
y(a) =
Frog: Gaiaren hasieran enuntziatutako teoremaren antzekoa den lema bat
erabiliko dugu frogapen honetarako.

Lema: Izan bedi |uj1| < (1+ A) |u;| + B betetzen duen segida, orduan
hurrengo eran bornatua dago:

B(e™ —1)
A

Hipotesiz benetako emaitza eta soluzio hurbildua hurrengoak dira,

Benetakoa :  y(xni1) = y(x,) + hy'(x,) + O(h?)
Hurbildua : ypi1 = ypn + hf(.%’n, yn)

|un| S 6nA|u0| +

Beraz {un}nen = {y(#n) — ynfnen definituz gero,
Up i1 = tp + B(f (20, y(20)) = f(2n, yn)) + O(h?)
= [tnia| < fun| +2L(y(zn) —yn) + B
& || < (14 hL)|u,| + B
non B = h*K
Eta lemaren emaitza aplikatuz gero,

hK (™ —1)

|Un| S enhL|u0|+ 7
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3.3.3 Zero-egonkortasuna

Teorema 5 (Euler-en metodoaren zero-egonkortasuna) Izan bedi f(z,y)
funtzioa D = [a,b] x R™ eremuan jarraitua eta y aldagaiarekiko Lipschitzia-
rra (L konstanteaz), orduan Euler-en metodoa zero-egonkorra da.

Froga: Demagun y; eta z; Eulerren bi metodo ditugula. Orduan,

{yn—f—l =Yn + hf(l'rm yn)

= Tp = Yn+1—7<n = \Yn—"%n h nyYn) mn_é
Zn—}—l:Zn‘f'h(f(fL'mZn)'i‘(S) e e (y Z)+ (f(x y) f(z Z) )

S\ rasr IS yn — 20 | +RL || Yo — 20 + b0 [|=
c-a)ll _

(L4 L) [ o || +h6 < e | 7 || +—

max,|oy|

Oharra 1 Gorgora dezagun zer den f(z) funtzioa D eremuan eta L kons-
tanteaz Lipschitziarra izatea:

I f(u) = f)| < |u—v| Yu,v€ D

FEta f(x,y) y aldagaiarekiko D eremuan eta L konstanteaz Lipschitziarra
1zatea:
|f(xz,u) — f(z,0)|| <|u—v| Yu,ve€ D

Adibidea 6 Ikusi ditzagun f funtzio Lipschitziarren adibideak:
o flz.y)=2ya™"
[f(2,y) = fl@,2)| = [2y27" — 227" = |207Y]y — 2| = Ly — #|

non L = maxye(q,p z% Beraz, 0 € |a,b] bada, L = oo izan beharko litza-
teke eta ez da Lipschitziarra izanen bestela L = —— ‘6[2 T konstanteaz

Lipschitziarra da.
o f(x,y) = exp™® arctany

1
14 62

(@, y)—f (. 2)] = exp~™" | arctan y—arctan 2| =  exp™ ——|r—y| < [y—=]

Beraz, L =1 konstantearekin Lipschitziarra da.
*Bataz-besteko balioaren teorema.
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3.3.4 Egonkortasun absolutuko eremua
Egonkortasun absolutua aztertzeko kasus kasuz joan behar gara, baina eman

behar diren pausuak era orokor batean garatuko ditugu:

Demagun zy € [a,b] puntuan y(zo) = yo hastapen baldintza betetzen duen
y' = f(z,y) ekuazioaren soluzioa dugula.

Perturbazio txiki bat eragiten badugu, §(xy) = yo + £o non |g¢| < 1. Defini
dezagun y(z) = y(z) + £(z) bezala, non || e(z) ||« 1.

Orduan f-ri Taylorren garapena aplikatuz gero,

7' (x0) = f(wo, §(20))

& y'(x0) + &' (z0) = f(z0, Y0 + €0) = (%0, y0) + %;yo)fo +0(p)
&y an) + 2 (o) = 0, 0) + =) = ans) + LGN, 1 0
& &/ (ag) = 2 Z0:0) (gﬂy’ oyt o)
= &'(x0) = —3f(go,yo)€0

Y

Beraz, e-ren adierazpena ¢’ = Ae motako ekuazioaren menpe dago, non

Oy
Aldi berean zenbakizko metodo hurbilduak eragin berdina dauka x, pun-
tuan metatutako errorearekin

En = Yn — y(‘rn)
Beraz, Taylorren garapena aplikatuz,

Of (T, Yn)

2
S L0(el)

yn+1+8n+1 = yn+5n+hf(xn) yn+5n)) = yn+5n,+hf(xn7 yn)"'hgn

Eta yni1 = yn + hf(Tn, yn) denez,

Of (Tns Yn

_ Of(xn, yn)
y "

Entl = En T
Beraz, h = h\ parametroak lens1] < 1 bornapenari custen badio, orduan
metodoa absolutuko konbergentea izanen da eta bornapen horri eusten duten

h balioei egonkortasun absolutuko eremua osatuko dute.
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Adibidea 7 Deduzitu zein den Eulerren metodo esplizitua absolutuki kon-
bergentea izateko baldintza.

|ent1] <1

l€n]

<~ ‘€n+1 S |€n|
& |en + hren| < ey
S|1+h <1
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4 Gaia:

Urrats Bateko Metodoak. Runge-Kutta Me-
todoak

4.1 Runge-Kutta Metodoak

Runge-Kutta metodoak ekazio diferentzialak ebazteko urrats bakarreko me-
todoak dira (v, bakarrik y,-ren menpe dago). Era orokorrean m ordenako
Runge-Kutta metodoa hurrengo moduan definitzen dira:

Unt1 = Yn + 0D b K;
Ki = f(xn + heiyyn + 0300 ai K)

Metodoaren adierazpena a;j, b;, ¢; koefizienteen menpe daudenez bere Butche-
rren matrizearen bidez adieraz dezakegu, hurrego itxura duena:

C1 | a1 a19 cee A1m

C2 | 2] 22 ‘e Aom,

|l Gm1 Ao e G
by by b,

Metodoa esplizitua izateko Butcherren matrizean diagonaletik beherako ele-
mentuak dira eznuluak diren bakarrak:

al 0 0 .. 0
02| 91 0 0
Cm|  Am1 Amz . 0

by bo b,

Metodo esplizituak inplizituak baina mantxoago konbergitzen dute baina ite-
razioak egitea errezagoa da metodo inplizituetan ekuazio ez lineal bat ebatzi
behar delako.
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4.2 Metodoaren Konsistentzia eta Egonkortasuna

Garatu ditzagun metodo hauen analisiak egiteko beharrezkoak diren defini-
zioak.

Definizioa 4 Izan bedi Runge-Kutta metodo bat bere n+1-garren pausoanMozketa
errore lokala soilik n + 1 urratsean egindako errorea da eta matematikok:
hurrengo moduan definitzen da:

dn-i—l = y(:L'n—i-l) — y(‘Ln) - h(b(fl;na UYn; h)

Definizioa 5 Izan bedi Runge-Kutta metodo bat bere n-garren pausoan egin-
dako Mozketa-errore osoa n-garren urratsera heldu arte garatu den errore
osoa da. Matematikoki hurrengo eran definitzen da:

€n = y(‘rn) — Yn

Definizioa 6 Izan bedi Runge-Kutta metodo bat eta metodo hau aplikatzen
diogun [a,b] tartea. Defini dezahun h = b_Ta luzeerako distantziara dauden
hurrengo partiketa:

a=xg< T <..<axny=0b

Argia denez N — oo eta h — 0 baliokideak dira. Orduan, Runge-Kutta
metodoa konsistentea edo tinkoa izanen da hurrengoa betetzen badu:

lim( max M) =0
h—0 \n=0,...N—1 h

) dy, . . .
Gainera,max,—o, . N—_1 % O(hP) betetzen badu, konsistentzia edo tinko-
tasun ordena p izanen da.

Oharra 2 Konsistente izatea metodoak puntu guztictan (aurreko balioa ongi
dagoela kontuan hartuta) errore trikiak sortzea da. Zenbat eta konsistentzia
orden altuagoa izan orduan eta errorea txikiagoa izanen da.
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Teorema 6 (Konsistentziarako baldintza) Izan bedi Runge-Kutta me-
todo bat konsistentea izanen da baldin era soili baldin ¢(xp,yn;0) = f(x,y)

Teorema 7 (Konsistentzia ordena) Izan bitez p-1 aldiz deribagarria den
f funtzioak definitutako ekuazio diferentziala eta ¢(xn,yn;h) funtzioak defini-
tutako Runge-Kutta metodoa. ¢ funtzioa h-rekiko p-1 aldiz deribagarria bada.
Orduan metodoa p ordenako konsistentzia du baldin eta soilik baldin

k

0 1 d*
oI (7,95 h)|h=0 = Fe1) dok (r,y(z)), k=01,.,p—1

Froga: Taylorren h-rekiko garapenak erabiliko ditugu. Horretarako y,11 =
Yn + hd(xp, yn; h) aldean h-rekiko efinen dugu eta y(x,.1) aldean z-rekiko:

™ d™y(x)
y(xn-i-l) (In) +hy Tn +Z ol dzn |a:=:cn
— ) + b ) + oL ) + D ey +
- y n n»y n 2 dl‘ 'fLJy n 3' dl’ 7l7y n e
Era berean metodoari Taylor h-rekiko aplikatuz gero,
B _ 0¢ _ h?9%¢
yn-i—l = Un + h(qs(l‘nv Yn; 0) + h’%(l‘nv Yn; 0) + — 2' 8h2 (CETM Yn; 0) +
Beraz, errore totala n + 1 pausoan:
h?d h3 d
Ent1 = y($n+1)_yn+1 = y(‘rn)"i_hf(xm ( ))+ f (‘Ena y(xn)) f (xn» (‘En)"i_
2! dx 3l da
—(yn + h(P(x '0)+ha¢(:c '0)+—ﬁ(x ;0)+...)
Yn ny Yn; oh ny Yn; 21 Oh2 ny Yn;
1d 0
= H (U)o )0 s O) 17 (5 ) = 5 o))

+m(lfimm%> y¢mmy00

3l dx? 21 Oh?
Hau anulatu dadin h quztien koeﬁzzenteak anulatu behar dira i = p—1 arte::
1df _ _<é 1df _
2ldy < 2 dx Bh
1ap L@ o 1df 229
3ldx? 2! Oh? 3dz?2 ~ Oh?
1oarty 1 orlg 1dr~lf _ orTle
(p)! dzp=1 — (p—1)! OhP—1 pdzr—1 = Ohr—1
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Definizioa 7 Izan bitez hurrengo Runge-Kutta metodoek lortutako {yy,}nen
eta {z, tnen segidak:

Y €R z0 € R
Yns1 = Yn + hd (T, Yn; h) ’ Zng1 = Yn + W(O(xn, 205 h) +2p)

Orduan, ¢-ri dagokion Runge-Kutta metodoa zero-egonkorra dela diogu
baldin AM,, My < oo non

-----

Oharra 3 Zero egonkorra izatea n+1 puntua kalkulatzean n puntuaren erro-
reak n+1-koa asko ez handitzea da.

Teorema 8 (Zero-egonkortasunerako baldintza) Izan bedi y = f(x,y)
ekuazio diferentziala, non f jarraitua eta y aldagaiarekiko Lipschitziarra den
la,b] x R™ eremuan. Orduan phi ere Lipschitziarra izanen da eta metodoa
zero-egonkorra izanen da.

Teorema 9 Izan bedi ¢ [a, b) xR x [0, h] eremu itzian jarraitua eta L konstan-
tearckiko Lipschitziarra den funtzioak definitzen duen Runge-Kutta metodoa,
orduan baliokideak dira tinkoa eta konbergentea izatea.

Froga:
Hasteko, defini ditzagun erabiliko ditugun elementuak:

y'(v) = f(z,y(x)) = &(z,y(z);0)
=17

y(wo)
x1 metodoa tinkoa da

o Fkuazio zehatza:

Ynt+1 = Yn + hgb(xm Un; h)

o Fkuazio hurbildua:
Yo =1

o Errore 0soa: €11 = Y(Tpi1) — Ynt1
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Bataz-besteko balioaren teorema aplikatuz gero,

y(rai1) = yla)

z =9 (z) © y(rne1) = hy'(2) —y(z,) = ho(x,y(x); 0) —y(z,)

T € [Tn, Tny1] dagoenez, hurrengo notazioa erabiliko dugu v = x, + 0h non
6 € [0,1]. Beraz,

Y(Tni1) = ho(xn + Oh,y(z, + 0h);0) — y(,)

Ondorioz, errorea hurrengo moduan adierazi dezakegu:

ent1 = Y(Tns1) = Yns1 = hd(@n+0h, y(xn+0h); 0)—y(2n) — (Yn+hd (2, Y h))

= Y(@n)=yntho(@n+0h, y(Ln+0h); h)=h¢(@n, yn; h)EhG (L, y(2n); 0)£hG(2n, y(2n); h)

= e, + h(¢d(zy, + Oh, y(x, + 0h);0) — P(x,, y(x,);0))
+h(@(2n, y(zn); h) — G20, Yn; 1))
(B, 9 (5)50) — B, (s 1)

Ondorioz, desberdintza triangeluarra aplikatuz gero,
lens1] < len| + hld(xy, + 0h, y(x, + 0R);0) — ¢(xn, y(x,); 0)]

+h|@(:rm U(Tn)a h) - Qb(wm UYn; h)l
+h|¢(xn, y(ajn)a O) - (b(xm y(xn)a h)l

Alde batetik, f y aldagaiarekiko eta L konstanteaz Lipschitziarra denez,
¢ ere izanen da eta

16 9(0)3 1) = S i )] < By () — ] = Blea]
Bestetik ¢ uniformeki jarraitua denez gero aldagai guztiekiko,
(b0, Y (0 +01); 0) = G, y(); 0)] < |70 — 0 +0RI K = n(B) = O(h)
9(Tn, Y(20); 0) — d(n, y(20); h)| < WKy = By (h)
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(k) = an(h) + Bu(h) = O(h) Hartuta eta max,e1 nvn = 7 = O(h)
definitzen badugu, orduan erroreak hurrengo bornapena beteko du:

lent1] < len|(1+ hL) + hy

Ondorioz, lema baten arabera,

hlleNIh NLh _ q
max |e,| < |egleM " + M — 04+ M

1<n<N hL I3 0

Oharra 4 Teorema interpretatu eginen dugu:

Lipschitziarra denez, zero egonkorra izanen da horregatik, ez aurrekoaren
erroreak ez du asko aldatuko n+1 puntuaren berezko errorea. Horregatik ba-
liokideak dira n+1 puntuko errorea (n-ko errorea trikia izanda) tzikia dela
esatea eta n+1 puntuko errorea (n-ko errorea nulua izanda) tzikia dela esa-
tea.

4.3 Orden Handiko Runge-Kutta Metodoak

p tinkotasun ordena zenbat eta handiagoa izan orduan eta zehatzagoa da
emaitza eta azkarrago konbergituko du, errorea O(p + 1) izango bait da.
Etapa ugariko metodoak eraikitzean a;j;, b;, ¢; konstanteen balio zehatzak eza-
rriz. gero tinkotasuna zehaztu dezakegu.

Ikus dezagun 3 etapako metodo esplizituetan zein izanen diren baldintzak.

Metodoa hurrengo erakoa da:

Un+1 = Yn + h(01 K1 + b Ky + b3 K3)

Ky = f(2,9)

Ky = f(x + hey,y + hann K — 1

K3 = f(x + hes,y + hazi Ky + anK>))

Edo Butcherren matrizearen bidez:

of 0 0 0
CQ| 921 0 0
cs| az azpy O

by by b
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4.3.1 p > 1l-rako baldintzak

Y(Tpi1) = Y1 + O(h?) ikustea nahi dugu:

y(x +h) =y + h(b1 Ky + by Ky + b3 K3) + O(h?)
Alde batetik,

Y(@ni1) = y(2n + h) = y(@n) + by (2,) + O(h?)

y(z) + hf + O(h?)

Bestalde,
Kl - f(’U» U)

K2 = f(iU—l-CQh7 y+CL21K1h) = f(£C7 y—i—a21K1h)+thfx(x, y+a21K1h)+...
= f(z,y) + hfy(z,y) + ...+ O(h) = f + O(h)

Ks = f(z +csh, y+ h(asi Kq + a32Ks)) = f(z, y+ h(asi Ky + azKs))
+C3th(l', Yy + h(a31K1 + CL32K2)) 4+ ...
= f(z,y) + hlas1 K1 + aso K3) fy(z,y) + O(h) = f +O(h)

Beraz,

Y(xn)—yn = hf=h(by f4+baf+bsf+O(h))+O(h?) = hf(1—(b1+ba+bs))+O(h*) = O(h?)

Beraz, hau izanen da baldintza.

4.3.2 p > 2-rako baldintzak

Alde batetik y(z,41) garatuko dugu,
2

(0s2) = 9l + B) = (o) + /() + 5"+ O0F)

2

h
y(z) +hf+ ?(f:c + ffy) + O(hz)
Bestalde v, 11 horretarako K;ak garatu behar ditugu:

Kl:f(xvy):f

K2 = f(ﬂf + hCQ, Y + hCLQlKl)
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= f(z,y + hag  Ky) + fo(z, y+ hay Ki)hcy + O(h?)
= f(x,y)+ fy (2, y)hag K1 + O(R?) + fu(x, y)hca + foy (2, y)hPcoan Ky + O(h?)
= f + fyhao f + fohes + O(h?)
= [+ [fyhas + fuhes + O(h?)

K3 = f(z + hes, y + hlasn Ky + a3 Ks))
= flz, y+ h(as K1 + a3 K3)) + folz, y + h(as Ky + asy Ks))hes + O(h?)
= f(x,y)+f,(x, 9)h(az K1 +tag Ko )+ fo (2, y)hes+ foy (2, y) WP c3(az) Ky +ago Ko )+O/(h?)
= [+ fyhlasi(f) + asao(f + ffyhas + fohes + O(R?))) + fohes + O(R?)
= f+ fyhlasi f + asaf) + fohes + O(h?)
= f+ ff,hlaz + a32) + fuhes + O(h?)
Beraz, y(2n11) = Yni1 hartuz gero,

Y(Tnt1—Ynt1 = y(I)+hf+h§(fx+ffy)+0(h3)—yn+1—h(blK1+b2K2+b—3K—3)
h2
= +hf + S (fe + 1)) = hOLF + baf + fhyhan + fohes + O(h%))
+b—3(f + ffyh(az + a32)) + fuhes + O(R?))) + O(h®)
— Fh(1—(bl+b2+b3))+h? fx(%—(@bg—i—cgbg))—i—h f fy(%—(bga21+bg(a31+a32)))
Koefizienteak hartuz hurrengoa dugu:

0=1—(bl+ b2+ b3)
0= % — (c2by + c3bs3)
0= % — (bgazl —+ bg(&gl + a32))

Beraz, hauck izanen dira baldintzak. Ohartu nola hurrengo baldintzak ba-

liokideak diren:

0= % — (b + ¢3b3) 0= % — (coby + c3bs3)
1 =
0 =5 — (baaar + b3(azi + asz)) ¢ = Ej aij
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4.3.3 Orokorrean

Era orokor batean hurrengoak izanen dira tinkotasun ordenetarako baldin-
tzak:

p=2  Ybi =4 Ci = ;Wi

p Z 3 szczz = % Zj Zj biaijcj = %

Adibidea 8 Kalkulatu hurrengo metodoaren tinkotasun ordena:

Yn+1 = Yn + %(Kl + KZ + KB)
Kl - f(Tnvyn)

K2=f(xn+%:yn+%
K3 = f(xn + hvyn + h(_Kl + KQ)

Metodo honi elkartutako Butcherren matrizea hurrengoa da:

0
3|
1

0
1
2
—1
1
6

ol DN O O
ol O O O

Argia denez errenkaden baldintza betetzen da:

81:0:0+0+0

1 1
Coy = 573 +04+0
C3 = 1=-1 + 2 + 0
Aztertu ditzagun baldintzak banaka:

ep>1



Beraz definitutako metodoa gutzienez 3 ordeneko tinkotasun maila dauka

4.4 Butcher-en Ordenaren Mugak

Tinkotasun orden altuak bilatu behar ditugunez interesgarria da s etapadun
metodo batekin tinkotasun mailarik altuena zein den aztertzea. Hori eginen
dugu atal honetan.

Teorema 10 (Ordena Maximoko Baldintza) Izan bedi s etapako Runge-
Kutta metodo bat, orduan bera tinkotasun maila gehienez s izanen da. (Fro-
gapena Carlos Gorria-ren apunteetan)

Adibidea 9 Beraz aurreko adibidean 3 wurretsako etapa denez tinkotasun
maila 3 izanen da.

4.5 FErrorearen Analisia eta Urratsaren Egokipena

Atal honetan h pausoaren luzeera pausoari egokituko diogu. Hau egiteko
errore lokala erabiliko dugu.

y(Zp41)-ren balioa bi modutan hurbilduko dugu:

e y,.1 hurbiltzeko metodoa hy wrratsaz x,-ri aplikatuko diogu, metodo
hau p tinkotasun maila duenez hurrengoa izanen da ¥, 1 eta d,, 11

Yntl = Yn + hOQb(xnv Yn; hO)

A1 = (0, y(z,)) W5+ O(RGF?)
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e y, ., lortzeko metodoa 2hg urratsaz z,_;-ri aplikatuko dugu:
Yni1 = Yn + 2hod(Tn—1, Yn—1; 2ho)
diy1 = P(Ta-1,y(@01)) (2ho )" + O(RET)
Gainera ¢-ri Taylor aplikatuz gero,
P(en-1,y(2n-1)) = ¢, y(rn1)) + O(h) = (a0, y(xn)) + O(h)

& dy 1 = 0(2n, y(20))(200)" HO (1) (210)" +O(W?) = (@, y(wn)) (21 HO(RP?)
Era berean ¢-ri Taylor aplikatuz,

O(Tn—1,Yn—1; 2ho) = ¢(Tn, Yn; ho) + O(R)
Beraz,
?/n+1_y:1+1 = (y(xn+1)_y:z+1_¢(xn—lv Yn—1; 2h0)) = (Y(Tns1) =Yns1—O(Tn, Yn; ho))

=dy ) —dpy1 = (27 = D)p(zp, y(z — n))RPH + O(K"F?)

*
Yn+1 — YUp+41

+1

Ondorioz,

i1 = @(n, y(x = n)) WP+ O(h) = (g, y(z —n))WP*H = %
Eta d, 11 < £ nahi badugu orduan,

P ¥ 1
Ynt+1 — yn+1 hp+
p+1 _ p+1

2 1 np

<e€

g(2rtl —1)

& h< hy™ i
Ynt+1 — Ypt1
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Metodoaren Algoritmoa:

e Algoritmo hau z,tik hasiko dugu.

Kalkulatu y,, o ho-rekin eta Runge-Kutta metodoa bi aldiz aplikatuz.

Kalkulatu y,19+ 2hg-rekin eta Runge-Kutta metodoa aldi bakar batez
aplikatuz.

Kalkulatu A, hurrengo formula erabiliz,

e — ho 7] 2= 1)
new -
Ynt1 — ?JZH

Iterazioa berriro errepikatu b-ra heldu arte.
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5 Gaia:

Urrats Ugariko Metodo Linealak

5.1 Sarrera

Urrats anitzetako sistemetan vy, elementua aurreko & elementuen menpe
dago. Orokorrean hurrengo itxura daukate:

k k
Z AlYpyg = h Z 5jfn+j
j=0 Jj=0

Orokorrean o = 1 hartu dezakegu, eta horrela ez bada besteak normalizatu
daitezke, horrela,

k k—1
Yn+k = hZijn-i-j - Zajyn,+j
Jj=0 =0

Br = 0 bada metodoa esplizitua izanen da eta ebazterako ekuazio linel bat
ebatzi beharko da. Inplizitua bada puntu finkoaren antzeko metodoak erabili
behar dira ebazteko. Horrela metodoa hurrengoa da:

k—1 k—1
Yn+k = h/Bk.f(Iﬂ,+ka yn,+k) + h Z ijn-i-j - Z QgYn+j
=0 =0

= hﬁkf(xn—i-ka yn—i—k) +M
Formula hau behar izan beste aldiz errepikatuz gero emaitza lortuko genuke.

a eta 0 balioak aldatuz errorea txikiagotu edo handitu dezakegu. Garatu
dezagun teoria errorca ahal den beazain txikia egin ahal izatcko.

5.2 Metodoen Konbergentzia
Teoria garatzeko defini ditzagun hurrengo kontzeptuak:

Definizioa 8 Urrats anitzeko metodo bat konbergentea dela diogu baldin

,lllg(l)(yn) = y(zn)

45



Definizioa 9 Izan bedi urrats anitzeko metodo bat p ordenako konber-
gentea da hurrengoa betetzen badu:

lim ( max || y(flfn) — Y ||—p+1) =0 = lim ( max || y(xn) Un ||_p+1> =0

h—0 \ 0<n<k—1 h—0 \ k<n<N

Edo baliokidea dena,

_ — P — = p
o2max | y(zn) —yn ll=O(R) = max [[y(z.) —yu [l= OF")

Konbergentzia zuzenean definitzea zaila da horregatik tinkotasun eta zero-
egonkortasun kontzeptuak definituko ditugu.

5.2.1 Tinkotasuna eta tinkotasun ordena

Definizioa 10 Izan bedi urrats anitzetako metodo bat, bere n pausuko hon-
darra eran definituko da:

k
Z gy (i) = BB f (@nj, y(2ary)]
j=0

[ajy(x + jh) — hBsy' (x + jh)]

I
<.
i[]-
o

Hondarra n+k puntuko balioa kalkulatzerakoan (aurreko k balioak zuzenak
izanda) egiten den errorea izanen da.

Definizioa 11 Izan bedi urrats anitzeko metodo bat eta bere hondarra, or-
duan metodoa tinkoa edo konsistentea dela esanen dugu hurrengoa bete-

tzen bada: R
lim < max —” L ”) =0
h—0 \0<n<N h

Are gehiago p ordeneko tinkoa izanen da baldin,

lim < max u) =0
h 0 \0<n<N  hP
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Oharra 5 Hondarraren Taylorren garapena kalkulatuz gero hurrengo eran
adieraz dezakegu

R, [y(z); h] = Doy(x,) + Dihy' (2,) + ... + Dyhiy® (z,,) + O(RIT")

non
Dy=ap+ a1+ ...+ oy

Dy = ay + 205 + ..kag — (Bo + B+ ... + Br)
k k cg—
Dy= 532510 — oy 2210

Beraz metodoa p tinkoa izan dadin bere errorea O(hP™) izan behar denez,
p tinkoa izanen da baldin

Do =Dy =D, =0%# Dypys

Definizioa 12 Urrats anitzetako metodo linealaren lehenengo eta bigarren
polinomioak hurrengoak dira hurrenez hurren:

k
p(&) =Y ;¢
j=0

k
o(€) =) B¢
=0

Oharra 6 Mectodo bat konsistentea izan dadin Dy = Dy = 0. Beraz,

Adibidea 10 Izan bedi Yy 1o+ Yni1 — 2yp = %(fn” +8fni1+5fn), determi-
natu bere tinkotasun ordena.

Hasteko defini ditzagun « eta 8-k eta metodoaren lehenengo eta bigarren
polinomioak:

a—-2=1, ag=1, aqg=-2=pr)=r"+r—-2
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1 3 1 3
62=17 61=27 BOZZ:U(T):ZT2+2T+Z

Orain kalkulatu ditzagun hondarraren Taylorren garapenean lortutako koefi-
zienteak eta ikusi dezagun anulatzen diren:

2
Do=)» aj=1+1-2=0
=0

2 2
: 1 3
Dl:zaﬂ_zﬁJZZ*l—'—l*l_(Z+2+Z):O
j=0 =0
2

2
1 . _ 1 1
D2:i E ajjz—QjE:Oﬁjj)>25(1*22+1*12—2(1*2+2>>:U

=0

2 2
_1 -3 -2 _1 3 1 2 2 —
D3—§ ;00‘]‘] —3;0@']))—6(1*2 +1*2_3(Z*2 +2x1 =0

2 2
l 1 1
Dy= — gt —4 == (2" +1-4(24+2) = —
4= ;:ch ]E:Oﬁj] )> 51 (2 +1-42+2)) =52 #0

Beraz tinkotasun maila 3 izanen da.

Teorema 11 (Orden handieneko metodoak) Izan bedi k urratseko me-
todo lineala orduan bere tinkotasun orden mazximoa hurrengoa da:

k+1 k bakoitia
k+2 k bikoitia

5.2.2 Zero-egonkortasuna

Definizioa 13 Izan bedi urrats anitzeko metodo lineala, orduan esaten da
zero-egonkorra dela existitzen badira {u,}, {v,} hurrengo bi segidak,

k

k
{un} s Y agunry =Y Bif (wntgs unss)hdn
=0

J=0

k

k
{Un} : Z QjUn+j — h Z ﬁjf(l'n-i-j: Un+j)h7n
=0

j=0
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non || ugp — vo || nahiko tzrikia bada, orduan

kEneN Fen = vn [|= O <0§%1§}§—1 e = v 0<n<h1 I0n = ”)

Hau da, metodo bat zero-egonkorra izanen da hasierako balioak errore tziki

bat 1zan arren ondo funtzionatzen badu.

Teorema 12 Izan bedi urrats anitzeko metodo bat lineala, zero-egonkorra
1zanen da baldin eta soilik baldin erroaren baldintza betetzen badu, baldintza
hau hurregoa izanik: r lehenengo polinomioaren erroa bada orduan bietako
bat betetzen du:

° ]7”| <1
e |r| =1 eta ez da anizkoitza

Adibidea 11 Aurrcko adibideko metodo berdina hartuko dugu:

h
Ynt+2 + Ynr1 — 2yn - Z(fn—i—? + 8fn+1 + 5fn)

p(r):r2+r—2

Kalkulatu ditzagun erroak:

—1£v148 —-1+£3
r— — — 21
2 2
| = | —2| =2 > 1 denez, ez du errorearen baldintza betetzen eta ez da
zero-egonkorra izanen.
Adibidea 12 [zan bedi hurrengo urrats anitzetako metodo lineala, ikusi zero
egonkorra den:
4 1 2
Ynt2 = 3Ynt1+ 3Un = ghfn+2
Kalkulatu dezagun lehenengo polinomioa eta honen erroak:
4 1
2
r)=r"——-r+—-
p(r) 37T 3
4+416—-12 241 1
rho(r)=0&3r’ —dr+1=0&r1r= 5 =3 =6;1

r1| = ¢ eta |re] =1 hau erro sinplea izanik, beraz, zero egonkorra da.
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5.2.3 Baliokidetasun teorema

Teorema 13 Izan bedi urrats anitzeko metodo lineala orduan, hurrengoak
baliokideak dira:

e Metodoa p konbergentea da

Oharra 7 Teoremaren frogapena Carlosen apunteetan dago, ez dut frogatuko
baina kontzeptuali azalduko dut:

p ordeneko tinkoa izatea hondarraren errorea twikia izatea da, hau da me-
todoak berez daukan errorea (aurreko k balioak ongi egonda) tzikia izatea.
Zero egonkorra izatea, berriz hasierako erroreen (aurreko k balioen erroreen)
menpekotasuna tzikia izatea da.

Metodo bat konbergentea izanen da, hau da ez du errorerik emanen baldin
eta soilik baldin metodoak errore txikiak ematen baditu puntu bakoitzeko eta
gainera, aurreko puntuen erroreak ez badute errore hau handitzen.

Gainera metodoaren berezko errorea zenbat eta txikiagoa egin (tinkotasun
ordena handitu), metodoaren errore totala orduan eta trikiagoa izanen da
(Konbergentzia ordena handitu).

5.3 Egonkortasun eremuak

Atal honen helburua y' = Ay edozein ekuazioa (A = %5) izanda, h, A eta
errorearen arteko erlazioa aurkitzean datza , azken hau kontrolpean manten-
tzeko helburuarekin. Hasteko egonkortasunaren inguruko definizioak ikusiko
ditugu eta gero egonkortasun eremuak aurkitzeko metodoak.

5.4 Egonkortasun absolutua

Aipatutako erlazioa aurkitzeko har ditzagun {y,} soluzio erreala eta {y,}
zenbakizko hurbilpena eta defini ditzagun R,, metodoaren hondarra cta T),
mozketa errorea:

k
Z a;y( Tntj) — hBif(Tnijy (mx—kj)]
7=0

k

Tn = Z[aijN-i-j - hﬁjf($n+ja yn~+j]

j=0
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Orduan, €, = y(x,) — ¥, eta phi, = R, — R, bezala definitzen baditugu.
Kalkulu batzu eginez gero eta ¢ konstantzetaz hartuz gero, orduan hurrengo
emaitzara heltzen gara:

k

5 Z ¢
en: d-rﬂ’——
" hAYS B,

J=0

r; hurrengo polinomioaren erroak izanda:

7(r,h) = p(r) — ho(r)

Beraz errorearen h eta A-ren arteko erlazioa definitu dugu. Goiko polinomio
hau oso erabilgarria da eta egonkortasun absolutuko polinomioa deritzo.

Definizioa 14 Izan bitez v = My ckuazio diferentziala eta hau hurbiltzeko
erabiliko dugu urrats anitzeko metodo lineala. Orduan egonkortasun ab-
solutuko polinomioa hurrengoa da:

m(r,h) = p(r) — ho(r)

Definizioa 15 Izan bitez ' = Ay ekuazio diferentziala eta hau hurbiltzeko
erabiliko dugu urrats anitzeko metodo lineala eta hauek definitutako egonkor-
tasun absolutuko polinomioa. Orduan, || r; ||< 1 betetzen bada erro guztieta-
rako, metodoa h-rekin absolutuki egonkorra izanen dela diogu.

Definizioa 16 Izan bitez y = Ay ekuazio diferentziala eta hau hurbiltzeko
erabiliko dugu urrats anitzeko metodo lineala. Orduan egonkortasun ab-
solutuko eremua hurrengo eran definitzen da:

D= {EGC non Vi || r; ||<1}

Bestalde, D-ren elementu errealek osatzen duten multzoa egonkortasun ab-
solutuko tartea deritzo.

5.4.1 Egonkortasun absolutuko eremuak aurkitzeko metodoak

e 5.4.1.1 Schur-en Metodoa
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Definizioa 17 Izan bitez p(r) = ag + a17 + ... + a7 polinomioa eta
honen r; erroak. Orduan Schur-en polinomioa dela diogu baldin eta
i guztientzat || r; ||< 1

Metodo honetan 7 polinomioa Schur-en polinomioa bihurtzen duten
h-ren balioak bilatuko ditugu. Hau posible izateko polinomio hauen
teoria gehiago garatu behar dugu:

Definizioa 18 Izan bedi p Schurren polinomioa orduan, honen poli-
nomzio laguntzaileak hurrengoak dira:

pr)=ag +ag_ir+ ... + agr®
pi(r) = - (FO)p(r) — p(0)F(r)
Oharra 8 Ohartu nola,
pi(r) =~ (B0)plr) — p(O)A(r)) =

S =
=)

(

(0)(ao +a—1r + ... + agr®) — p(0)(ax + az_1r + ... + apr"))

(@x(ao+a—1r + ... + apr®) — ao(@; + @p—1r + ... + a@r*))

S|l

(@r(a—1r + ... + apr™) — ao(@=ir + ... + @r"))

1
r

=ap(a— 14 ...+ apr™) — ag(@p_1 + ... +agr*)

Hortaz p1 k-1 mailako polinomioa izanen da.

Teorema 14 Schur-en irizpidea [zan bedi p(r) polinomioa, orduan
Schur-en polinomioa da baldin eta soilik baldin py(r) ere bada eta ||

p(0) >l »(0) |l

Oharra 9 Teorema honi buruzko zenbait ohar
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— p(0) = ¢ eta p(0) = co direnez, || ¢ ||=|| ¢ ||>|| co || izatearekin
askt da.

— Schurren irizpidea era errekurtsiboan aplika daiteke.

— Gure kasuan m(r, h) polinomioari aplikatuko diogu.

Adibidea 13 Azter dezagun ynio — Yns1 = 3h(3fns1 — fn) wrrats ani-
tzeko metodo lineal explizituaren egonkortasun absolutuko tartea, hau
da, h € R dela kontuan hartuta.

Kalkula ditzagun egonkortasun absolutuko polinomioa eta bere lagun-
tzaileak:

m(r) =+ (1 . [Tz __(1 ' %) J ! gz __(1 ' %) D
(-2

Hau izanda bilatu ditzagun baldintza betetzen dituzten h-ren balioak:
Erro bakarra hurrengoa da:

1+ 3
- s
|1 + §|
Eta beste baldintza betetzeko,
h
A,

Beraz, h € (0,1)
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e 5.4.1.2 Routh-Hurwitz-en metodoa
Metodo honetan |r| < 1 baldintza Re(r) < 0 baldintzaz aldatuko
dugu.Horretarako hurrengo aplikazioa erabiliko dugu:

z—1
z+1

O(2) =
Aplikazio bijektibo honen bidez D = {z non ||z|| < 1} multzoaren iru-
dia V' = {2z non Re(z) < 0} da.Gainera,

z+1

27e) = z—1

Edozein r € C izanda, ||r|| < 1 beteko dute baldin eta soilik baldin
O (r)-ren parte erreala negatiboa bada.

Bestalde, r p polinomioaren erroa bada,
p(r) =0=p(@ (2(r)) =0

p(®71(2)) = 0 garatuz (z = ®(r)),

z+1 z+1 z+1\*
ot = = =
p(®(2)) p(z—l) a0+alz—1 T (z—l) 0

= p(d7H(2)(2—1)F = ag(z—1)f 4ay (24 1) (2= 1) . +ap(z+1)F =0
= 2 p(® 1(2))(2z — 1)* — ren erroa da.

Oharra 10 Ohartu nola polinomio berriaren maila jeitsi daitekeen.

Horregatik gerta daiteke honek besteak baino erro gutriago izatea. tkusi-

tako inplikazioak aldebikoak izan daitezen polinomio berri honen maila
p-rena izan behar da.

Beraz lortu ditugun bi baliokidetasunak batera hartuz gero:
Teorema 15 Izan bedi p polinomioa, orduan Schurren polinomioa da

baldin eta soilik baldin p(®~1) polinomioaren erro guztien parte erreala
negatiboak badira eta p-ren mailakoa bada.
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Bestalde, edozein g polinomio izanik bere erroen parte erreala negatiboa
dela ikusteko Hurwitz-en metodoa ikusiko dugu.

k—1

Definizioa 19 Izan bedi q(x) = aoz® + a12*~1... + a;, polinomio bat,

ber Hurwitz-en matrizea hurrengoa da.

a; az as a7 ... a9r—1
apg a9 a4 Qg ... QA9k—9

0 a; az as ... A2k—3

0 0 0 0 0 a
non a; =0 j > k bada.
Teorema 16 Izbedi q(2) = agz® +a12571... + ay koefiziente errealetako
polinomioa non ay > 0 den. Orduan, p(z)-ren erroen parte errealak

negatiboak dira baldin eta soilik baldin p(z)-ren Hurwitzen matrizearen
mainore nagusiak positiboak badira.

e 5.4.1.3 Parametrizazio
Eremuaren kalkulurako beste metodo bat parametrizazioa da. Horreta-
rako |r| = 1 erangingo dugu erroren batean eremuaren muga kalkulatu
ahal izateko. Mugak bi eremu disjuntu eraikiko ditu eta eremu hauen
artean zein den erabakitzeko hurrengo teoremak erabiliko ditugu:

Teorema 17 [zan bedi urrats anitzeko metodo konbergente bat. Bere
egonkortasun abolutuko eskualdeak ez dauka ardatz erreal positiboa ja-
torriaren ingurune batean.

5.5 Abiarazle zuzentzaile metodoak

Urrats anitzeko metodo lineal inplizituak esplizituak baino zehatzagoak dira.
Baina askotan matodoa aplikatu ahal izateko ebatzi behar den ekuazioa kon-
plexuegia da, horregatik hau puntu finkoaren metodoaren bidez hurbilduko
dugu.

Puntu finkoaren metodoaren arabera, hasierako puntua benetazko emaitze-
tik nahiko hurbil badago orduan y = G(y) lortzeko aski zaigu y,,1 = G(yy)
iterazioa erabiltzea.

Gure kasuan G(y) funtzioa metodo inplizituak (zuzentzailea) emanen du eta
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hasierako balioa metodo esplizituak (abiarazlea). Puntu finkoa aplikatzeko
iterazio kopurua m izanen da.

Har ditzagun hurrengo metodoak eta egin ditzagun n + k£ puntuko balioa
lortzeko behar diren iterazioak:

k—1 k—1
(A) Yn+k = — Z &;yn—i-j + Z B;fn-I—l
=0 =0

k—1 k
(2) Ynsr ==Y Otnsj+ Y Bifusr
j=0 j=0
Orduan, definituko dugun iterazioa hurrengoa da:
k—1 k—1
0 * m * m
(A) Z/r[w]rk: - Z O‘jy'EH-]j + Zﬁjfy[z ]1
5=0 §=0

(Z) (l) f?E,T—k: — f(TW+k7U7[f+k:}])
s—1 m m
b) Yniw = hBfirs — S o gyt + S8 B £

Metodoaren algoritmoa
e [a,b] tartea h luzeerako N zatitan banatuko dugu

e hasierako k balioak izanen ditugunez 1-tik N — k-ra arte(n € [1,..., N —

k]) yn ik lortu beharko dugu:
— Hasierako hurbilpena lortuko dugu A metodoa erabiliz, hau yg:]_k
izanen da.
— yT[fJ]rk -ra heldu arte hurrengoa aplikatuko dugu:

fn—i—k f(mn+k7 y7[f+k])

s—1 m
* Yntk = hﬁk’fn_;_k] Z] Oa]yn—l,-] Z ij'r[l-‘r]l

5.5.1 Abiarazle-Zuzentzaile metodoen analisia

Normalena analisia egiterako orduan adierazpena garatzea eta inplizituki de-
finitzen duen Runge-Kutta metodoa edo urrats anitzeko metodoaren anilisia
egitea da. Tkusi dezagun hurrengo adibidea:
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Adibidea 14 [zan bedi Fulerren metodoa eta trapezioaren metodoak defi-
nitzen duen abiarazle-zuzentzaile metodoa, orduan egin metodoaren analisia
m=2 denean.

Hurrengoak izanen dira metodo hauek definitzen duten metodoa:

yﬂrl yn +hf(xn7 [2])
f¢[;_]y_1 = f(a"n+1 1/1[114-:1[])

Z/E]Jrl = 217[1] ( + f[1 1]>

Beraz,

y'Ez-]l—l - yn + hf( 7y7[12])

ﬁL=f<m+hﬂ%wﬁ»
Zlﬂl =y + & ( + fﬂl)

f7[1141r1 = f(Tny1, ?JT[LQJ]A)
yﬂl =y + 4 ( + f[l] )
Hortaz K1,K2 eta K3 hurrengo eran definituz gero,

K1 = f(xm yn)
K2=f% = 2 + hf (@i, ) = F(@n yo + WK 1)
h h
K3=fll =7 (:cnﬂ, UhL) = S(@nen, g+ 5 (fifl + f}ﬂl)) = f(wni1, vt (K14 K2))

h
Yn+1 = Yn + 5 (I(l + K3)

Beraz, Runge-Kutta metodo bat dugu eta honi elkartutako Butcherren matri-
zea hurrengoa da:

o0 0o 0 0
11 1 0 0
ool

3 03

Kalkulatu dezagun tinkotasun ordena:

ep>1

2
1 1
b = ~ — =1
Z S +H0+5 v

1=0
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2
=) ay
=0
1

| 1
0=0+0+0; 1=1+0+0 l=g+5+0

2 11
ibi:O 0 - = =
,-E:oc t0+5=5 Vv

1 1
Z =3 #+ gshwrp

2
bic;

Beraz, p =3 da.

lkusi dezagun orain egonkortasun-absolutuko eremua y' = Ny testarekin:

K1 = \y,
v = flz,y(x)) = Ay & { K2=Ayn + hK1) = Xy, + hAyn) = Ayn + hy)
K3 = A (g + 5O + M1+ 1)) = A (v + 5o + 914+ 1)))

- - -2
h — h h — h
S Yni1 =Ynt= [ AYn+Ayn [ 1+ A+ = =ty 1+=|1+1+h+— =
2 3 2 3
)
— h h
wll+h+—+—
Z/,( + +2+4>

Egonkortasun-absolutuko eskualdea osatzen duten h-ren balioek [ <1
bete behar dutenez, hurrengoa izanen da eskualdea:

—2 —3

- b h
D={Il+h+—+—"]) <1
{||+ +2+4||>_

Ezin da beti abiarazle-zuzentzaile metodoari elkartutako metodoa deduzitu,
horregatik hau ezinezkoa denean edo analisia egiteko beste metodo bat bezala
hurrengo teoremak erabilgarriak dira:

58



Teorema 18 [zan bitez A eta Z metodoek definitzen duten abiarazle-zuzentzaile
metodoa eta py eta py hauen tinkotasun ordena. Orduan metodo abiarazle-
zuzentzailearen tinkotasun ordena hurrengoa da:

p=min{ps +m,pz}

Teorema 19 [zan bitez A eta Z metodoek definitzen duten abiarazle-zuzentzaile
metodoa eta pa, pr,ca eta og metodo hauen lehenengo eta bigarren polino-
mioak, orduan egonkortasun absolutuko polinomioa hurrengoa da:

w1 ) = plr)z —For(r) + Myu(R) (pa(r) — ra(r))

non —m
(Bzoh)
14+ Bzoh + ... + (Bzoh)™ 1

M, (h) =

Adibidea 15 Aurreko adibidean eulerren metodoan tinkotasun ordena 1 da
(Abiarazlea) eta trapezioarena 2 (Zuzentzailea). m=2 dene, tinkotasun or-
dena hurrengoa izanen da:

p=mazr{2,14+2} =2

Bestalde, lehenengo eta bigarren polinomioak hurrengoak dira:

{pzm =r—1; 0s(r) =

pa(r)=r—1; oa(r)=

+

[l
N[

Beraz, egonkortasun absolutuko polinomioa hurrengoa da:

— /T T EQ -
77(r)=(r—l)—h(§—|—§>+4+2ﬁ(r—1—h)=

now how X
r{l——=+ = —|1+=-+ =+ —
2 4+2n 2 4+42h 442k




Hortaz bere erro bakarra hurrengoa da:

142 +4+2h+—4+2h A+ 2h+2h+R +h +h R +2h +4h+4 R +h o
T = = — — — — — _ —
1By B A+2h—2h+h — K 4 42

4+-2h
-3 2
h h —
={|l—+—+h+1 1
{||4+2++||<}

Ondorioz,
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