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PRESENTACION

Este volumen de “Elasticidad y Resistencia de Materiales” se
estructura en once capitulos. Los diez primeros corresponden al
temario de la asignatura que con este mismo titulo se imparte en el
tercer curso del Grado en Ingenieria en Tecnologia Industrial en In
Escuela Téenica Superior de Ingenieria de Bilbao.

Tras unos primeros temas en los que se exponen los conceptos
fundamentales de la Teoria de la Elasticidad (tensidn, deformacion,
ley de comportamiento), el programa se centra en el andlisis v disefio
de elementos estructurales tipo pieza prismatica sometidos a distintos
esfuerzos de seccion. Se comienza con el esfuerzo axial y el andlisis de
celosias sencillas, estructuras que trabajan exclusivamente con dicho
tipo de esfuerzo. A continuacion se estudian tensiones 'y
deformaciones originadas fanto en flexion pura como en flexion
simple, y se aplican los conocimientos adquiridos a la resolucion de
estructuras isostdticas. En el tiltimo capitulo se hace una introduccion
al estudio de Recipientes de presion de pared delgada, tema gue, junto
a los anteriores, estd incluido en el programa de la asignatura
“Resistencia de Materiales”, correspondiente al tercer curso del
Grado en Ingenieria Ambiental, que también se imparte en la Escuela.

Al final de cada capitulo se incorpora una coleccion de problemas
para su resolucion en clase o por el alumno. Sus soluciones se
incluyen al final del volumen. Entre los Anexos destaca el dedicado a
la Extensometria, en el que se hace una somera descripcion de
diversos métodos experimentales para el cdlculo de tensiones y
deformaciones, complementando los conocimientos adquiridos en el
estudio de la Teoria de la Elasticidad. -

Sélo nos resta esperar que estos apuntfes consigan su objetivo
fundamental: facilitar el trabajo tanto de los alumnos como de los
profesores encargados de la asignatura.
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Introduccion

1.1. CONSIDERACIONES GENERALES. AMBITO DE LA ASIGNATURA

E! objetivo de esta introduccion es tratar de delimitar, con la mayor precision posible,

el ambito cientifico de la disciplina que nos ocupa.

La Elasticidad y Resisfencia de Materiales se sitia dentro del contexto propio de la
Mecanica, ciencia que se basa en el estudio de las fuerzas y los movimientos, y cuyo
objeto es la explicacién racional -en forma de categorias matematicas- del movimiento
local de los cuerpos. De la aplicacidn practica de los principios y teoremas de la
Mecanica surge la Mecanica Aplicada. Se puede definir, por tanto, la Mecanica
Aplicada como la ciencia que aplica los principios de la Mecénica a sistemas de
interés practico para interpretar su comportamiento y desarrollar reglas racicnales de

disefio.

La Mecanica Aplicada a los sistemas materiales abarca un gran namero de disciplinas,
mas o menos interrelacionadas. El principal factor diferenciador de estas disciplinas es
la distinta naturaleza de los cuerpos objeto de estudio, que pueden variar desde un
fluido perfecto hasta un cuerpo sdlido. En el primer caso resultaria la Mecanica de
Fluidos, y en el segundo, la Mecanica de los Sélidos, Dentro de esta Gitima se sitda la

“Elasticidad y Resistencia de Materiales”.

Al considerar los solidos debe distinguirse entre sdélido rigido vy sélido deformable.
Por contraposicion a solido rigido, se entiende por sofide deformable aquél que es
susceptible de experimentar cambios de forma como consecuencia de las diversas
acciones exteriores a que puede estar sometido. A estos cambios de forma se les

denomina propiamente deformaciones.

Estrictamente hablando, fodos los sdélidos son deformables. De hecho, cuando un
cuerpo esta sometidc a un sistema de fuerzas puede experimentar dos tipos de
movimientos: a) cambios generales de posicion (movimientos de sélido rigido), y b)

cambios locales de forma (deformaciones).

Aun cuando en realidad todos los cuerpos son deformables, para algunos propositos
es posible analizar con suficiente precisidon algunos aspectos determinados del
comportamiento de los sdlidos sometidos a fuerzas, suponiendo que el sodlido
mantiene su forma bajo la accién de las fuerzas que sobre él actdan o, 10 que es lo

mismo, suponiéndole perfectamente rigido. Es el ambito propio de la Mecanica del
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Solide Rigido, cuyos principios y teoremas ya han sido estudiados en cursos

anteriores, y que se caracteriza por considerar los sélidos como indeformables.

En cambio, caracteristica principal de la Elasticidad y Resistencia de Matetiales es
precisamente considerar los sélidos como deformables. Es una disciplina que se
encuadra por ello en la Mecanica de los Sdlidos Deformables. Aqui lo esencial es el
comportamiento focal del sélido. Las leyes del movimiento del sélido considerado
como un cuerpc rigido no sbélo pasan a segundo plane, sino que en muchos casos
carecen de importancia. De hecho, gran parte de los sistemas materiales que se
estudian en la asignatura son sistemas en repgso, sin movimientos globales de sdlido

rigido.

En algunas referencias bibliogréficas, se denomina a la Resistencia de Materiales
como Mecénica de las Estructuras, entendiendo por estructura un conjunto de
cuerpos ordenados e interconectados entre si de forma tal que puedan resistir y
transmitir cargas. La definicion es amplia y abarca multitud de sistemas con los que
estamos habitualmente familiarizados: desde sillas y mesas hasta estructuras de

edificios, de todo tipo de maquinas, etc.

1.2, COMPONENTES: ELASTICIDAD Y RESISTENCIA DE
MATERIALES

En la materia que se esta considerando cabe distinguir dos partes bien diferenciadas:
la Elasticidad y la Resistencia de Materiales. La primera de ellas, |la Elasticidad, se
relaciona con el denominado comportamiento eldstico de los materiales (propiedad
cohsistente en gue Jos materiales recuperan su forma y tamahno al retirar las cargas
que habian producido en ellos una deformacion). Analiza y formula matematicamente
{a relacion existente entre la accién exterior (cargas yfo desplazamientos impuestos) y
la respuesta del material (tensicnes y deformaciones) en cada punto del sdlido, dando

lugar a unas formulaciones que, por lo general, tienen un gran riger matematice.

La Resistencia de Materiales, por su parte, centra su estudio en los elementos mas
tipicos de las estructuras (barras prismaticas, laminas, etc.), infroduciendo hipétesis
simplificativas de calculo que permiten obtener su respuesta ante las solicitaciones a
tas que estan sometidas de un modo sencillo y rapido. Esta solucién asi obtenida es,

evidentemente, menos rigurosa que la proporcionada por la Teoria de la Elasticidad.
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Por lo tanto, una diferencia notable entre las dos partes que constituyen esta disciplina
radica en las distintas hipétesis de partida que consideran en sus planteamientos v la

consiguiente profundidad con que realizan el estudio de los problemas practicos.

Una segunda diferencia se encuentra en el ambito de los problemas que analizan. La
Resistencia de Materiales no se reduce Unicamente a la consideracion de materiales
con comportamiento elastico, sino que amplia su campo de estudio al comportamiento
plastico de los materiales, proporcionando los fundamentos del método plastico de
calculo, método que ha experimentado un gran auge v desarrollo desde las dltimas

décadas del siglo pasado.

Pese a la complejidad de sus formulacicnes, el estudio de la Teoria de la Elasticidad,
presenta un gran interés ya que, entre otras cosas, permite comprobar el grado de
aproximacion de los métodos de célculo propios de la Resistencia de Materiales.
Ademas, debido a |la generalizacién del ordenador y los métodos computacionales de
calculo, es posible abordar con estas herramientas la resolucidon de problemas
complejos formulados segln la Teoria de la Elasticidad. De esta forma, se abre un
nuevo horizonte para el desarrollo y aplicacion de esta Teoria, acercandola al disefio y
proporcionando en definitiva una convergencia creciente con la Resistencia de

Materiales.

1.3. DEFINICION Y OBJETO

Puesto que la Resistencia de Materiales ocupara la mayor parte de la asignatura, en
este epigrafe se va a proceder a su definicion - una de entre las distintas definiciones

gue es susceptible de recibir - y a delimitar claramentie su objeto.

Cabe definir la Resistencia de Materiales como “la ciencia que frata del calculo de la
resistencia mecanica, de la rigidez y de la estabilidad de los elementos de las

estructuras”,

Por resistencia mecanica de un elemento se entiende su capacidad de oponerse a la
rotura, al ser sometido a una solicitacion exterior. Por rigidez, la capacidad que tiene

de oponerse a las deformaciones.
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Considérese un ejemplo sencillo para poner de manifiesto estas dos propiedades.
Sean dos cuerpos de la misma forma y dimensiones, pero de distinto material -por
giemplo, uno de escayola y otro de acero- sometidos a un mismo sistema de fuerzas
exteriores que vamos aumentando paulatinamente hasta la rotura. Se puede observar
gue se produce primero la rotura en el cuerpe de escayola. Decimos entonces que el
acero presenta una mayor resistencia mecanica. Ademas, ambos experimentan, para
un mismo valor de la carga, deformaciones distintas. Y en este sentido decimos que

poseen distinta rigidez (mayor en el acero en condiciones normales).

Por estabilidad de un elemento estructural se entiende la capacidad de oposicién del
elemento a grandes desplazamientos como consecuencia de pequefias variaciones de

la solicitacidn exterior.

Como ejemplo, considérense dos alambres del mismo material y seccién, pero de muy
diferente longitud (5 v 50 cms) sometidos a una fuerza de compresién creciente.
Como facilmente puede constatarse el alambre de mayor longitud presentara un

comportamienic menos estable ante dicha carga.

Respecto al objeto de la Resistencia de Materiales, consiste en proporcionar un
cuerpo de doctrina (un conjunto de conocimientos y métedos de calculo) que permitan

la resolucién de los dos problemas fundamentales siguientes:

a) Problema de dimensionamiento:. conocidas las sclicitaciones que van a actuar
sobre los elementos de una estructura o una maquinaria en general, determinar el
material mas conveniente, asi como la forma y dimensiones mas adecuadas, para que
puedan resistirse esas solicitaciones y, ademas, para conseguirlo de la forma mas

econdmica posible.

b} Problema de comprobacion: conocidas las solicitacicnes exteriores y realizado el
dimensionamiento de la pieza, comprobar gue efectivamente ésta cumple las

condiciones de resistencia, rigidez y estabilidad.

1.4. LA RESISTENCIA DE MATERIALES EN EL PROCESO DE
CALCULO DE UNA OBRA DE INGENIERIA MECANICA

Dentro del calculo de una obra de Ingenieria Mecanica, la Resistencia de Materiales
desempena un papel fundamental. El procesc general de dicho calculo se puede

sintetizar en el diagrama de la fig. 1.1, que comprende los siguientes pasos:
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19, Seleccién del sistema a estudiar. Un sistema fisico se presenta como un objeto de

analisis en el caso de que ya exista (problema de comprobacién), o de disefio
{problema de dimensionamiento). El diagrama de la fig. 1.1 se refiere a este segundo

tipo de problemas. Esta fase puede abarcar desde un sistema completo, como un

vehiculo o un puente, hasta un simple subsistema, como una viga, un pasador, etc.

Seleccion
del objeto de analisis

A 4

Modelizacion
{idealizacion)

I

Predimensionamiento

»

y

Estimacion de las
solicitaciones

|

Eleccién de un método
de caleculo para la determinacién
de tensiones y desplazamientos

Modificacion
del disefio

i Se satisfacen
todos los requisitos?

Disefio final

ELASTICIDAD Y
RESISTENCIA DE
MATERIALES

Figura 1.1. Diagrama de flujo para el célculo general de una obra de Ingenieria Mecanica
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2°. Realizacion de un modelo, representativo del problema a estudiar. Esta suele ser la

etapa clave del proceso, pues supone la transicidn de la forma fisica de razonamiento a
la forma matematica. En general, cualquier sistema, por sencillo que pueda parecer, es
tan complejo que ‘resulta practicamente imposible representar de forma exhaustiva
todas sus caracteristicas en un simple modelo. Por esta razén, la labor mas dificil suele
ser la de introducir aqusllas hipétesis simplificativas que permitan confeccionar un
modelo que describa de modo razonablemente completo la situacion real. Como regla
general, en la modelizacién del sistema hay que compaginar la simplicidad gue facilite
la resolucién posterior con la necesaria precision gue permita obfener una solucion que

se aproxime a la real.

Por ejemplo, si se trata de calcular el cable de un ascensor (la seccidn del cable),
habra que caonsiderar ante todo el peso de la cabina y su carga (fig. 1.2). Como lo que
interesa es la resistencia del cable, ambas pueden sustituirse por una fuerza aplicada
en el extremo del cable. También habria que considerar la aceleracion (fuerzas de
inercia) y, en el caso de que se eleve a gran altura, el peso del cable. Al mismo tiempo
se debe prescindir de ofros factores de poca imporiancia, como la resistencia
aerodinamica que ofrece el ascensor, la presion barométrica a distintas alturas, |a
variacién de la temperatura con la altura y otros factores semejantes que, afectando
muy secundariamente al calculo de la resistencia del cable, complicarian

enormemente el analisis.

T

Figura 1.2, ldealizacion en el calculo del cable de un ascensor
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En definitiva, en esta fase del proceso se deben destacar aquellas particularidades
mas esenciales del problema y se debe prescindir de aquellos factores que no influyen
apreciablemente en el comportamiento del sistema. En el caso de un proyecto,
también deberan tenerse en cuenta otros condicionantes diferentes de la propia

resistencia: la funcionalidad, la economia, la estética, |la facilidad de fabricacion, etc.

3°, Anélisis de la estructura. Fijado el modelo, se procede a 10 que es propiamente el

analisis de la estructura. Este proceso suele ser iterative y comienza con un
predimensionamiento y con Ia determinacion de las acciones que van a actuar scbre
la misma (solicitaciones). A continuacidn se aplica uno de los posibles méfodos de
calculo, lo que conduce a un conjunto de ecuaciones matematicas que describen el
comportamiento del modelo, que de esta manera se ha tra'nsformado en un modelo

matematico,

Es en este momento del analisis cuando la disciplina que nos ocupa desempefia su
papel, ya que los métodos de calculo son precisamente los suministrados por la
Teoria de la Elasticidad o por la Resistencia de Materiales. Es més, su funcién no se
limita a facilitar dichos métodos, sino también a proporcionar el conocimiento del
comportamiento resistente de los materiales utilizados. De aqui el caracter basico e
imprescindible de esta disciplina en el area de la construccién o de cualquier rama
especializada de la Ingenierfa Mecanica. Sea cual sea el sistema mecanico que se
analice, sera necesario conocer cémo y en qué magnitud varian los esfuerzos internos
al ser sometido dicho sistema a solicitaciones exteriores, y cdmo y en qué magnitud

se desplazan sus puntos constitutivos.

Elegido el método de calculo, se resuelve el modelo matemético resultante y se
comprueba si los resultados obtenidos {esfuerzos internos y deformaciones) son o no
aceptables. Las Normas de los distintos paises suelen establecer limites superiores
para los valores que pueden alcanzar las variables de tensién o deformacién en los
diversos materiales y estructuras. Si los valores obtenidos no son aceptables, se
redefine el moedelo o se modifican las dimensiones, dando lugar de esta forma a un

proceso iterativo hasta la obtencion del disefe final.

1.5. FORMAS DE 1LOS ELEMENTOS DE LAS ESTRUCTURAS

Siendo muy variada la tipologfa de los elementos que se encuentran tanto en las
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estructuras de ingenieria civil como en las maquinas, la mayoria de ellos puede
reducirse a un ndmero relativamente pequefic de formas fundamentales, las cuales se
definen en funcién de sus proporciones geométricas. Son las denominadas piezas

prismaticas, placas y laminas (fig. 1.3).

2) b) c)

Figura 1.3. Elementos tipicos: a) Piezas prismaticas, b) placas, c) ldminas

La pieza prismdtica es un cuerpo en el que las dimensiones de la seccién transversal
son pequefias comparadas con su longitud. Es el tipo de elementos mas abundante

en fas structuras: vigas, columnas, gjes, ganchos, etc.

La placa es un cuerpo planc cuyo espesor es pequefio comparado con las otras dos
dimensiones. Como ejemplo, se pueden citar las tapas de depdsito, los fondos planos

de depositos subterraneos, las placas utilizadas como forjados en edificaciones, etc.

Las ldminas pueden considerarse como placas curvadas vy, por tanto, son cuerpos no
planos de espesor relativamente pequefio. Ejemplo de laminas son casi todos los
depdsitos, tanques de agua, clpuias de edificios, revestimientos de fuselajes y alas de

aviones, casco de los barcos, etc.

Para esta serie de elementos tipicos, es posible elaborar métodos sencillos de calculo,
aceptables desde el punto de vista practico, basados en una serie de hipotesis
simplificativas perfectamente definidas para cada uno de ellos. A lo largo de la
asignatura, se estudiara casi exclusivamente la pieza prismatica y estructuras
sencillas formadas por piezas prismaticas. También se considerara una teoria

elemental de laminas para el calculo de algunos recipientes sometidos a presién.

Cuando un elemento no se cotresponda con uno de estos tipos, es decir, ante un
elemento tridimensional cualquiera, deberan aplicarse directamente los resultados de

la Teoria de la Elasticidad.
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1.6. HIPOTESIS SOBRE LA NATURALEZA DE LOS CUERPOS
OBJETO DE ESTUDIO

A los cuerpos objeto de estudio de esta disciplina se les aplicara las siguientes

hipotesis referentes a su naturaleza: continuidad, homogeneidad e isotropia.

La continuidad supone que la materia ocupa plenamente el volumen atribuido al
sblido, despreciando, por consiguiente, su estructura atémica vy posibles

agrietamientos. Esta suposicion permite aplicar al sélido el ¢alculo infinitesimal.

La homogeneidad del material implica que cualquier parte de &l presenta las mismas

propiedades, independientemente del volumen o posicion.

Finalmente, la isotropfa conlleva que las propisdades del material son idénticas en

cualquier direccion.

Obviamente, ningdn material estructural es realmente homogéneo e isbtropo. Al
observar un acero ddctil a través de un microscopio, se contempla una masa no
hemegénea de granos, diferentemente orientados. Por tanto, a nivel microscopico se
esta lejos de cumplir las condiciones ideales de homogeneidad e isotrepfa. Sin
embargo, dado que el tamafio de esfos granos es tan pequefio y la distribucién de sus
orientaciones es aleatoria, cuando se opera a nivel macroscdpico se pueden adoptar
propiedades medias. Los resuitados obtenidos son suficientemente precisos y estan

confirmados experimentalmente.

1.7. ETAPAS BASICAS EN EL ANALISIS DE UNA ESTRUCTURA

La respuesta de una estruclura ante unos estimulos externcs, a los que se suele dar
el nombre genérico de solicitaciones, (cargas directamente aplicadas, variaciones de
temperatura, asentamiento de los apoyos, etc.) se caracteriza de dos maneras:; en
primer lugar, por fa distribucién de tensiones y esfuerzos resuftantes desarrollados en
las distintas partes de la estructura, y en segundo lugar, por ef campo de
deformaciones y desplazamientos en todos los puntos de la misma. Cuando ante unas
solicitaciones dadas se determinan estas dos caracteristicas de la respuesta, el

comportamiento de la estructura esta perfectamente definido.
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Con independencia de la causa que origine estas tensiones y deformaciones, el
analisis completo de una esfructura supaone siempre la consideracién de tres

condiciones basicas:

1°.- Condiciones de equilibrio. Las reacciones en los apoyos, los esfuerzos internos
y las cargas exteriores deben satisfacer todas las condiciones de equilibrio de forma
tal que, tanto la estructura en su conjunto, como cada unc de sus elementos,
permanezca en equilibrio. Generalmente, estas condiciones seran estaticas, aunque
ocasionalmente se presentaran problemas en los que sera preciso considerar en el
equilibrio las fuerzas de inercia, que permiten transformar el problema dinamico en

estatico (principio de D'Alambert).

2°.- Condiciones de compatibilidad de las deformaciones. Debe existir una
continuidad y compatibilidad de las deformaciones a lo largo de la estructura. En
particular, los miembros de la estructura deben continuar adecuadamente
ensamblados, de manera que las deformaciones que experimenten sean

geometricamente compatibles, independientemente de la causa de la deformacion.

Asi por ejemplo en la estructura de la fig. 1.4, los alargamientos o acortamientos de
las dos barras no son independientes, sinc que estan relacicnados para garantizar la

compatibilidad en la deformacién (el punto A donde se articulan es comun).

y

Figura 1.4. Sistema articulado de dos barras. Compatibilidad de

deformaciones
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3°.- Leyes de Comportamiento. El analisis completo de la estructura requiere utilizar
las relaciones constitutivas entre las deformaciones y las diversas causas que las
originan. Estas relaciones se conocen con el nombre de leyes de comportamiento del

material. Suelen basarse en investigaciones experimentales.

En resumen, el analisis estructural se centra en dos condiciones basicas: equilibrio y
compatibilidad. Las deformaciones deben ser compatibles, y los esfuerzos internos
deben satisfacer las exigencias de equilibrio con las cargas aplicadas. Ambas
caracteristicas, deformaciones y esfuerzos interiores, se relacionan, para cada

elemento de la estructura, a través de una ley de comportamiento.

1.8. HIPOTESIS SOBRE LAS DEFORMACIONES

En general, se supondra que las deformacicnes que se producen en una estructura
como consecuencia de la aplicacion de las cargas son instantianeas, es decir, se
producen sin intervencién de la variable tiempo. Ademas se supondra también que se
trata de pequenas deformaciones, en el senfido de que la geomelria de la estructura
no resulta sensiblemente afectada por la deformacion. Esta hipétesis implica dos

consecuencias importantes:

a) Las condiciones de equifibrio pueden establecerse en la esfructura no deformada,

sin pérdida apreciable de precisién.

b) Las condiciones de compatibilidad pueden también formularse con referencia a la

configuracion no deformada de la estructura.
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2.1. EL MEDIO CONTINUO

Como se ha mencionado en el tema introductorio, el campo de estudio de esta
disciplina es la mecanica de los solidos deformables, materia que junto con la
mecanica de fluidos, forma parte de la llamada mecénica del medio continuo. Lo que
la distingue de la mecanica del sélido rigido es que considera la deformabilidad del
solido, y en su estudic interesa considerar como se produce la transicion de la
configuracién inicial a la configuracion deformada como consecuencia de la aplicacion

de las cargas, asi como la forma en que se transmiten éstas a través del sélido.

La hipotesis de partida en la mecanica del sdlido deformable es la continuidad de sus
propiedades en todo el dominio material, es decir, se considera que el solido es un
medio continuo. De acuerdo con esta hipdtesis, una propiedad como la densidad

masica en un punto P se definiria como:
Am ‘
£ = lim NG (2.1}
av 0BV
donde Am es la masa de una porcién de volumen AV, alrededor de P. Se supone que

este [imite existe y es una funcidn continua de la posicién del punto.

Por tanto, el cuerpo se sustituye por un modelo matematico continuo cuyos puntos
geometricos se identifican con los correspondientes puntos materiales del cuerpo.

Dicho de otra forma, no existe solucion de continuidad entre dichos puntos materiales.

Es evidente que, definide de este modo, el medio continuc parece contradecir la
concepcion atdomica de la materia. Sin embargo, en una consideracién macroscépica,

los resultados obtenidos con esa hipétesis han sido contrastados por la experiencia.

Dentro de la mecdnica de los medios continuos se incluyen todo tipo de medios,
desde los fluidos perfectos hasta los sdlidos deformables. Por eso, la teoria de esta
disciplina inicia su desarrollo haciendo abstraccion del medio, basandose tan s6lo en
aquello que es comln para todos ellos: la continuidad de las propiedades en el

dominio material. Con este supuesto se desarrollan sus tres partes fundamentales:

1. La cinematica del continuo, que analiza ¢cdmo puede moverse el medio.

2. El analisis tensionaf, que estudia las fuerzas intericres originadas en el continuo.
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3. La dinamica del continuo, que suministra las ecuaciones fundamentales del

movimiento del medio continuo al ser sometido a un sistema de fuerzas exteriores.

La naturaleza especifica del medio se considera en las llamadas ecuaciones

constitutivas, que definen su ley de comportamiento (elastico, plastico, viscoso).

Para el estudio y desarrollo de esta materia, la herramienta matematica mas
adecuada es el calculo tensorial, ya que determinadas propiedades del medio
continuo, como después se vera, son funcidon no solamente del punto sino también de
la direccién en que se consideren. Resulta también perfectamente valido el uso dsl
algebra matricial, que sera la herramienta preferentemente utilizada a lo largo de estas
paginas. Como sistema de referencia se empleard uno trirrectangular cartesiano que

se supondra fijo en el espacio -sistema de referencia absoluto-.

En la cinematica del continuo, en la que se analiza el cambio de una posicidn a otra,
existen dos tratamientos alternativos: el de Lagrange v el de Euler. En el primero,
partiendo de una configuracidn inicial, se sigue a las particulas materiales, a las que
se identifica por la posicion que ocupan en el instante inicial. La posicidn genérica de
un punto material cualquiera en un instante t sera funcidon de la posicién en el instante
inicial {t=0) y del tiempo t transcurrido. Por esta razén, se dice que se trata de un
modelo material. En cambio, en la cinematica de Euler las propiedades se asocian a
cada punto del espacio y no a los puntos materiales. Asi por ejemplo, se formula la
velocidad en un punto P del espacio y en un tiempo t cualquiera. El foco de atencién
es el punto por el que pasaran sucesivas particulas materiales de! medio continuc. Es

por ello un modelo espacial.

El planteamiento de [Lagrange es convehiente ante grandes deformaciones
{plasticidad en materiales solidos) y el de Euler ante grandes desplazamientos
{fluidos). Cuando las deformaciones son pequefias, ambos resuftan equivalentes. En
el desarrollc de esta asignatura no influira, por tanto, adoptar uno u otro

planteamiento.

2.2. FUERZAS EXTERIORES Y FUERZAS INTERIORES. METODO
LAS SECCIONES

E! analisis de un medio continuo conlleva la consideracion de las fuerzas que actian

sobre el medio, para poder establecer postericrmente las condiciones de equilibrio. A
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continuacién se expondran los tipos de fuerzas que cabe considerar en el esiudio del

comportamiento de los sdlidos deformables.

2.2.1. Fuerzas exteriores

Pueden subdividirse en fuerzas masicas o de volumen y fuerzas de superficie.
a) Fuerzas masicas o de volumen

Las fuerzas de volumen se deben a la interaccién entre las particulas del medio y los
sistemas materiales exteriores. Si @ representa la fuerza por unidad de volumen, la

fuerza originada en un volumen elemental dV sera:
dé= ;5 -dV (2.2

De modo alterativo, si & expresa la fuerza por unidad de masa, la fuerza elemental

seria:
d6=0p-dv (2.3)

Estas fuerzas de volumen se encuentran distribuidas en todo el velumen det medio y
se aplican por tanto a cada una de las particulas materiales. Algunos ejemplos son el

peso propio, las fuerzas de inercia y las fuerzas magnéticas.
b} Fuerzas de superficie

Se denominan fuerzas de superficie a las que acttan directamente sobre la superficie
circundante del medio continuo. Por ejemplo, las cargas directamente aplicadas y las
reacciones en los soportes de una estructura. Pueden ser fuerzas distribuidas (cuando
actlan sobre una porcién finita de esa superficie), o fuerzas puntuales o concentradas

{cuando actlan sobre una porcion infinitesimal de la superficie).

Siguiendo un razonamiento similar al utilizado para expresar las fuerzas de volumen,

se desigharad por T a la fuerza por unidad de superficie. Es decir, si dA es un
elemento infinitesimal de la superficie que circunda el medio continuo, Ia fuerza que

actla sobre él sera:

AT =T dA (2.4)
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2.2.2. Fuerzas interiores

A la aplicacion de fas fuerzas exteriores el medio responde deformandose, al mismo

tfempo que se generan unas fuerzas en su interior.

En efecte, entre las particulas vecinas de cualquier cuerpo no cargado siempre existen
unas fuerzas de interaccion que tienden a conservar la configuracion del cuerpo,
oponiéndose a todo cambio en la disposicion mutua de las particulas. Al aplicar unas
fuerzas exteriores y, en consecuencia, deformar el cuerpo, se modifica la posicion
mutua de las particulas, apareciendo fuerzas de interaccion adicionales, que se

denominan fuerzas interiores.

Su existencia también se pone de manifiesto mediante el artificio de las secciones
Imaginarias, también llamado método de las secciones o principio del corte, debido
a Cauchy. Sea V el volumen material constituido por las particulas del medio v S la

superficie que lo circunda (fig. 2.1a). El medio esta en equilibrio bajo la accién de un
sistema de fuerzas exteriores, que genéricamente se pueden representar por ﬁ; Yd4q,.

Como es sabido, el equilbrio exige que este sistema de fuerzas cumpla las
condiciones de la estética, es decir, deberan ser nulas |a resultante de las fuerzas asi

como el momento de las mismas respecto a un punto cualquiera.

B,

Figura 2.1. Método de las secciones o principio del corte

Se divide ficticiamente este volumen material V en dos complementarios V; v Vs
mediante una superficie plana 7 que sirve de frontera para ambos. Sean S; y S; las

partes de S pertenecientes a V; y V;, respectivamente (fig. 2.1b).
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Para poder segregar la porcion V; sin alterar su estado de equilibrio, sera necesario
afectarla de las acciones que sobre ella gjerce la parte V> que, evidentemente,
constituiran un conjunto de fuerzas que actdan sobre la superficie I7 y que habran de
equilibrar a las fuerzas exteriores aplicadas sobre la parte segregada V,. Se trata de

las fuerzas de interaccidn entre V; y V., es decir, de las fuerzas interiores.

Las fuerzas interiores que actdian en la seccion f7de V; son, de acuerdo con la tercera
ley de Newton, iguales en magnitud y de sentido contraric a las que actdan en la

seccion [7de V.

2.3. CONCEPTO DE TENSION

Sea un punto P de la superficie I7de V,, y sea AA un area elemental en el entorno de
P, contenida en el plano 17, y con vector unitario normal dirigido hacia el exterior de V,

{fig. 2.2). La fuerza interior que se transmite a través de dicha superficie elemental es

- -
AF vy el cociente AF /AA sera un promedio de la fuerza que por unidad de area se

transmite a través de esa area elemental.

Figura 2.2. Concepto de fension

Se define entonces la tensién en el punto P a través de la superficie IT como;

& = lim (2.5)

AF ;
" AA0 AA l

P ‘

es decir, 1a fuerza por unidad de area que se ejerce en dicho punic a través de una

superficie paralela a la superficie 77 Mediante el subindice n de &, se quiere indicar
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que se trata de la tension asociad icie plana que tiene por vector unitario

| el vector #. Las dimensiones de la tension son las de fuerza por unidad de

superficie.

El vector &, que por lo general no sera perpendicular a la superficie elemental AA,

nt
podrd descomponerse segln las direcciones normal y tangencial a dicha supetficie
(fig. 2.3). Y asi, si #i se dirige hacia el exterior, se define la componente normal de ta

tension o tensién normal, a la proyeccion de &, sobre 7, s decir:

o, =G, 7 (2.6)

HE

Si o es positiva se llama tension de traccion, y si es negativa fension de

nn

compresian.

Figura 2.3. Componentes intrinsecas del vector tensién

A fa proyeccion de &, sobre el plano que contiene a AA se le denomina fensién

tangencial o corfante ¢, nombre que le viene de! hecho de que tiende a producir un

Hi !

deslizamiento relativo entre dos elementos superficiales contiguos.

A las componentes normal y tangencial del vector tension se les suele denominar
componentes intrinsecas de la tension, porque no dependen del sistema de

referencia. Son magnitudes escalares ligadas al plano considerado por el punto P.

El artificio de las secciones imaginarias pone claramente de manifiesto que la tension
no solamente es funcién del punto P, sino de la orientacion de la superficie 77, de tal
forma que para cada punto del cuerpo, son infinitas las fensicnes, una para cada

orientacion posible de esa supefficie. Por tanto:

G, =&(P,#) | (2.7)
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Ademas debe tenerse en cuenta gue, de acuerdo con la tercera ley de Newton:

5(?,-;»5): —&(P,7#)=-5 (2.8)

n

es decir, la fuerza elemental ejercida por la porcién V, sobre la porcion V, es igual y
de sentido contrario a la ejercida por V, sobre V, a través de la misma superficie

elemental.

También se puede demostrar la unicidad del vector tension, es decir, a fodo par de

elementos Py i corresponde un Unico vector &,

2.4. CAMPO DE TENSIONES

En este apartado, se determinara cémo varfa ¢, al mantener Py hacer que n vaya

tomando las distintas orientaciones posibles.

Supéngase un medio continuo en equilibrio bajo la accion de un sistema de fuerzas, y
sea P un punto sifuado en dicho medio. Con origen en P se fija un sistema de ejes
xyz, y en el entorno del punto se segrega un tetraedro elemental ABCP de caras
paralelas a los planos coordenados -excepto la cara ABC-. Sea # el vector unitario

normal a dicha cara ABC y n,, n,, n; sus cosenos directores (fig. 2.4).

Z —
G,
C n (nx s Ily > nz)
y
',".'T' ,// B
-—~"., -
- rd
' o
1 -~
i ,’/
[ e
|
c -
3
)
P > X

) A

Figura 2.4. Campo de tensiones
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E! equilibrio de ese tetraedro elemental exige que las fuerzas de volumen y las fuerzas

que actian sobre sus cuatro caras elementales formen un sistema nulo, es decir:
dé¢+dT =0 (2.9)

donde E ¥ T representan, respectivamente, las fuerzas de volumen por unidad de

volumen y las fuerzas de superficie por unidad de superficie.

Si se designa por &, = &(P,&,) a la tension correspondiente a un plano perpendicular
al eje x (paralelo al plano yz) que pasa por Py cuyo vector unitario normal es €, el

vector tension correspondiente a la cara PBC, cara cuya normal exterior es - g, , sera:

T ppe = &(P’—él ): —&(P, € ) =0

Y, por consiguiente, la fuerza total que act(a sobre dicha cara es: — &, -dd4, siendo

dA el area del triangulo elemental PBC.

Definiendo de forma analoga los vectores tension &,=&(P,g,) v & =&(P.a,),
resultara que — o, -dd, y -3&,-dd, seran las fuerzas que actlan sobre las caras

PAC y PAB, respectivamente. Finalmente &, -dA4 sera la fuerza sobre la cara ABC.

Por consiguiente, la ecuacion de equilibrio (2.9) puede expresarse como:

$-dV +G, -dA-G_-dA -G, dA, -G, -dA =0 (2.10)

] x X ¥ ¥

Por otra parte, al ser # el vector unitario normal a la superficie ABC, se verifica:
dAd, =n, - dd; dA, =n, d4; dA, =n_-dA (2.11)

Luego:

$-adv +G,-dA-(G, -n,+G,-n, +G, -n, ) dd=0 (2.12)

El primer sumando de esta ecuacién es propercional a dV y en consecuencia es un
infinitésimo de un orden superior respecio a los otros dos (que son proporcionales a
dA). Por esta razoén en el limite puede despreciarse (y el paso al limite equivale a

aproximar infinitamente la cara ABC al punto P). Por lo tanto:
G, dA=(G, -n,+&,-n, +5, n,)-dd (2.13)

es decir,
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=0,n, +06, 8, +5,n (2.14)

n x ¥ z z

Esta ecuacién veclarial, a la que se conoce con el nombre de ecuacidon o férmula de
Cauchy, indica que el estado de tensiones en un punto queda perfectamente definide
cuando se conocen en él las tensiones correspondientes a los plancs normales a las

direcciones cartesianas del sistema de referencia elegido.

La ecuacién (2.14) puede expresarse en forma matricial. En efecto, denominando

c,...0,,,0, alas componentes del vectors, segun las direcciones X, y, z, se verifica:

nx = py?

O. = lUCé1+G.

n ﬂye2 +0

Hz

Z, (2.15)

Por ofra parte, &, -tensién asociada a un plano perpendicular al eje x cuya normal
exterior coincide con g - tendra dos componentes intrinsecas: una normal a dicho
plano, que se designara por &, , y otra tangencial, contenida en el plano, que a su

vez podra descomponerse en dos componentes segln las direcciones y y z, que se

lamaran, respectivamente, =, y 7.

Por tanto;
G, =06 +7,86 +T_& (2.16)

X

Obsérvese que con esta notacion el primer subindice hace referencia al plano al que
esta asociada la tensién y el segundo a la direccion de la componente de la tension

segun cada uno de los tres ejes coordenados.

Analogamente c?y, que es la tension asociada a un plano perpendicular al gje y, plano

cuya normal exterior coincide con é,, tendrd también en el caso mas general tres

componentes segun las tres direcciones cartesianas, y podra expresarse como:

O,=T,8+0,86 +7,€ (2.17)

De la misma forma, para &,, asociada a un plano perpendicular al eje z:

z

O, =T, +T,€ +0,€, - ._ (2,_1 8)

Sustituyendo las ecuaciones (2.15) a {2.18) en {2.14) resulta:
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0.8 +0,8 +0,.8 =08 +1,8, 47,8 ) n, +

(cryye2 + 7,6 +7:yze3)- n, + (o*zze3 + 7,8 +rzyez)-nz

y agrupando términos e igualando componente a componente:

O =0 M, +T, o0, +7, 1

z

O =Ty M, T, 0, +T_n,

O, =T, A, +7, 0, +0, R

Zz

sistema que puede expresarse matricialmente como

T T o Tyx T R,
J”J’ = TIY O-J’,V T?J’ n}'
O-HZ TIZ T)‘Z O-ZZ nz

0 en notacion compacta

fe.}=lr |-

donde [TUJ se denomina matriz de tensiones.

(2.19)

{2.20)

(2.21)

(2.22)

Esta ecuacion es la expresion matricial de la formula de Cauchy. Claramente pone

de manifiesto la correspondencia biunivoca enire los vectores &, y #, para un punto

dado P. Esta correspondencia se establece a través de nueve componentes de

tension; las componentes de las tensiones asociadas a los tres planos coordenados.

GYY

Figura 2.5. Estado general de tensiones
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Otra conclusion importante que puede deducirse de la ecuacidn de Cauchy es gue,

puesto que &, es un vector y dicha ecuacion es valida para cualquier vector arbitrario
7, aplicando las propiedades del andlisis tensorial se puede afirmar que [TU] es un

tensor. Recibe el nombre de fensor de tensiones y especifica, por tanto, el estado de
tensiéon en un punto. Evidentemente, sus componentes seran funcién de la posicion
del punto material considerado. Se admitira que son funcienes continuas de las

coordenadas del punto en que actan.

Para un sistema cartesiano de referencia, el estado tensional en un punto suele
representarse tal como se indica en la fig. 2.5, mediante un cubo sin dimensiones
cuyas caras son paralelas a los planos coordenados, vy en las que se indican las
componentes del vector tension asociadas a cada una de ellas. En |las caras opuestas

de este cubo las componentes de tension son iguales y de sentido contrario.

2.5. ECUACIONES DE EQUILIBRIO

En el apartado anterior se demostré como varia el vector tension con la direccion n .

En éste se tratara de determinar {a variacion con el punto P.

2.,5.1. Equilibrio en el conforno

En el caso de que el punto P esté situado en la superficie del contorno del sélido y dA

y n sean, respectivamente, una porcion elemental de dicha superficie en el entorno

de Py el vector unitario normal a la misma, entonces el vecior tensidn &, coincidira

con las fuerzas de superficie (por unidad de superficie) f",, aplicadas a dicha superficie

elemental.

Al analizar el equilibrio en el punto del contorno P siguiendo un razohamiento similar al
utilizado en el apartado anterior, se llegaria a la férmula de Cauchy representativa del

estado tensicnal en ese punto del contorno:
{3 =1z |- {n} (2.23)

o bien, en términaos de las correspondientes ecuaciones escalares:
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T =0 A +T, A, +T_ N,
T,=t,n,+0, n,+7, "R, (2.24)
T,=t, n,+7, -n,+0,-n,

nz

Estas ecuaciones se conocen con el nombre de ecuaciones de equilibrio en el
contorno, y establecen que en los puntos de la superficie circundante del medio las
tensiones han de ser iguales a las fuerzas superficiales aplicadas por unidad de

superficie.

2.5.2. Equilibrio interno

Como se ha dicho, el estado tensional en un punto cualguiera de un cuerpo
deformable esta perfectamente definido por la matriz de tensiones [TUJ En general,

las tensiones varian de forma continua de un punto a otro del cuerpo. A continuacion,

se obtendran las ecuaciones de equilibrio que gobiernan esta variacién de tensiones.

Para ello considérese un cuerpo deformado en equilibrio bajo la accién de un conjunto
de fuerzas (fig. 2.6). Se segrega de este volumen material V, otro interior V' cuya
superficie frontera S sea lo suficientemente regular como para que se pueda aplicar el

teorema de la divergencia de Gauss'.

Figura 2.6. Equilibrio inferno

' Teorema de la divergencia de Gauss: Sea un volumen V limitado por una superficie S, y sea

F un campo vectorial continuo y con primeras derivadas continuas en el interior de V.

Entonces: H[ divEdV = Hﬁ' -dS

28



Concepto de Tensidn

Este dominio V' se encuentra en equilibrio bajo la accion de las fuerzas de volumen ¢
y las tensiones &, sobre su superficie circundante S’ Por tanto, el vector resultante

de la suma de todas las fuerzas que sobre él actlian, asi como el de la suma de todos
los momentos de dichas fuerzas con respecto a un punto arbitrario 0, deberan ser
nulos. Considerando este punto arbitrario como origen de coordenadas vy
denominando 7 al vector de posicién de un elemento diferencial de volumen dV o de

uno de superficie dA, la anulacion de fuerzas da lugar a la ecuacion:

[, da+[p-av =0 (2.25)

y la de momentos a:

[7x&, dd+ [Fxg-av =0 (2.26)

5

Se demostrara seguidamente como a partir de la ecuacion (2.25) se obtiene la
ecuacion de equilibrio expresada en funcién de las tensiones, y a partir de la (2.26) la

denominada ley de reciprocidad de las tensiones tangenciales.

En efecto, sustituyendo (2.14) en (2.25), resulta:

(6, n.+, n,+6.n,)-da+ [p-av =0 (2.27)

5

y aplicando el teorema de la divergencia de Gauss del calculo vectorial (supuestas

continuas las primeras derivadas de &, ), se obtiens:

5 07 &5 - B}
B 0 1 P Gy =5 (2.28)
& o &

ecuacién que ha de cumplirse para cualquier volumen V' que se considere, ya gue
este volumen es arbitrario. En consecuencia, al ser el integrando una funcién continua
de la posicion, debe cumplirse:

&5, do -

X, y+502+3:0 (2.29)
& & &

que es la llamada ecuacion vectorial de equilibrio interno.
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Finalmente, sustituyendo las expresiones (2.16) a (2.18) en esta ecuacion vectorial, se

obftiene:

+-2 44, =0 (2.30)

¢ =42 +0,8 +4,¢, (2.31)

El conjunto de ecuaciones (2.30) se concce con el nombre de ecuaciones de
equilibrio interno, y deben satisfacerse en cualguier punto interior del medio

considerado, cualesquiera que sean los ejes elegidos.

Por ofra parte, sustituyendo {(2.14) en (2.26) se obtiene:

Fx{G, n +G, n,+6, n, ) dd+ [Fxg-dV =0 (2.32)
.I- ( ¥ X ) '.[

5

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss a la primera integral y agrupando los

integrandos, resulta:
J{g(j?x&x)+%(?'x6y)+§(Fx&z)+Fx;jf:|.dV:6 (2.33)

Derivando se obtiene:

a5 F o= ~
IFX 5Ux+ y+éb-’+¢ dV+J‘§—x&I+ixc?y+ix&z dV =0 (2.34)
7. & & S\ e & &

v

Ahara bien, de acuerdo con (2.29), se anula el integrando de la primera integral. Como
(2.34) debe cumplirse para cualquier volumen arbitrario V', también debe ser nulo el

segundo integrando, es decir:

£x51+£x6 +Z 5, =D (2.35)
& -
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y como:
oF or

—_—= ! —r_‘ez; -— =g

: 2.36
& By & (2.39)
la ecuacion anterior se reduce a:

B X G, +8, x0T, +& x5, =0 (2.37)

Sustituyendo en esta ecuacion las expresiones (2.16) a (2.18):

8, +7,,8, )+ €, X (fyxé'j + r_)’yyé’2 + z'yzéj )+ 2.38)
2, +0,8,)=0 '

€, x (crmeI +7,

+e;x (szel + ?.’ZJ,

e igualando a cero cada componente segUn los ejes coordenados, resultara:

T,—7,=0
—7,+7,=0 (2.39)

Ty — Ty = 0

es decir:
T =T (2.40)

ecuaciones que expresan la reciprocidad de las tensiones tangenciales: en un
punto cualquiera del medio, las componentes de las tensiones tangenciales asociadas
a dos planos perpendiculares y de direccidon normal a la arista comun de su diedro,

son iguales.

Por consiguiente, el estado de tensiones en un punto P esta definido por solo seis
componentes independientes de tensién, y el tensor o matriz de tensiones resulta

simétrico, expresandose en la forma:

o-xx TI}' le
[T,] STy Oy Ty (2.41)
Ty Tyz T,

Demostracion alternativa del equilibtio interno

Puede llegarse a los mismos resultados expresados en {(2.30) y (2.40), planteando el
equilibrio en un paralelepipedo diferencial de lados dx, dy, dz, al que se permiten

variaciones diferenciales en las componentes de tension (fig. 2.7). Del equilibrio de
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fuerzas en las direcciones coordenadas x, y, z resultan las ecuaciones (2.30), como se

comprueba facilmente, par ejemplo, en la direccién x:

do o, ot
MF, =0 | —2dx |dydz+ dy |dxdz +| —= dz |dxdy + © dxdydz =0
Ox oy Oz

Del equilibrio de momentos en las direcciones x (plano de flexidén yz), y (plano xz), z

{plano xy), se obtiene (2.40). Por ejemplec, con M; (plano xy) resulta:
> M, =0: (r,dr)dydz—(r,dy)dxdz=0 = 7,= 7,

donde se han despreciado infinitésimos de orden superior.

Yy
aTYK 81:3”\'
1w+—dy rw+—dy
X
e | — |_./
z
| I o
I [ L
e | | o
| =T T 4= dx I
P |
/ T |
N ) Sm—— —
1 +—2dz y —_—
o g7 - .
[
a) b)

Figura 2.7. Equilibrio de un paralelepipedo diferencial: a) Componentes tensionales en la

direccion X; b) Componentes tensionales que originan M,

Es importante sefalar que las condiciones de equilibrio no proporcionan en general
informacién suficiente para determinar de forma completa el estado de tensiones en
un punto. Basta considerar que en la matriz de tensiones intervienen seis magnitudes,
mientras que se dispone de tres ecuaciones de equilibrio interno (mas posibles
condiciones de equilibric en el contorno). Aguellas esfructuras para las que no es
posible determinar de forma univoca la distribucion de tensiones resultante mediante
la simple aplicacién de las ecuaciones de la estatica, se dice que son estalicamente
indeterminadas. Para su resolucidn es necesarioc completar las ecuaciones de
equilibrio con ofras que no procedan de consideraciones estéaticas, sino del estudio de

la deformacion. Al ndmero minimo de condiciones de deformacion adicionales
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necesarias para determinar el estado tensional se le llama grado de indeterminacion

estatica del cuerpo.

De estas consideraciones se concluye de forma natural la necesidad de tener en
cuenta las denominadas ecuaciones constitutivas, que relacicnan las tensiones con
las deformaciones y en las que se refleja |la propia naturaleza del medio, como ya se

comentd anteriormente.

2.6. TRANSFORMACION DE TENSIONES: CAMBIO DE BASE

En el apartado precedente se demostré como el estado general de tensiones en un
punto queda perfectamente determinado en funcién de las seis componentes
independientes de la matriz de tensiones [Ty]. Esta se obtuvo para un sistema
cartesiano rectangular xyz. Se estudiara a continuacién la transformacion
experimentada por las componentes de la matriz de tensiones cuando se adopta un
nuevo sistema cartesiano rectangular x'y'z' obtenido a partir del primero mediante

rotaciones de sus ejes alrededor del origen (fig. 2.8).

Con la notacién (g,5,,5) y (¢,.é,,8,) se representan, respectivamente, los

vectores unitarios del primitiva y del nueva sistema de referencia. En |a tabla 2.1 se

define la orientacién relativa de ambos sisternas mediante [os respectivos cosenos

directores,
, z o
zZ —
0-1'1
P
R x y oz
/
’ '
S By Ny My
r, y,
/7 '
Vi TR,
n rs
B z' |\ ny, W, R
o/ Y 31 32 33
Ny,
0y
x,
Figura 2.8. Cambio de hase Tabla 2.1. Cosenos directores
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Los vectores unitarios de la nueva base podran expresarse en funcién de los de la

antigua mediante las ecuaciones:
o _ o
e, =n,e +n,e +a,e,
o . -
€'y = Ny € +HyyE, + 1,6, (2.42)
a = - i
€3 =158 T €, + Ryl

puesto que cada coeficiente n; representa la componente de e'; segln Ej.

Expresando en forma matricial la ecuacién anterior;

{1 =[vle) (2.43)
donde:
€', € Ry Ry By
E|} = E'Z ’ {é} = EZ > [N]: iy Ry a3 (2-44)
CAS A Ry Hyy My

5
Sean (x, ¥, Z y {x, ¥, Z) las coordenadas cartesianas de un determinado vector OP
referidas a cada uno de los dos sistemas de referencia (fig. 2.8), y sea 7 el vector de

posicién del punto P, es decir:

F={r}=x8 + &, + 28, = x'& +y'8, +2'8", (2.45)
o bien:

fry={t"-let =} o) (2.46)

donde {x} y {x7 son los vectores columna formados pcr las componentes de 7 en los

dos sistemas de coordenadas, y el simbolo T (de transpuesta) generara vectores fila.
Teniendo en cuenta (2.43), la segunda igualdad en (2.46) puede expresarse como:
(" el =) [V (2.47)
y, COMOo {E} es arbitrario, resulta:
G = b V] (249
o bien, transponiendo ambos miembros:

=T {x} (2.49)
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gcuacion que expresa cémo se fransforman las componentes de un vector en el

cambio de base que se esta considerando.

Por otra parte, aplicando (2.49) a los vectores {7} vy {n}, la férmula de Cauchy (2.22)

se expresa en la forma:
VT o, )= [, I ) (2.50)

Premultiplicando por {N] y teniendo en cuenta que [N][N]T=[I], por tratarse de una

base ortonormal:

{o ¥ =[Nz, INT () (2.51)
Por tanto, en el nueve sistema de referencia:

o=l i} (2.52)
donde:

[, 1= [l v Y (2.53)

expresion que indica como _se transforman las componentes de un tensor (o de una

matriz) en el citado cambio de base.

2.7. TENSIONES PRINCIPALES. PROPIEDADES

2.7.1. Tensiones principales

Como se ha dicho anteriormente la tensién &, se define en un punto P y segin un

plano determinado caracterizado por el vector unitario normal #, es decir, es funcién

tanto del punto como del plano:
&, =&(P,n) (2.54)

Ademas, este vector tendra, en general, dos componentes, normal y tangencial al

plano {fig. 2.8a) a las que se denominaba companentes intrinsecas del mismo.

A continuacion se va a estudiar si entre fos infinitos planos que pasan por el punfo P
existe alguno para el cual el vector tensién coirespondiente tenga dnicamente

componente normal, es decir, sea perpendicular a ese plano (fig. 2.9b).
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a) b)

Figura 2.8. Componentes intrinsecas del vector tensién: a) Plano no principal; b) Plano
principal

El vector tension asociado a un plano # que pasa por P viene dado por [cfr. (2.22)]:
e, } =1z, |-{n} (2.55)

De entre los infinitos planos posibles, interesa determinar aquellos para los que el

vector tension es precisamente perpendicular al plano, es decir:

{o,} = ofn} (2.56)
siendo o el modulo de dicho vector.
l[gualando {2.55) y (2.56):

|7, |- {n} = oln} = o2]- {}) (257)
donde [f] es la maltriz identidad 3 x 3.

Agrupando términos:

Iz, |- olr])-{n} = {0} (2.58)

Esta expresién coincide con la formulacién matematica de la determinacion de los
valores y vectores propios asociados a la transformacion definida por la matriz [T)].
Dicha formulacion aparece en numerosos problemas de ingenieria, como en la teoria

-de vibraciones para determinar las frecuencias naturales y los modos de vibracion.

Para que el sistema homogéneo (2.58) presente sclucion {n} distinta de la trivial, el

determinante de los coeficientes debe anularse, es decir:
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g, 0 Txy Xz
w  Tp—o T, (=0 (2.59)
T, T, o, -0

ecuacién que se conoce con el nombre de ecuacién indicial o caracteristica de la

transformacion definida por [T;].

Las raices de esta ecuacion (los valores propios) son las denominadas tensiones
principales en el punto P, que en lo sucesivo se designaran por o¢,,0,,, . El dlgebra

lineal demuestra que cuando [T]. es una matriz real y simétrica, como en el caso que
se esta considerando, los valores y vectores propios son siempre reales. Los vectores
asociados a cada una de estas tensiones (vectores propios) se denominan
direcciones principales de tensién en P. Se obtienen resoclviendo el sistema de

(i, |-oulr]) -t} = {0} (k=123) (2.60)

Las ecuaciones (2.60) proporcionan sélo dos ecuaciones escalares independientes,
pues el determinante de los coeficientes del sistema es nulo. La tercera condicion

enfre las componentes del vector propio €s la que relaciona los cosenos direclores:
2 2 2
ng +np +nt =1 (k=123) (2.61)

Para cada valor de o, se obtiene un vector unitario {nk} gue define la direccion
principal asociada a o, . Los plancs perpendiculares a las direcciones principales se
llaman planos principales (fig. 2.10).

2
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El Algebra demuestra que cuando los valores propios, en este caso las tensiones
principales, son distintos entre si, existen tres y sélo tres direcciones principales, que

soh ortogonales entre si.

Cuando para la representacion grafica del estado de tensiones en un punto se utiliza
un cubo sin dimensiones cuyas caras coincidan con los planos principales en ese
punto, esta representacion grafica resulta muy sencilla: sobre las caras actian solo las
tensiones principales, que por definicion, son nermales a las mismas (fig. 2.11). Por o
tanto, si como sistema cartesiano de referencia se elige el definido por las direcciones
principales, la matriz de tensiones se reduce a la forma diagonal y sus componentes

son, precisamente, las tensiones principales:

e, 0 0
Il=l 0 o, o (2.62)
0 0 o

Cuando una de las raices de la ecuacion caracteristica es una raiz doble -esto es, dos
tensiones principales son iguales-, dicha raiz, en lugar de una direccién nica, genera
un plano que sera perpendicular al vector propio de la tercera raiz. Cualquier direccién
que pase por Py esté contenida en dicho plano es también principal, existiendo asi
una infinidad de vectores propios. Dos cualesquiera de ellos mutuamente ortogonales
y normalizados pueden utilizarse para construir la terna de direccicnes principales. En
este caso, el estado de tensiones en P presenta una simetria de revolucion respecto a

la tercera direccion (simetria cilindrica) y se denomina estado meridiano de tensiones.

Por dltimo, cuando los fres valores propios coinciden, es decir o, = o, =0o,, dicha

raiz triple serd generadora de todo el espacio. El estado de tensiones se dice
entonces que es hidrostéitico (simetria esférica). No existird tension tangencial en
ninguna direccidn del espacio. Por tanto, cualguier terna trirrectangular con origen en

P podra tomarse como sistema de direcciones principales.

2.7.2. Valores estacionarios de la tensién normal

A continuacién se estudiara otra particularidad importante de las tensiones principales,
y es que corresponden siempre a valores exiremos (maximos y minimos) de las

tensiones normales en un punto. Matematicamente el problema puede formularse en

los siguientes términos: determinar para qué valores de n la componente normal o,

tlene un valor estacionario.
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Para encontrar estas direcciones, sera preciso comenzar expresando la tensién

normal en funcion de #, utilizando para ello la férmula de Cauchy (2.22):

o =6, i={o,}" {n}={n} [5; ]{n} (2.63)
donde se ha tenido en cuenta que [T;] es simétrica.

Por otra parte, los cosenos directores no son independientes, ya que debe cumplirse:
) {nf=1 (2.64)

Se trata, por lo tanto, de encontrar valores de # que hacen estacionaria la funcion

o,.. Sometida a la restriccidn {2.64). El problema puede resolverse mediante la técnica
de los multiplicadores A de Lagrange, haciendo estacionario el valor de la funcién

lagrangiana i definida como:

¥ = (o [1, o} + 21— )7 () @)
Derivando respecto de (n} y agrupando términos:

2|7, lin} - 24n} = {0} (2.66)

o bien:
(iz; |- Al n} = o} (2.67)

formulacién que coincide con (2.58), en la que los valores de A se identifican con los
de ¢y, por consiguiente, con las tensiones principales. A cada solucion de A, por

tanto, se asocia la correspondiente direccién principal.

Resumiendo, fas tensiones principales en un punto, que son Ohicas e independientes
del sistema de referencia, se corresponden con los valores maximos y minimos de las
fensiones normales en el punto en cuestion. Su deferminacién es de gran interés en
numerosas aplicaciones practicas, entre otras, para establecer los criterios de fallo de

los materiales, como posteriormente se vera.

2.7.3. Invariantes del tensor de tensiones

Desarrollando la ecuacion caracteristica (2.59) de la transformacion definida por el

matriz de tensiones [Tij], se obtiene una ecuacion cubica en o que puede expresarse

como:

39




Concepto de Tension

o’ -Io*+loc-1,=0 (2.68)
donde:

L =0,t0,+0, (2.69)
[#2 T T, fn g, T,

=7 7|+ + Y (2.70)
Tyz Gn sz o-zz TX_V O-J'J’
Too Twp Ty

L=, o, 1, (2.71)
sz Tyz O'zz

Por ser las tensiones principales Unicas e independientes del sistema de referencia,
tanto la ecuacion (2.68) come los coeficientes [,,f,,f, son invariantes en la
transformacion de coordenadas definida por una rotacion de ejes. Estos coeficientes,
I,,1,,1, se denominan, respeclivamente, primer, segundo y tercer invariante de la

matriz de tensiones.

Los invariantes se pueden expresar también en funcion de las tensiones principales

o,,7, ¥ o,. Una forma de hacerlo es partiendo de fa ecuacion caracteristica

formulada de modo factorial:
(c-ofo-0,{o-0,)=0 (2.72)
Desarrollando esta ecuacion y comparandcla con (2.68) se obtiene;

I =0/ +o,+0,
I, =00, +0,0,+0,0 (2.73)

I, =00,0,

Otra forma de llegar a las mismas expresicnes es a partir de (2.62), es decir, de la
matriz de tensiones referida a los ejes principales. Es evidente que resultan las
ecuaciones (2.73) si se aplican las definiciones de los invariantes (2.69)-(2.71) a esta

matriz.

Como se desprende de lo anterior, los invariantes caracterizan a la matriz de
tensiones. Ademas, desempefian un impoertante papel en el anélisis de los cuerpos

deformables.
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En algunos casos, pueden ser iguales a cero. Por ejemplo, si 7, = 0, entonces una de

las ralces de la ecuacion (2.68) 6 (2.72) también sera igual a cero. En esfe caso se
dice gue el estado tensional es biaxial o plano. Veremos que éste es el estado
caracteristico de las piezas trabajande a flexién simple, o de los recipientes de presién

de pared delgada.

Si se anulan simultineamente [os invariantes sequndo y tercero, es decir 7, =17, =0,

entonces la ecuacion (2.68) tendra dos raices nulas, resultando que solamente una de
las tensiones principales sera diferente de cero. Este estado tensional se denomina
uniaxial, Se encontrara al estudiar el comportamiento de piezas trabajando a traccion,

compresion y flexion pura, entre otros.

2.8. TENSION TANGENCIAL MAXIMA

De forma analoga a coma se ha hecho con la componente normal, también es posible

determinar para qué direccion i la componente tangencial de fa tension t,, alcanza

un valor maximo en un determinado punto P. No se habla de valor extremo en este

€aso, porgue por convenic se considera siempre z,, = 0; su valor minimo es cero y se

presenta en las direcciones principales.

La resolucidn del problema se facllita cuando se elige como sistema de referencia el

constituido por las direcciones principales en P. Para este sistema, la matriz de

tensiones tiene la forma diagonal indicada en (2.62). Si n,n, y n, designan las

componentes de 7 en dicho sistema, el vector tension se expresara por:

o, 0 0] |n o,n, L
fod=]0 o, 0|imi=qom (2.74)
0 0 o |n &1, | '

Las componentes normal y tangencial vendran dadas, respectivamente, por:

o,_= {cr" }T {n}= onl +o,n; +ounl (2.75)

nn

e Hooh =t} o) o= 076)

. i ‘
) 2.2 2.2 2 2 2 )2
—(O']n] +a‘2n2+o‘3n3)4(0']n1 +o‘2n2+0'3n3)
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Obsérvese que (2.78) implica que sobre los planos principales no actdan tensiones
cortantes. En efecto, si # tuviera la direccion de algin eje principal, por ejemplo e,
los cosenos directores serian n, =1 y n, =n, =0. De (2.76), se obtiene 7, =0.

Andlogo razonamiento puede hacerse para los restantes ejes principales. Por tanto, el

valor minimo de 7, , valor nulo, esta asociado a las direcciones principales.

Para determinar las direcciones asociadas a los valores maximos de ¢, , deberan

calcularse los maximos de la funcién (2.76), con la restriccion:
2 2 2
n +n, +ny =1 (2.77)

Aplicando de nuevo la técnica de los multiplicadores de Lagrange, deberé calcularse

el valor estacionario de la funcion no restringida:
2
W= (ofnf +olnl+olind )— ((J'lnl2 +o,n +ognl ) + /1(1 —nt —n} - nf) (2.78)

Anulando las derivadas parciales respecto de las variables independientes n,,n,,n,,

se obtiene el sistema de ecuaciones:

2000, — 40, (Glnf +o,n; + O'Jnaz)-nl —24n, =0
202n, —4a,(on? + oynl + o ynd )y~ 2in, =0 (2.79)
20in, — 4o, (o‘qu2 +o,n + oynl ) n,—24n, =0

que junto con (2.77) permite resolver el problema. Puesto que A es arbitario, este

sistema implica que al menos uno de los cosencs directores es nulo.

Una posible solucion que satisface las dos primeras ecuaciches es n, =#n, =0, conlo

que n, =1 y, por fanto, # coincide con una direccion principal. Se frata de un
resultado ya conocido (segln las direcciones principales el valor de la tension cortante
es un minimo) y que no interesa ahora. Por consiguiente, si n, =0, se debe
considerar no nulos los otros dos cosenos direclores x, y 7,. De este modo se llega
at sistema;

n =0
o’ -20,lo,n? +0'3n32)7 24=0 (2.80)
o) - 20,\o,n; +o,n; )—22:0 '

2 2
n,+n, =1

42



Cencepto de Tensidn

Eliminando Ay operando se obtiene:

ol —ai=2c, —0'3)(0211; +a’3n32) (2.81)
o hien:

o, +0, = 2(0’27122 +onl ) (2.82)

(salvo si 0,=d,). Sustituyendo en esta ecuacién n? =1—n2, resulta:

o, to; = 2(0'2}122 +o, —o,n, ) =2n: (02 - 03)4— 20, (2.83)

es decir:
2

g, —0,=2n, (0'2 - 0'3) (2.84)
de donde:

n, = iﬂ (2.85)

2
Luego una solucién es:
2 2
n =0, nzzig; n3:+§ {(2.86)

y sustituyendo en (2.76) se obtiene el correspondiente valor de la tensién tangencial:

Hr

1
T, = E|0'2 - 0'3| (2.87)

Operando similarmente se obtienen las soluciones:

V2 V2 1
=t n, =0; ny =t rng‘al—cra‘ (2.88)
1
nl:i%; nZ:i—Jzz; n, =0, rm:5|0'l—0'2\ (2.89)

Puede concluirse, por lo tanto, que /as direcciones para las que la tension cortante es
maéxima coinciden con las bisectrices de los éngulos rectos que forman los gjes

principales dos a dos. Asi, en la fig. 2.12 se indican los planos de maxima tension

cortante n, =0, nZ:nE:i\/E/Z.
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3) oy

@)

(1}

Figura 2.12. Planos de maxima tension cortante

La méaxima tension cortante absoluta tiene lugar en un plano cuya normal es bisectriz
de las direcciones principales asociadas a las tensiones principales mayor y menor en
valor algebraico. Su valor seria:

|lo

. mdx O-ml'n

mix T
2

(2.90)

2.9. TENSIONES OCTAEDRICAS

Referidos a los ejes principales de tensiones, se denominan planos octaédricos a
todos aquellos que pasan por el origen y su vector normal forma el mismo angule con
ios tres ejes. Los cosenos directores de sus vectores normales unitarios cumpliran en

dicho sistema de referencia:
(2.91)

Habra por tanto ocho planos octaédricos diferentes. Las componentes normal y
cortante de los vectores tension asociados a estos planos se denominan fensién

normal octaédrica y tensién cortante octaédrica, respectivamente.

El valor de |a tensidn normal octaédrica sera, de acuerdo con (2.73} y (2.75):

I,

— 2.92
o ; (2.92)

ocf

1
=§(al +o,+0a,)=
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y el de la tension tangencial octaédrica, segln (2,78), puede expresarse en la forma:

1
oot = 5 \/(0'1 -0, )2 + (0'2 —0; )2 + (0_3 -0, )2 (2.93)
0 bien, en funcién de los invariantes de la matriz de tensiones:

T,y = %1/215 -61, (2.94)

Por ser invariantes, es posible referir las tensiones normal y tangencial octaédricas a
un sistema arbitrario de ejes xyz, sin mas que sustituir los valores de /, e /, por sus

expresiones generales (2.69) y (2.70). Se obtiene asi:

o, = %(aﬂ to, +0,) (2.95)

T = %\)(O'n_ -0, )2 + (O'yy -0, )2 +(crzz -, )z +6ffy + 61)2,1 +672 (2.96)

2.10. TENSION MEDIA Y TENSION DE DESVIACION

Se define la matriz desviadora de tensiones en un punto como:
lT;}' L' = l‘T;J ,|— o-m [I] (297)
donde o, es la tensién media o tensién hidrostdtica, de vaior:

- :CJ'H-F-O'yy+0'ﬂ:o']JrO'2+O‘3:fTi (2.98)

que coincide con el de la tensién normal octaédrica (2.92). La matriz definida por

o, -[I ] se denomina matriz hidrostitica (denominada asi por ser caracteristica del

estado tensional en el seno de un liquido, donde o =g, =—p en cualquier direccion).

De la propia definicion se concluye que [I;:,. Jd especifica la desviacion del estado de

tensiones respecto de la tension media. De ahi su nombre. Se caracteriza ademas por

ser una matriz de traza nula, ya que, de (2.97) y (2.98):

o, +o,+o, —30, =0 (2.99)
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es decir, el primer invariante (suma de las componentes de la diagenal} de ta matriz

desviadora es cero.

En el capftulo destinado a las teorias de fallo se podra valorar el interés de esta
descomposicion matricial, en el sentido de que el fallo por deformacion plastica -en las
teorias mas aceptadas- es funcién Unicamente de las componentes desviadoras de

tensiones y no depende de la componente de tension hidrostatica.

2.11. DIAGRAMA DE LOS CIRCULOS DE MOHR

Los vectores tension correspondientes a los infinitos planos que pasan por un punto P

son susceptibles de una representacion grafica plana por medio de sus componhentes

intrinsecas, es decir, en un sisterna de efes coordenados (0',,,,,1-:rrr

Sean ¢,,0,,0, las tensiones principales en el punto. Se supondra, sin pérdida de

generalidad, o, > o, > o, > 0. Se sitian sobre el eje de abcisas estos tres valores,

obteniéndose los puntos (1), (2) y (3) de la fig. 2.13, y a continuacion se trazan tres
circunferencias cuyos centros son precisamente los puntos medios de los segmentos

que resultan de unir cada pareja de puntos, siendo, por tanto, los diametros

respectivos o,-o,, o,—¢c, y ©,—0,. Estas circunferencias asi trazadas se

denominan circulos de Mohr.

Tt

Iy
Onn i

[t — -

(1) -

Figura 2.13. Circulos de Mohr
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Puede demostrarse gue a todo plano que pasa por P le corresponde un punto del area
comprendida entre los ftres circulos. Las coordenadas de ese punto son,
respectivamente, las componentes normal y tangencial del vector tensidn asociado a

ese plano (fig. 2.13). Y ademas se comprueba que esta correspondencia es biunivoca.

‘A la componente tangencial, que como tal es la componente contenida en el plano, se
la suele definir inicamente por su valor absoluto, es dedir, se considera 1, > 0. No
obstante, en problemas planos, como mas adelante se vera, se introduce un criterio
de signos para esta componente. Solo en estos casos planos se hara la deduccidon de

ta representacion grafica de Mohr (cfr. §5.3).
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PROBLEMAS

2.1. En ia figura se indica, con la representacion habitual, el estado tensional en un punte P de
un sdlido elastico. Las componentes de las tensiones se expresan en MPa. Se pide calcular los
planos cuyos vectores lension son ortogonales a ellos, asi como los valores de las tensiones
correspondientes.

10‘/

2.2. En |a figura se indica, con la representacion habitual, el estado tensional en un punto P de
un solido elastico. Las componentes de las tensiones se expresan en MPa Se pide:

1) Obtener las tensiones y direcciones principales.

2°) Componentes intrinsecas del vector tension correspondientes a un plano cuya normal forma
angulos iguales con los ejes cartesianos.

F 3 /

z | 10

10
| 20
20
10, y

2.3. La matriz de tghsiones en un punto de un solido elastico es:

., N

-10 0 8! NG ol
= S - ! o
[Tu‘]_ 0 2 MPa LU ER \‘()‘ I8 Y
-8 0 j H N _— '
Se pide: N L )' S
1°) Tensiones principates ,) h
2°) Tensian tangensial actaédrica. \
3°) Tensis ial maxima.
4%) Cowenos-diracioraa-gamdme o0 tangencial maxima.

ey o
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2.4. Dos piezas iguales, de un mismo material, se disponen tal como seRala la figura,
uniéndolas por medio de una cola adhesiva seqgun el plano OABC. El conjunto asi formado se
somete a un estado de tensiones definido por la matriz;

"

g —o o 2]
[T]=| - 2o 3GJ
62 36 o

Determinar el méximo valor admisible de (] para que no se separen las piezas, sabiendo que el
adnesivo es capaz de soportar una tensién normal maxima de 100.000 N/m? y una tensién
tangencial de 75.000 N/m?,

45°

C B

e

2.5. En un punto de un material y segln un plano oblicuo perpendicular a fa trisectriz del primer
octante, actia una tensién resultante de 150 MN/m? cuya direccion forma 60° y 45° con los ejes
coordenados X e Y, respectivamente, siendo positivos los cosenos directores.

Se pide;

1%) Haltar las tensiones normal y tangencial a dicho plano.
2° Si To= 40 MN/M?, T,,= -20 MN/m?, T,= 15 MN/m? hallar las tensiones Oy, Oy, Oz, Y los
cosenos directores de la tensién tangencial en el plano oblicuo.

2.6. Ef estado de tensién en un punto de un material esta definido por las componentes:
0,=109, 6,y=-54, 0,=83, 1,=-22, 1,,=63, 7,=47, expresadas en MN/m?,

Se pide:

1%) Hallar las tensiones normal y tangencial: a) en un plano que esta igualmente inclinade
respecto a los fres ejes coordenados; b) en el plano paralele al eje Z e igualmente inclinado
respecto a los ejes Xe Y.

2% Determinar las magnitudes y cosenos directores de las tensiones principales.

3% Determinar las magnitudes de los invariantes de tensidn: a) a partir de las componentes
cartesianas, b} a partir de las tensiones principales.

4% Hallar la tensién media, las tensiones principales desviadoras y los invariantes del tensor
desviador.

5% Calcular las tensiones tangenciales maximas y la tension tangencial octaédrica.
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2.7. El estado de tensiones en todos los puntos de un sélido elastico, viene dado par:

Oxx = 400 MPa; oyy =200 MPa; 0zz =0
Txy = 100 MPa; Txz =Tyz =0

1%) Hallar las tensiones que actlan sobre el elemento representado en la figura e indicar sus
direcciones en las distintas caras.
2°) Hallar la magnitud vy direccidn de las tensiones principales.

AZ=Ny
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3.1. DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES UNITARIAS

La tecria de la deformacion tiene por objeto el estudio de la variacion de las distancias

entre los puntos de un medio continuo, cuando éste pasa de una configuracion inicial

a otra diferente cualquiera.

Cuando la configuracién inicial es el estado neutro -sin influencia exterior-, la distancia
entre puntos del medio se denomina natural. En el analisis no se consideraran los
estados intermedios y se supondra que en la deformacién no se produce variacion de

masa y que el madio es continuo.

Un cuerpo deformable puede experimentar dos tipos de movimientos bajo la accién de

un sistema de fuerzas:

a) Movimiento de soéfido rigido, que en el caso mas general seria el resultado de
una traslacion y una rotacion, y para el cual cualquier segmento lineal del cuerpo no
cambia de longitud, ni tampoco el angulo relativo entre dos elementos lineales del

mismo.

b) Deformacion, que supone en general una variacion de la distancia entre dos

puntos del sélido, y de los angulos formados por rectas que unen puntos del mismo.

En este tema, y en la asignatura en general, la atencion se centrara en el estudio del
segundo tipo de movimiento, es decir, la deformacion. Como posteriormente se vera
es posible relacionar estas deformaciones con las tensiones originadas en el interior

del cuerpo como consecuencia de las solicitaciones que scbre &l actian.

Considérese un sistema (fijo)} de coordenadas cartesiano trirrectangular xyz en el que
la posicion de un punto P del cuerpo queda especificada en cualquier instante
mediante sus coordenadas (x, y, z) en la configuracion inicial (fig. 3.1), y sea Q un
punto infinitamente préoxime a él, de coordenadas (x+dx, y+dy, z+dz}. Se designara
por dr la longitud del elemento lineal infinitesimal que une ambos punios en la

configuracion inicial.

Al deformarse el cuerpo, las particulas en Py Q se desplazan desde sus posiciones

originales a los puntos P’y Q' cuyas coordenadas soh, respectivamente, (X, ¥, E) y
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(J_C +dx,y+dy,z+ a’E). Por consiguiente, el elemento lineal dr que unia los puntos Py

Q se tfransforma en dr , elemento lineal que une los correspondientes punios P'y @'

en el cuerpo deformado.

Z Q 1
Q
dr
— dr
=) P’
P
- ¥

Figura 3.1. Campo de desplazamientos

- —

Los vectores PP' y Q' reciben el nombre de vecfores desplazamiento de los

puntos Py Q, respectivamente. Veciores analogos podrian definirse para todos los

puntos del cuerpo. Las componentes del vector desplazamiento en P se denominaran:

(3.1)

Il
]
|
N

U=x-—x y=y-y )
Se supone que estas funciones son continuas en las cocrdenadas x, v, z. Dado que la
descripcién de la variacion de la distancia entre dos puntos cualesquiera del cuerpo es
la clave del analisis de la deformacién, se determinara, por simple aplicacion del

teorema de Pitagoras, los cuadrados de la distancia entre las dos particulas en las dos

configuraciones (inicial y deformada) consideradas:

dr® = dx® +dy* + dz? (3.2)
&7t = dx* + dy* + dz* (3.3)

Despejando X, ¥,z de (3.1) y sustituyendo en (3.3), se obtiene:

dF? =dx® + dy® + dz* + 2dudx + 2dvdy + 2dwdz + du® + &V’ +do® (3.4)
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y teniendo en cuenta (3.2):
dr? —dr? = Adudx + dvdy + dodz)+ du® + dv? +do’ (3.5)

Por otra parte, como u, v, w son continuas en x, y, z

du :@dx+@dy+é‘-dz:utdx+uydy+uzdz
& & & ’

dv :deqtéder@dz =vdx+v,dy+v dz (3.6)
bz & 174

do = @dx+ a—mdy+@dz =mde+o,dy+o.dz
074 & V74
Sustituyendo (3.6) en (3.5) y agrupando términos, se obtiene:
dFt—dr? =2 1(2 2 2)&'22 1(2 2 2)d2+
—dr* = ux+5 u. +v, +o, )dx* + vy+§ u, +v; +@, ||dy
+ 2[0)2 +%(u22 +vi+a? )}a’z2 +2(uy v U, VY, 0,0, )dxdy+ (3.7)
+2u, vo_vuu, +vy, to.o, )dxdz+2(vz tw, tuu, vy, +0,0, )dydz

La magnitud (dfz —drz) proporciona un medio adecuado y natural para describir la

deformacion del cuerpo. En el caso de que:
dr®—dr* =0 (3.8)

no hay desplazamiento relativo entre las particulas situadas originalmente en Py Q. A
este resultado se llegaria si todas las primeras derivadas de los desplazamientos
fueran nulas. Entonces se dice que el cuerpo ha experimentado un movimiento de

sélido rigido.
Por ofra parte, si (d?2 - drz) es distinto de cero, los elementos lineales originales dx,

dy, dz modifican en general tanto su longitud como su orientacion relativa durante el

movimiento del cuerpo. En este caso, se dice que el cuerpo se encuentra deformado.
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Puesto que el caracter de este estado deformade esta indicado por los coeficientes
adimensionales de los términos dx*,dy”,dz*, dxdy, dxdz, dydz del segundo miembro

de (3.7), es l6gico considerar dichos coeficientes como medidas de la deformacion.
Adoptando la notacion estandar utilizada en la Elasticidad, la ecuacion {3.7) puede

escribirse en ia forma:

dF’ —dr’ =2e_dx* +2¢ dy* +2e_dz’ +

(3.9)
+4¢, dxdy+4¢ dxdz + 4e  dydz
donde:

£, =u, +%(uf +vi +a)f)
1 2 2 2

£, =V, +E(uy v+ 0?) (3.10)
1

£, =o, +5(uf +v? +mf)

£y =8, =E(uy Vv tuu, vy, +a)xa)y)

&, =&, = %(uz to, Fuu vy, +o,m,) (3.11)

1
£, =&, =—(vz + @, +uu, +v,v, +mya)z)

Las magnitudes adimensionales ¢_.¢_,& Ey>EysE, SE denominan componentes

oSy 2%
unitarias de la deformacion o deformaciones unitarias, y definen completamente
el estado de deformacién en un cuerpo. Las ecuaciones (3.10)-(3.11) son las llamadas

refaciones desplazamiento-deformacién unitaria.

3.2. TEORIA DE LAS PEQUENAS DEFORMACIONES. SENTIDO
FiSICO DE LAS COMPONENTES DEL TENSOR DEFORMACION

Hasta ahora no se ha impuesto ninguna restriccion scbre la magnitud de las -
deformaciones. Por esta razon, 10s resultados obienidos en el apartado anterior son

aplicables a cualquier estado de deformacion finita.
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En este epigrafe, se considerara el caso de las denominadas deformaciones
infinitesimales o pequefas deformaciones, es decir, deformaciones muy pequefias
en comparacion con las dimensiones del cuerpo. Este es el caso mas habitual de los

problemas reales del analisis de estructuras,

Con esta hipdtesis, las derivadas de las componentes del desplazamiento seran
también pequefias comparadas con la unidad y los términos cuadratices de dichas
derivadas pueden despreciarse frente a los términos lineales en las ecuaciones (3.10}-

{(3.11), simplificandose considerabiemente el analisis.

Asl pues, las formulas desplazamiento-deformacion unitaria (3.11) se reducen a las

relaciones lineales siguientes:

S

Enzulza
&

2y =¥y =3 (3.12)
Gw

Ezz=@z=g

_1( )_1 e Ay 1

SLJ‘_EuJP—l-VX =-— E"'?"k— _nyy

u =gl ra) =3[ 220, @.19)

£ :l(v + @ ):— Q+@ —l

yz 2 z » & @1 2?/}2

Conviene notar que se han introducido las funciones y, ., v 7, , mas habituales en

ingenieria, definidas en la forma:
vy =26, (i,j=xY,z2) (3.14}

Para comprender el significado fisico de cada una de las deformaciones unitarias
expresadas en (3.12)-(3.13), conviene recordar, en primer lugar, la definicion
matemaética de deformacion longitudinal unitaria € de un elemento lineal de longitud dr,

dada por:
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_dr —dr

— (3.15)

£

es decir, es el cociente entre la variacion de distancia entre dos puntos infinitamente
proximos antes y después de la deformacion, y la distancia entre ambos antes de la

deformacion.
Supéngase que el elemento fineal considerado es paralelo al eje x. Se verificara:
dr=dx;, dy=dz=0 (3.16)
Sustifuyendo en (3.9) se obtiene:
dr’ —dr* =2¢_dr’ (3.17)
que también puede expresarse en la forma:
(dF + drfdF —dr)=2¢ dr’ (3.18)

y, teniendo en cuenta (3.15);

dr —dr dr
£= =26, ——
dr dr +dr

(3.19)
Ahora bien, para el caso de deformaciones pequefas, el cociente del segundo

miembro se aproxima a 1/2. En consecuencia;

dr—dr _, (3.20)
dr

£ =

que indica que fa deformacién unitaria €, representa ef cambio unitario de longitud de

un elemento lineal originalmente paralelo al efe x. Anélogo significado fisico tienen ¢ ,

y £,. Por esta razbn, estas tres componentes se denominan deformaciones

longitudinales unitarias (o extensiones).
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Las restantes componentes de la deformacion y,,.,7,, ¥ 7, Se conocen con el

nombre de deformaciones angulares (o cortantes). Representan, como se vera a
continuacién, las variaciones que experimentan angulos originalmente rectos

formados por elementes lineales dx, dy y dz.

Para comprobarlo, considérese la distorsion en el plano xy de los elementos lineales
infinitesimales, inicialmente ortogonales en el punto P, y paralelos a los gjes x e y. Sus

longitudes respectivas son dx y dy (fig. 3.2). Tras la deformacion, estos elementos
tineales habran experimentado unas rotaciones oy frespecto a su posicion original.

Con la hipétesis de pequefias deformaciones, se puede escribir:

Ju av

SenE = @ =—13 senfp=f=— 3.21
2y pg=p = o (3.21)
u+%dy
y
F
'R
v+§v—a’x
ax
dy|
O O 1 3
*f—]
, @ dx . X
Figura 3.2. Deformaciones angulares
y teniendo en cuenta (3.13), resulta para y,:
A o
Vo=t =a+p (3.22)
& &
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Por consiguiente, y, representa el acortamiento angular experimentado por un

angulo inicialmente recto de lados paralelos a los ejes coordenados x e y. Analogo

significado tienen las componentes y._ vy ¥, . Esta interpretacion fisica justifica el

frecuente empleo de estas funciones y;, en lugar de las correspondientes &;.

Los efectos de la defornmacion pueden ilustrarse sobre un paralelepipedo infinitesimal
que en la configuracion inicial (sin deformar) es rectangular. Si las deformacicnes
angulares son nulas, las caras permaneceradn ortogonales, aun cuando varie la
posicion y orientacion del elemento, asi como la longitud de sus aristas. El
paralelepipedo solo varia de tamafio y no se distorsiona. Por otra parte, cuando sélo
existe deformacién angular, los lados pierden su mutua perpendicularidad,
convirtitndose las caras del paralelepipedo en paralelogramos. En este caso, las
longitudes de ias aristas se mantienen y el paralelepipedo no varia de tamafo, sino

unicamente de forma.

En otras palabras, puede afirmarse que la variacion del tamafio del paralelepipedo
rectanguiar se debe a las componentes normales de la deformacién, en tanto que las

componentes cortantes son causantes de la distorsion.

3.3. ANALISIS DE DEFORMACIONES. CAMBIO UNITARIO DE
VOLUMEN

En el analisis de deformaciones, pueden seguirse exactamente los mismos pasos que
en el analisis tensional, por la analogia existente entre las compenentes de tensién y

deformacion.

Asi para un punto P del cuerpo vy una direccion definida por un vector unitaric #
normal a un plano f7 que pasa por el punto (fig. 3.3) se define la deformacién unitaria
en P en la direccidn de # vy se representa por £, . Este vector, que en general no sera
perpendicular al planoc considerado, podrd descomponerse en dos componentes:
sobre la direccitn definida por # y sobre el plano 77 perpendicular a dicha direcciéon. A
la primera de estas componentes se la denomina deformacion fongitudinal unitaria,

£, Y a la segunda, que se denotara por &, deformacién angular o fransversal

unitaria. Constituyen las componentes intrinsecas de la deformacion.
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Dada la analogia entre estas componentes y las correspondientes del vector tension,
se mantiene el mismo convenio de signos. En este caso, si g, es positiva se dice que
se ha producido un alargamiento, y en caso contrario un acortamiento. Habitualmente
el término deformacion angular suele asignarse, como se ha indicado anteriormente, a

la magnitud ¥, =2¢

nt

€mn

al

Figura 3.3. Componentes intrinsecas de la deformacion

El vector deformacién unitaria en un punto es funcion de las coordenadas del punto,

pero también de ia direccion que se considere, como ocurrfa con el vector tension en

un punto. En un punto arbitrario del cuerpo deformado, £, se relaciona con una

orientacion cualguiera # a través de la ecuacion:
fe,}=1D, |-{n} (3.23)

donde [D,J.J es la denominada matriz o tensor de deformacién, matriz simétrica

cuyas componentes son precisamente los valores unitarios de la deformacion. Su

expresion es;

Exx Exy xz
[Dr'j ] = 8xy Eyy ‘gyz (324)
E.\’z Eyz Ezz

De (3.23) se concluye que la matriz de deformacion caracieriza completamente el
estado de deformacion en un punto. De igual modo a como se hacia con la matriz de

tensiones, se puede analizar la de deformaciones determinando su transformacién
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ante un cambio de base, las deformaciones principales, los invariantes, los diagramas
de los circulos de Mohr, etc. Sin embargo, dado que los conceptos son trasladables de
una matriz a otra, no seran tratados de un modo especifico, y nos limitaremos a

resaltar algunos aspectos de interés.

De la matriz de deformaciones pueden obtenerse los valores y vectores propios que,

por ser la matriz [DUJ real y simétrica, seran reales. Se denominan, respectivamente,

deformaciones longitudinales unitarias principales y direcciones principales de
deformacion. En los planos perpendiculares a estas direcciones, las deformaciones
angulares son nulas. Los alargamientos unitarios principales suelen representarse con

la notacién g,,s, y &,. Si se considera en el punto P un sistema de ejes coincidentes

con las direcciones principales de deformacion, la matriz de deformacion se reduce a

su forma diagonal:

[D.r'i ] =

(3.25)

o © M
> O
34

E| primer, segundo y tercer invariante de la matriz de deformaciones se expresan

respectivamente, por:

J, =85 +¢, +&,
J, =88, +5,8, +8,5 CL (3.26)

Ja = £,8,8,

El primer invartante J, tiene una sencilla interpretacidon geométrica en el caso de

deformaciones infinitesimales. Supdngase un volumen elemental consistente en un
paralelepipedo rectangular cuyas aristas (de longitudes a, b y ¢ en la configuracion
inicial) sean paralelas a las direcciones principales de deformacion. Una vez

deformado el cuerpo, estas aristas permanecen perpendiculares entre si, por existir

sélo deformacion longitudinal. Sus longitudes respectivas seran a(l+z,)b{1+¢,) y

c(1+ .93). El cambio unitario de volumen, representado por e, vendra dado por:
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E / L, ;
AV abe(l+& X1+ &, N1 +e&,)—abe / /
e=— = =g +€, +&, +f1.432 +E, 6, +£38, +EELE,

V abc

(3.27)

Como para pequefias deformaciones pueden despreciarse los términos de segundo y

tercer orden frente a los lineales, resulta entonces:

e=¢g +&,+€ =J, (3.28)
Es decir, en la teoria de pequerias deformaciones, el primer invariante de la matriz de
deformaciones representa el cambio unitario de volumen, y recibe el nombre de
dilatacién cabica o deformaciéon volumétrica.
Como mas adelante se demostrara, en materiales iséfropos coinciden las direcciones
principales de ftensién y deformacion, por lo que se. hara referencia a ellas

denominandolas, simplemente, direcciones principales.

Finalmente, la matriz de deformaciones admite la descomposicién en la matriz

desviadora y la matriz esférica de deformaciones, segin la expresion:
b, |-, ], +D; | (3.29)

La matriz desviadora solo produce distorsion, mientras que la esférica sélo variacion

de tamano (dilatacion o contraccion).

3.4. ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

Asi como las componentes de tension deblan satisfacer unas condiciones de
equilibrio, las componentes unitarias de la deformacion y las componentes de los
desplazamientos también deben satisfacer ciertas condiciones en todos los puntos del
cuerpo. Quiza la condicién mas obvia es que los desplazamientos deben ser
compatibles con las resfricciches impuestas en el contorno. Por ejemplo, en un punto

fijo del contorno, las funciones u, v, w deben ser nulas.

o
—7 [
-
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Como la descripcion del movimiento vy deformacion de un cuerpoc ne requiere
necesariamente la consideracion de fuerzas, sino que puede basarse exclusivamente
en consideraciones cinematicas, se denominan condiciones cinematicas de contorno,
a las condiciones impuestas a los desplazamientos en puntos pertenecientes al
contorno. Por analogia con las condiciones estaticas expuestas en el tema anterior,
cuando no es posible una determinacion completa de los desplazamientos mediante
exclusivas consideraciones cinematicas, se dice que el cuerpo es cinematicamente
indeterminado, y entonces es preciso afiadir a las ecuaciones de deformacién un
namero de condiciones de equilibric igual al grado de indeterminacion cinematica del

cuerpo.

En el interior del cuerpo, la deformacion de una porcién elemental debe ser compatible
con la de los elementos adyacentes, es decir, tal que no aparezcan grietas ni
discontinuidades al deformarse el cuetpo. Por consiguiente, las componentes del
desplazamiento u, v, w deben satisfacer ciertas condiciones de continuidad en todo el
dominio material y poseer en cada punto un valor Gnico, que sera funcion de las

coordenadas del punto.

Conaocidos los desplazamientos, pedran obienerse las componentes de la matriz de
deformaciones en cada punto mediante las relaciones desplazamiento-deformacion
unitaria (3.12)-(3.13).

El problema inverso, es decir, la determinacion del campo de desplazamientos u, v, w
a partir de las componentes de la matriz de deformacion [D,JJ no es tan simple.
Observese que las tres funciones de desplazamiento incognitas deben ser
determinadas mediante la integracion de seis ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales,

Es evidente que las componentes de la matriz de deformacién no pueden ser
arbitrarias, sino que deben satisfacer las condiciones de integrabilidad o condiciones
de Cauchy-Schwartz de igualdad de derivadas cruzadas. Imponiendo estas

condiciones, se determinan las denominadas ecuaciones de compatibilidad de las

componentes de la matriz de deformacion [DUJ. Eliminando v, v y w en el sistema de

seis ecuaciones diferenciales, resulta:
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» _ yz

0*}2 @/2 @0'}

ﬂlgxx __z B agyz 55,, N O‘I‘E,xy (330)
d& &\ a & &

0%, 0%, &, o,

&a Al & & &

52822 _ ﬁ 5{93’2 + égxz _ (?g‘y

&8 &l & & &

En resumen, asi como las componentes de tensidn debian satisfacer las condiciones
de equilibrio interno en los puntos del interior del cuerpo y las condiciones estaticas de
contorne, las componentes de deformacion deben satisfacer las condiciones de

compatibilidad o continuidad, asi como las condiciones cinematicas de contorno.
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PROBLEMAS

3.1. Las medidas de deformacién en un punto de un cuerpo elastico han proporcionado los
valores: £,,= 0,002; g,,= 0,002; .= -0,002, y la deformacién longitudinal en la direccién

(2/45,0,1/4/5) es 0,004
(3/¥10,-1/410 0] es 0,003
(1/3,1/4/3,1/4/3} es 0,001

Calcular las componentes ey, £, Ey..

3.2. Las componentes de desplazamiento en un punto de un cuerpo elastico son:

Qerud( = \D _\ wg\ | \.‘V“k\\_\\._.
(( [5);13 C v

Calcular la deformacion en la direccion (1/43, 1N3 1/\’3) y la deformacion tangenmal total entre
esta direccion y (-1/42, 142, 0). \1

u=2x, v=3y+z, w=z-y

‘gﬂf N %Q\J % n (-

3.3. El desplazamiento de un punto P de un medio continuo elastico tiene Ias mgme\nﬁe
compenentes, referidas a un sistema carteslano ortogonal:

u = dax2 v = 8az? w = -2ay2 /

estando las coordenadas expresadas en metros y slendo a = 10-4 m-1. Se pide:

1°) Calcular la matriz de deformacion. QQ‘\;) e L D\\)/\ S ' Ga
2°} Alargamientos y dlreCC|ones principales de deformamon en el punto P(1,’2 1, 1) \ =7
. | ,

Y

: Weéww&o\dp“ JU
3.4. Una placa OABC de gran espesor se deforma, siendo su deformada O’'AB'¢ segun se
indica en la figura (dimensiones en mm). Sabiendo que en la placa se crea un estado de

deformacién plana y uniforme, se pide: z/\II:;T) 4
U

Ll \
19) Calcular la matriz de deformaciones en los puntos de la placa.
2%) Haltar las deformaciones y direcciones principales.

+ Y
1200 &80
A B
20 A ——,i_ 4
B
900
p
8] C N
40_ 1 : 100
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3.5. Dado un tefraedro cuyos vértices son los puntos O(0,0,0), A(100,0,0), B{0,100,0} y
C(0,0,100) donde las coordenadas vienen dadas en cm, se somete a un estado de deformacion
definido por las siguientes componentes de la matriz de deformacion:

Exx = 2kx Eyy = 2ky Ezz < 2kz
E)(y = K Exz = 0 Eyz = 0

donde las coordenadas x, v, Z vienen expresadas en cm y k es una constante de valor k = 106,
Se pide:

1°) Calcular el vector de deformacidn unitaria en los puntos de la arista AC y en direccion de la
misma.

2°) Hallar la variacion del dngulo formado por las aristas OB y OC.

3% La deformacion transversal méxima en el punto P(10,10,10} utilizando la representacién
grafica de Mohr.

4°) La deformacién longitudinal unitaria en el punto P en la direccion definida por el vector (1/42,
12, 0).

3.6. El paraielepipedo de la figura se deforma en la forma sefialada por lineas de trazos. Los
desplazamientos, vienen dados por |las siguientes relaciones:

u = Axyz v = Bxyz w = Cxyz

1°) Determinar la matriz de deformaciones en el punto E si las coordenadas de dicho punto en
la configuracion deformada son E*{1’504, 1'002, 1'096).

29 Determinar la deformacidn longitudinal unitaria en E en la direccién de la linea EA.

3°) Determinar la deformacién transversal unitaria en E, para las lineas orlogonales EA y EF,

F 9 Z
G=G*  F=F*
~E
D=D* 7 .
e 2m
; C=(L ,
; -~ y
A=A ; 1,5m
=B
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3.7. Las componentes cartesianas del vector desplazamiento en un punto P de un sélido
elastico vienen dadas por las expresiones:

u=ax +day; v=2az2-ayZ; w=ay2- 2ax2 - (a/3)zZ;
siendo a una constante. Se pide:

1°) Obtener la matriz de deformaciones unitarias en el punto P(2,1,-3/2).
2°) Valores de las defarmaciones unitarias principales asi como las direcciones principales de
deformacion en el punto P.

3.8. Los desplazamientos en un punto de un cuerpo deformable son:
U=2x-y, v=y-2X, w=Z

19} Hallar las deformaciones principales.

2%) Determinar la direccién de la deformacién principal maxima.

3°) Cosenos directores de la normal a un planc en el que se presente la maxima deformacion
tangencial.

3.9. Sean las componentes de desplazamiento en un punto M de un sélido elastico:
U=C(2x+y),  v= C(x*-3y"), w=0
donde C=10"*

1°) Representar la forma distorsionada de un elemento de superficie de lados dx y dy,
inicialmente paralelos a los ejes coordenados. Los dos lados se encuentran en el punto M
{2,1,0).

2% Determinar las coordenadas de M después de la deformacion.

3°) Determinar {a deformacion de un elemento unitario MN de cosenos directores (1/V3, 1/V3,
1/43).

4°) Deformacicnes y direcciones principales.

3.10. El estado de deformacién en un punto de un material esta definido por las siguientes
componentes;

£o=1,51-10°  £,0,63-10° £,=-0,5410" %,=-0,9510° ,=0,42.10°  %,=0,31.10"

1°) Hallar las deformaciones |longitudinales unitarias en las direcciones: a} igualmente inclinada
respecto a los tres ejes coordenados; b) que forma angulos de 60°, 75° y -34,26° con las
direcciones X, Y, Z, respectivamente,

2% Determinar las deformaciones principales.

39 Invariantes de la matriz de deformacién.

4°) Dilatacion clhica unitaria.

5°) Deformaciones tangenciales totales maximas y correspondientes deformaciones
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longitudinales unitarias.
3.11. El estado de deformacion en un punto de un material esta definido por:

£a=1,7310°  £,=0,59.107  5,=-0,35.10°

1°) Calcular tas deformaciones normal y tangencial {total} en el plano cuya normal forma 30°
con el eje X (y es paralelo al eje Z).

2% Deformaciones principales.

3% Invariantes de la matriz de deformacion.

4°) Deformaciones tangenciales (totales) maximas en el punto considerado.
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4.1. ECUACIONES CONSTITUTIVAS. GENERALIDADES

Como se ha visto, el estudio del comportamiento de un medio continuo implica la
consideracién, al menos, de dos tipos independientes de condiciones: las condiciones
estaticas, cuyas variables son exclusivamente cinéticas (fuerzas, tensiones), vy las
condiciones cinemalticas, cuyas variables son exclusivamente cinematicas
(desplazamientos, deformaciones unitarias). Es evidente que tanto las condiciones
cinéticas, sean estaticas o dinamicas, come las cinematicas, son independientes de
las caracteristicas del material que constituye el medio. Son aplicables tanto a sélidos

como a liquidos o gases, siempre que puedan representarse como medios continuos.

Y puesto gue estos dos tipos de condiciones pueden formularse independientemente,
por si mismas no determinan de forma univoca la solucion de un problema cencreto.
Es necesario establecer relaciones entre las variables cinéticas y cinematicas. Dichas
relaciones dependen de la constitucion del material que se considere, y se conocen

como ecuaciones o leyes constitutivas,

La necesidad fisica de introducir estas ecuaciones es facil de entender: tensiones y
deformaciones no son independientes, sino que estan relacionadas como causa y
efecto. La experiencia cotidiana nos demuestra que para unas mismas cargas, las
deformaciones de dos piezas iguales de materiales distintos (por ejemplo, acero y

goma) son bien diferentes.

Supuesta constante la densidad del medio y que no existen transferencias mecanico-
térmicas, el problema a resolver tiene quince incégnitas (seis componentes de la
matriz de tensiones, seis de la matriz de deformaciones, mas tres componentes de
desplazamiento) y, en cambic, se dispone Unicamente de nueve ecuaciones: tres de
equilibrio y seis de relaciones deformaciones unitarias-desplazamientos. Para
completar la formulacién del problema son necesarias seis nuevas ecuaciones. Estas
relaciones adicionales son proporcionadas por las leyes constifutivas o relaciones

tensién-deformacién del material.

En la fig. 4.1 se muestra esquematicamente la interrelacion entre las variables

presentes en la formulacion general, en el caso de andlisis estatico. Como puede

verse, las fuerzas de volumen @, y de superficie 7; se relacionan con las tensiones a

través de las condiciones de equilibrio; los desplazamientos u, con las deformaciones
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unitarias £, a través de las relaciones deformaciones unitarias-desplazamientos; y las

tensiones o, con las deformaciones & i mediante las ecuaciones constitutivas.

Fuerzas de volurmen @, y de Desplazamientos
superficie T, 1

Relaciones
deformaciones-
desplazamientos

Tensiones Deformaciones

G | Ej

Ecuaciones
constitutivas

Figura 4.1. Relacién entre las variables de un problema elastico

4.2. EL ENSAYO DE TRACCION

Uno de los posibles métodos para determinar las leyes de comportamiento de los
materiales es el experimental. De los resultados obtenidos en los ensayos se formulan

las leyes generales que los caracterizan.

Entre estos ensayos, destaca unc de relativa sencillez y atil para obtener
caracteristicas fisicas del sélido: el ensayo de traccién simple’'. Como se vera
poste;iormente, una de las conclusiones del ensayo de traccion es la proporcionalidad
entre tensiones y deformaciones que se presenta en muchos materiales, mientras no
se sobrepase un cierto limite. Robert Hooke formuld por primera vez en 1678 la ley de
proporcionalidad entre fuerzas y desplazamientos, tras experimentar con muelles de

reloj: "uf fensio sic vis", que puede ftraducirse libremente "la deformacion es

! Pese a su sencillez, este ensayo pone de manifiesto la complejidad del fenémeno de la
deformacién, Como decia Orowan ya en 1944: "El ensayo de traccién se realiza con facilidad y
rapidez, pero sin embargo, no puede deducirse mucho de sus resultados, porque no se sabe Io
que realmente quieren decir. No son sino el desenlace de un nimero de procesos fisicos muy
complicados...".
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proporcional a la fuerza". Sus conclusiones para muelles pueden adaptarse al estudio
de piezas prismaticas en régimen elastico, imaginando el material formado por fibras
longitudinales que, frente a tracciones en su misma direccién, se comportan como
muelles. La solicitacién mas sencilla para este esquema seria imponer en todas las
fibras tracciones iguales, para que el fendmeno macroscépico resultante sea
homogéneo. Menabrea llamé a este modelo "sélido semirrigido”, pues en él se
prescindia de la contraccion lateral que acompafa al alargamiento de la pieza

prismatica.

Basicamente, el ensayo consiste en someter a una pieza recta normalizada, llamada
probeta (fig. 4.2), a una carga de traccién P que se aumenta gradualmente hasta la

rotura. En la probeta se realizan previamente dos marcas, separadas en el momento

inicial una distancia I, cuya variacién se mide por medio de un extensometro. La

carga se hace crecer lentamente® desde su valor nulo inicial, y se supone que esté

perfectamente alineada con el eje x de la probseta.

Figura 4.2. Ensayo de traccion

Suponiendo que la fuerza de traccidon P se reparte uniformemente en la seccion recta
del vastago centrai de longitud I_, la tension normal a la seccién en cualquier punto

de la misma sera:

(4.1)

donde A, es el area de la seccidn recta.

? Téngase en cuenta que la respuesta del material no depende solamente de la magnitud de la
carga sino también de su velocidad de aplicacién.
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Debido a la fuerza aplicada, la probeta se alarga. Habitualmente, se representa la
tension o, en la barra para valores crecientes de P en funcion de los alargamientos

unitarios longitudinales &,,. Ahora bien, hay gue tener en cuenta dos particularidades:

a} El valor de la tension se refiere siempre a la seccién recta inicial. A este
valor P/A_ se denomina tension nominal. En un momento cualquiera del ensayo, la
tension real sera F/A, donde A es el area de la seccidn en ese momento. Cuando se
trata de pequefias deformaciones, la diferencia entre P/A, y P/A es practicamente

despreciable.

b) El alargamiento unitario se define también respecto a la longitud inicial L , es

decir:

4.2

La deformacién asi definida se denomina "deformacion ingenieril” y constituye una

aproximacion de la deformacion real o logaritmica:

(4.3)

donde L es la separacion real que existe entre las dos marcas iniciales en el instante
en el que la carga actuante es P. No obstante, la expresion (4.2) es perfectamente

adecuada para pequefias deformaciones.

En la fig. 4.3 se representa el diagrama tensién-deformacién que se obtiene para el
acero estructural, también llamado acero dulce o acero de bajo contenido en-carbono

(aproximadamente 0,2%}).

Al ir aumentando el valor de la carga P, se observa en el diagrama un primer tramo
OA en el que la tension es proporcional a la deformacion. El punto A define el llamado
limite de proporcionalidad o, Para valores mayores de la carga se obtiene un tramo
no proporcional, hasta el punto B, que define el limite eldsfico o,. El framo OB se
caracteriza porque si se retira la carga aplicada en cualquier puntc del mismo, se

vuelve al estado descargado inicial.
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Figura 4.3. Diagrama tension-deformacion del acero

A la propiedad del material de recuperar su forma y tamafo al retirar las cargas se
conoce con el nombre de elasticidad. Si ademas la deformacién y la carga son

proporcionales (framo CA) se llama elasticidad lineal.

Js evidente que tanto el limite de proporcionalidad como el limite elastico son dos
puntos del diagrama que tienen particular importancia, al menos desde un punto de
vista tedrico. Sin embargo, su importancia practica es bastante menor para algunos
materiales, como son, entre otros, determinadas aleaciones de aluminio. La razén es
gue para estos materiales la zona de transicion del comportamiento elastico al
plastico, y la del comportamiento lineal al no lineal es tan gradual, que la
determinacion de estos limites a partir del diagrama tension-deformacidén es bastante
dificil. En otros materiales, ambos limites se encuentran muy préximes y en la practica

se consideran coincidentes.

Sobrepasado el limite elastico, al seguir incrementando la carga aplicada, se aprecia,
por una parte, un tramo en que las deformaciones aumentan sin que practicamente lo
haga la tensién. A partir de C se produce un aumento brusco de la resistencia de la

barra, provocado por una readaptacion de su estructura interna, hasta el punto D en el

que la tensién alcanza su valor méximo o, llamada tensién ditima o de rotura, si
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bien ia rotura real se produce instantes después (punto F) para una deformacion

mayor y una aparente disminucioén de tension.

Para entender este comportamiento aparentemente anomalo es preciso anadir que,
simultaineamente con la deformacién longitudinal, se produce una constante
disminucion de la seccién recta de la probeta. Durante el comportamiento elastico del
material, la diferencia entre la tension nominal y la tension real es despreciable, por
ser muy peq uefias las deformaciones originadas en la seccion transversal. En cambic,
una vez superado el limite elastico, la curva tension real-deformacién (linea
discontinua de ta figura) llega a diferir notablemente de la obtenida representando la
tension nominal. Ademas, tras alcanzarse la tension de rotura se produce una subita
reduccion de la seccion transversal en una zona de la probefa, que conduce a la
formacion de un cuello de estriccion en el q'ue se acaba produciendo la rotura de la
misma. De esta forma, la carga total que puede resistir la probeta se ve efectivamente

disminuida tras alcanzar la tension de rotura &, , pero esta disminucién se debe a esa

apreciable reduccion en el area de |a barra y ho a una pérdida de la resistencia del
material; de hecho, el material soporta un aumento de tension, como indica la linea de

trazos discontinuos.

Si la carga produce una tension que sobrepasa el limite elastico hasta llegar, por
ejemplo, al punto M de la figura y a continuacion se efectlia un proceso de descarga,
ésta tiene lugar seglin una recta paralela a la de proporcionalidad llegando, cuando la
carga se ha retirado totalmente, hasta el punto N. Como puede apreciarse, en el

proceso de descarga Unicamente se ha recuperado parte de la deformacion, la

llamada deformacion elastica ¢,, mientras permanece la deformacion plastica ¢, . La

deformacion total £ es la suma de ambas, es decir:

=g,+E, (4.4)

Como ya se ha dicho, el limite elastico resulta a veces dificil de determinar, por lo que
en la practica se asume como tal la tensién a la que corresponde una deformacion
permanente del 0,2%, Para su determinacion bastara trazar en el diagrama por g=
0,002 una paralela a la tangente en el origen (fig. 4.4). A esta tensidn se le conoce

con el nombre de tensién de fluencia o limite de fluencia o
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04 0.002
LY e

Figura 4.4. Tensién de fluencia Figura 4.5. Tensién de rotura

Los materiales cuyo diagrama de traccién es similar al del acero dulce se denominan
materiales ddctiles. La ductilidad se define como la aptitud a sufrir grandes
deformaciones antes de la rotura y suele ser una caracteristica de los materiales
metalicos. Entre estos materiales podemos citar, ademas del acero dulce, el latén, el

cobre, las aleaciones de aluminio, etc.®

Por otra parte, se llaman materiales fragiles los que sufren rotura sin deformaciones
plasticas apreciables; es decir, tienen un comportamiento elastico practicamente hasta
la rotura (fig. 4.5). Entre otros se encuentran, por ejemplo, el hierro fundido, el vidrio,
la piedra, el hormigén, etc. En muchos de ellos la tension de rotura a compresion es
bastante superior a la de fraccion. Conforme aumenta el contenido de carbono en los
aceros, éstos se vuelven menos dlctiles, aungue con mayor tensién de fluencia y de

rotura.

Puede cbservarse que la forma de la curva obtenida en el ensayo de traccién no es
tan sencilla como el prepio ensayo. Para simplificar el estudio matematico, se suelen
idealizar estas curvas dependiendo del problema y del grado de aproximacién
requerido. Y asl, en el andlisis de estructuras y materiales ductiles (fig. 4.6a), se
considera un diagrama idealizado consistente en dos tramos rectos: el primero

representa un comportamiento elastico-lineal desde el origen hasta alcanzar la tension

? Por lo general, estos materiales presentan un limite de proporcionalidad mas bajo que el acero
dulce y, como éste, suelen tener la misma tensién de fluencia a traccién que a compresién. En
cambio, los acetos de alta resistencia (con mayor contenido en carbono y otros elementos de
aleacién) pueden tener limites de proporcionalidad superiores al doble que el acero dulce.
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de fluencia o, (£, es la deformacion correspondiente), y el segundo es un tramo

harizontal, es decir, a tensién constante, donde el comportamiento es plastico y que
se prolonga hasta la rotura. Se denomina a este comportamiento elasto-plastico
perfecto. En el caso de materiales fragiles (fig. 4.6b), se supone comportamiento

elastico-lineal hasta la rotura.

(a) (b)

Figura 4.6. Diagramas idealizados de comportamiento: a) Materiales dictiles,
b) Materiales fragiles

4.3. EL SOLIDO ELASTICO. ENERGIA ELASTICA DE DEFORMACION

4.3.1. Materiales elasticos. Energia elastica de deformacién

Sea un cuerpe solido deformado bajo la accion de un sistema de cargas exteriores. Si
al retirar |as fuerzas aplicadas, se observa que el cuerpo recupera su forma y tamano
originales, entonces se dice que el material qgue lo constituye tiene un

comportamiento elastico bajo la accion de las cargas aplicadas.

En el comportamiento elastico, el estado actual de tensiones en un punto depende
unicamente del estado actual de deformaciones en ese punto. Esto es, existe entre

ambos estados una relacion biunivoca:
Oy :f(gld) 4.5)

gue es la expresion matematica de la ecuacion constitutiva de los materiales elasticos,
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y donde f es la llamada funcién de réspuesta elastica. A| ser esta relacién biunivoca,
es posible encontrar una formulacion inversa que permita obtener la deformacion a
partir de la tensidn. Precisamente por esta biunivocidad, es decir, a cada tension (o
deformacion} corresponde una y sélo una deformacion (o tension), el comportamiento
elastico es reversible e independiente del camino recorrido. Dicho con ofras palabras,
no depende de la historia seguida por las tensiones o defermaciones hasta alcanzar el
estado actual. (Facilmente se comprende que no puede decirse lo mismo para un
proceso de deformacion plastica). Asi pues, el proceso de deformacién elastica es un
proceso reversible, en el gue al retirar las cargas el cuerpo retarna a su configuracion

inicial.

Pero para definir de qué naturaleza es la relacidn entre el estado de tensiones y el de
deformaciones (es decir, la naturaleza de la funcidén f o de su inversa), es preciso
recurrir a consideraciones termodinamicas, concretamente a la primera ley de la
Termodinamica, que no es sinc una manera precisa de formular la ley de

conservacion de la energia.

ﬁ[?mtes de formular esta ley, conviene introducir el concepto de energia de

deformacién de un cuerpo elastico. Al producirse la defoermacion en un cuerpo
elastico como consecuencia de |la aplicacion de las cargas exteriores, se almacena en
el mismo una energia. Su existencia puede justificarse basandose en una simple
comprobacién experimental: cuando scbre un cuerpo elastico actla un sistema de
fuerzas, los puntos de aplicacion de las fuerzas se desplazan y, en consecuencia, se
produce un trabajo que se almacena en forma de energia de deformacion, y que
puede -ser posteriormente restituido al exterior. Al mismo tiempo, y como se ha

afirmado en repetidas ocasiones, se generan unas fuerzas interiores o tensiones}

A esta energia almacenada en el cuerpo deformado se la denomina energia elastica
de deformacidon. Entendida la energia como “capacidad para realizar trabajo”,
seguidamente se demostrard que esta energia almacenada o energia de deformacién
no es mas que la capacidad que poseen las fuerzas internas para realizar un trabajo a

partir del estado deformado del cuerpo. Se trata, por tanto, de una forma de energia

~ potencial, siendo Onicamente posible medir variacicnes de la misma.

Despreciandose posibles efectos electromagnéticos, una posible formulacion de la

primera ley de la Termodinamica seria la siguiente:
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En un sistema mecanico, la suma del frabajo realizado por las fuerzas exteriores mas
el calor que fluye dentro del sistema desde el extericr, es igual a la suma del

incremento de energia interna mas el incremento de energia cinética.

Simbolicamente e{sta ley puede expresarse como;
4mwwwwﬁm
SW + 5ql = U + —

(4.5)

{h\l \‘(‘m AT \J (A
donde SW es el trabajo realizado por las fuerzas exteriores que actdan sobre el

sistema, §Q es el calor que fluye al interior del mismo, 6T es el incremento de energia
cinética, y 8U el incremento de energia inferna. En un cuerpo elastico sometido a la
accién de unas fuerzas exteriores, la energia interna U es precisamente la energia
potencial de las fuerzas interiores (se expresara, de hecho, en funcién de éstas), a la

que hemos denominade energia elastica de deformacién.

Téngase en cuenta, como se ha comentado, que Unicamente son medibles
variaciones de energia interna; de ahi que en su formulaclon, la primera ley de la
Termodinamica no considere valores absolutes, sino variaciones de las magnitudes
que en ella intervienen. En cuerpos elasticos es habitual medir la variacién de la
energia de deformacién a partir de una configuracién inicial, la que corresponde a lo
qgue suele dencminarse estado natural del sdlide, y gue es aquella en la que se

suponen nulas las tensiones y deformaciones en todos sus puntos.

A continuacién se va a aplicar esta ley al caso de un cuerpo elastico en equilibrio bajo

—

la accion de un sistema de fuerzas exteriores de superficie y volumen, T y @,
respectivamente. Se supondra el cuerpo sustentado de tal forma que sea imposible
todo movimiento como sélido rigido. Bajo la accién de las cargas aplicadas, el estado
de tensiones en un punto esta definido por las seis componentes &, oy, O, 5y T
%= Y de la misma forma el correspondiente estado de deformaciones se define
mediante las seis componentes unitarias &, &y &= &y &= 52 Y las tres componentes
del desplazamiento u, v, w, supuestas fodas ellas referidas a un sistema cartesiano

trirrectangular xyz.

A partir de esta configuracion se aplica al campo de desplazamientos un

desplazamiento virtual &1 :
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5l = 5u 8+ 6v- &, +Sw-&, (4.7)

entendiendo por tal, un desplazamiento elemental, ficticio, compatible con las
restricciones cinematicas del cuerpo, y durante el cual permanece invariable el estado
tensional en cada punto del mismo. Teniendo en cuenfa las relaciones entre
desplazamientos y deformaciones unitarias para pequefias deformaciones, las
variaciones de las componentes de la matriz de deformaciones debidas al

desplazamiento virtual (8u, &v, dw), seran las indicadas en las ecuaciones (4.8): r

5 0o =l_6(5u)+8(5v):|
T x T2 oy o
e, 20 101 200 <
Yooy o2l ez ox |
s 2w o :l_a(5v)+8(5w)
= bz 72 & oy

De este cuerpo deformado en equilibrio estatico, que ocupa un volumen material V, se

segrega otro interior V~ encerrado en una superficie A”. Este dominio V™ también se
encontrara en equilibrio bajo la accién de las fuerzas de volumen & y de las tensiones

&, sobre su superficie circundante A”, y se supondra que permanece en equilibrio

durante el desplazamiento virtual &ii.
Al estar en equilibrio estatico no existe variacion de energia cinética (6T = 0), y
ademas supondremos que el proceso de deformacion se realiza sin intervencion del
calor (el flujo neto de calor 5Q = 0). Por consiguiente, de (4.6);

oW = sU {4.9)
Para intreducir el estado tensional en fa formulacion, se segrega la porcion en

equilibrio V', y se calcula la variacién de trabajo de las fuerzas exteriores como

consecuencia de ese desplazamiento virtual. Teniendo en cuenta (2.14):
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oW = [6,-6i-dd+ [®.54-dV =
i

= [(6.n,+5, n,+6, n) 6u-da+ [D&i-av = | (4.10)

A
o, I - P
:,;[[6_((7 Su +—(0'y-5u)+&(az=5u)+q>-5u:|dlf

donde n_,n ,n_son [os cosenos directores del vector unitario normal a la superficie,

x? Cp2 itz
dirigido hacia el exterior de la misma, y se ha supuesto que se cumplen las
condiciones de continuidad de todas las componentes y de sus primeras derivadas, lo
que permiie transformar la integral de superficie en una integral de volumen aplicando

el teorema de la divergencia. Haciendo operaciones en (4.10), resulta:

5. 08, 85, -
oW = a0"+ y+aaz+CD S - dV +
A ox oy oz

+vj[& o) 208 .%‘Sj_)].dv

N 2 )" ?

4.11)

Ahora bien, la primera integral es nula, por la condicion (2.29) de equilibrio interno. Por
otra parte, teniendo en cuenta la expresién (4.7) para el desplazamiento virtual, asi

como las expresiones (2.16) a (2.18), se obtiene:

SW = I(aﬂ&sn +o,de, +0, .66, +2v e, +127 OF, + nyzaﬁ'yz)dV =5U

(4.12)
en donde para la segunda igualdad se ha tenide en cuenta (4.8). De esta expresién
puede concluirse que el trabajo de las fuerzas extericres es propiamente una energia
~interna almacenada en el medio (medio conservativo), a la que se ha denominado
energia elastica de deformacién, y que coincide con el trabajo de las fuerzas
interiores. Naturalmente, este resultado solo es valido para pequefas deformaciones.

En lugar de utilizar directamente como variable la energia interna U, es habitual usar
en su lugar la energia interna por unidad de volumen, también llamada energia
elistica especifica o densidad de energia de deformacién U,. La relacion entre

ambas sera, por tanto:
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U=[U,-av (4.13)

y la variacion de energia de deformacién vendra dada entonces por:

oU = [ 8U,-av (4.14)

donde, de acuerdo con {4.12):
sU, =00, +0,08, +0,06, +21,06,+21, 06, +21 06, (4.15)

Ademas, por la relacion biunivoca entre tensiones y deformacicnes en los materiales
elasticos, la energia de deformacion podra expresarse como una funcién de las

componentes de deformacién, es decir:

U7, =U, (sn,e

»?

EurErrE0r by ) (418

=y

Luego al producirse una variacion (du, dv, dw) en el campo de desplazamientos, la

variacion de la funcién U, sera:

510)
SU, = U, dg + U, de,, + ah S, + s 55 4+ Se .+ g, (4.17)
de,, s, oe,, oe, T o, T 0g,

Siendo &, ¢, de,, O, 06, Oc,, las variaciones de las deformaciones unitarias

zz? ap
correspondientes a esa variacion en el campo de desplazamientos. Comparando
(4.15) y (4.17), se concluye:

8U, 18U, oU,
o, = T, == T, =
e, Y 20s, Y oy,
o, = U, T, _ Lot (TH = —aUO] (4.18)
e, 2 0%e,, oy,
aU, 10U, ou,
O, = T =% Ty ™
e ® 20, ey,

Luego para asegurar que se satisface la primera ley de la Termodinamica, éstas son

las relaciones que deben cumplirse entre las componentes de la matriz de tensiones y
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tas de la matriz de deformaciones en un punto, relaciones que se establecen a través
de la variable U,, energia elastica especifica. Ademas de reversible, el ciclo carga-
descarga de un procesc de deformacion elastica es un ciclo cerrado en &l que no se

genera energia.

Finalmente, un breve comentario sobre las condiciones de existencia de Ia funcién U,
ya que esta funcidn no siempre existe para un proceso termodinamico general. Puede
comprobarse, aplicando el primer y segundo principio de la termodinémica, que en los
procesos reversibles adiabdticos (sin intercambio de calor entre el sistema y el
entorno) y en los procesos reversibles isotérmicos (a temperatura constante), puede
encontrarse una funcion escalar U que es funcion de las componentes de
deformacion unitaria y verifica las ecuaciones (4.18). En otro tipo de procesos no se
puede garantizar la existencia de U, Aunque en la realidad no existen procesos
perfectamente adiabaticos o isotérmicos, puede considerarse que cargas aplicadas
muy lentamente representan condiciones isotérmicas, y cargas aplicadas muy
rapidamente condiciones adiabaticas. Generalmente, en la asignatura suponemos que
el proceso de aplicacion de las cargas es cuasi-estatico, significando con esta
expresion que las cargas se aplican de manera que crecen muy lentamente hasta
alcanzar su valor final, de tal forma que las deformaciones también van aumentando

de forma muy lenta, sin variaciones de temperatura apreciables,

4.3.2. Energia elastica complementaria

Analogamente a (4.16), puede definirse para los solidos elasticos una nueva funcién

escalar UJ; que sea funcién de! estado de tensiones, es decir:
xp® “xz?

Uy =U3(0,:0,,0,74 70T, ) | i (4.19)

a la que se denomina densidad de energia complementaria de deformacion,

definida de forma tal que se satisfacen las ecuaciones:

. - ou, _1au; _au,
* 8o, Y 201, Vo or,,
¥ * aUll

&y = o, £ Zl oY% Ve = : (4.20)
oo, 297, ot
aU, 18U, eu,

gzz - 3 z Ve =

do, » 207, ¥ oot
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En efecto, supongamos que existe esta funcion y es tal que:
U +U, =08, +0,6, V0,6, +2t,6 +2t 6 +27 €, (4.21)

il

Diferenciando (4.21} con respecto a o, y aplicando la regla de la cadena en la

diferenciacion, resulta:

oU, U, | 8e, au, | %, au, | oe,
=g, +| o, Tyl - 2 o, - =g
do oe,, ) 0o, ¥ 8eg, ) oo, ge, ) 8o,

5} 0
+| 2r _aUU ._87‘3’4, foz—aUO .ai_k 2r _% i
7 2e, ) 9o, de_ ) 8o, ¥ o, | oo,

donde, de acuerdo con (4.18), todos los paréntesis se anulan, obteniéndose

(4.22)

finalmente:

au”
g (4.23)

T Cxx
d T

que coincide con la primera de las ecuaciones (4.20). De forma similar, derivando la
ecuacion (4.21) con respecto a cada una de las otras cinco componentes de tension,

se obtiene el resto de ecuaciones (4.20).

La introduccion de la funcion energla de deformacion (o bien de la energia
complementaria) permite simplificar el problema de determinar las componentes de la
matriz de tensiones (o de deformaciones), ya que el nUmero de funciones incognitas
se reduce de seis a uno. Bastaria conocer la expresién de esta funcién para formular
las ecuaciones constitutivas de un material. De hecho, éste es el camino que se

sequira para generalizar la ley de Hooke conocida del ensayo de traccion.

Los conceptos de densidad de energia de deformacion U, y densidad de energia
complementaria de deformacion U; pueden ilustrarse graficamente para un caso

particular de carga ya considerado: el de una probeta sometida a una fuerza creciente

de traccién P. Esta carga da lugar a una tension o, y a una deformacion unitaria

longitudinal &, cuya relacién (en general, no lineal) se representa en la fig. 4.7.
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Cux {(Exx » Gxx)

Figura 4.7. Comportamiento no lineal Figura 4.8. Comportamiento lineal

Para este caso particular de carga, segtin (4.18) se cumplira:

dU,

= e ( 4.24)
¥y, por consiguiente:
Un: “-O‘H'dﬁ'ﬂ (425)

lo que significa que U, se corresponde con el area comprendida entre la curva y el eje
de abcisas (deformaciones). Ademas, de la relacion {4.21) entre U, y U:,

particutarizada para el caso de traccion, resulta.
U, +U, =0, &, (4.26)

que permite concluir que la energia complementaria de deformacion viene dada por el
area comprendida entre la curva y el eje de ordenadas (iensiones), expresada

matematicamente por:
Us = [, do,, (4.27)

lo que es conforme con (4.20).
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Cabe indicar, por ultimo, que si el material tiene un comportamiento elastico lineal, tal
come el representado en la figura 4.8, entonces coinciden ambas magnitudes, es

decir:
U,=U, {4.28)

y, para el caso de traccion que se esta considerando, se verificara:

U, =0, =5cr £ (4.29)

4.4. LEY DE HOOKE GENERALIZADA

Ya se ha mencionado que Hooke habia postulado la proporcionalidad entre fuerzas y
deformaciones, propiedad que ha quedado verificada al estudiar el ensayo de
traccion, siempre que las cargas no sobrepasen determinados limites. Esta relacién
proporcional se establece a través de una constante caracteristica del material

denominada modulio de Young o modulo de elasticidad lineal E, en |a forma:
c,=E-¢_ - (4.30)

donde x es la direccion en gue se realiza el ensayo. Esta ecuacion se conoce con el
nombre de ley de Hooke y, como se ha dicho, es valida mientras la tension no

alcance el valor correspondiente al limite de proporcionalidad.

Esta expresion de la ley de Hooke, formulada a partir del ensayo de traccion, solo
tiene en cuenta la deformacidn axial. Sin embargo y como se comentd al hablar del
ensayo, simulianeamente tiene lugar una contraccidn lateral que provoca la
disminucion de las dimensiones de la seccion recta de la barra, y esa ley no
contempla esta deformacion transversal. Por otra parte, esa expresion se ha deducido
para un estado de tensiones muy patticular como es el estado uniaxial caracteristico
del ensayo de traccidn. Sin embargo, en el comportamiento de estructuras reales lo
habitual es encontrarse con que las cargas aplicadas son bastante mas complicadas
que las del ensayo de fraccion, dando lugar a estados tensionales también mas

complejos que el considerado en traccidn simple. El caso mas general que, al menes
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tebricamente, podria presentarse seria el estado triaxial de tensiones representado en
la fig. 2.5.

Partiendo de la ley de Hooke tal como ha sido formulada en el ensayo de traccion, se
hace necesarioc dar un nuevo paso: tratar de establecer una relacion entre las
componentes de tensién de este estado general de tensiones y las correspondientes

compenentes de deformacion.

Una generalizacion l6égica de la ley de Hooke, debida a Cauchy, consiste en suponer
gue en cada punto del cuerpo cada una de las componentes de tensién es una
funcion lineal de las componentes de la matriz de deformaciones. La ley resultante se
conoce con el nombre de ley de Hooke generalizada vy, para un estado isotermo, se

expresa matematicamente en la forma:

O-xx = C]lgx;c + Cugyy + C13£zz + Cngy + CLSEJ:Z + C‘lﬁgyz
0, =ChE + szgyy +Cpue,, + Cpu&,, +Cpse,, + Chet,

{4.31)
7, =C58, +Cqe,, +Cye +Cue, +Cue,, + Coe,
v en formulacion matricial;
7~ - r

O Cu Cu C13 CM C15 Clﬁ Eue

GW Cz] sz Czs Cz4 Czs C?_s gyy
T L _ Cy Caz Csa Gy G C36 i & | (4.32)

Ty Ca C42 C43 C44 Cas C4s Ey

- Cy Csz Csa Cs4 Css Css Lo

MTJ“ _Cel Csz Cﬁz Cﬁ4 CGS Ces | h«E' ya

o, en notacidn compacta:

{o}=]¢1{e) (4.33)

Esta generalizacion es valida para pequefias deformaciones, y en ella los coeficientes

de la matriz Cij se denominan coeficientes eldsticos o mddulos elasticos del
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material. En general no son constantes, sino que pueden ser funcion de la posicion y

de la temperatura (decreciendo ordinariamente con ésta).

Se demostrara, a continuacion, que los 36 coeficientes de la matriz [C,.J.] no son

independientes. En efecto, de acuerdo con {4.18):

ou,
O = 9e =C8, + C12£yy +Che, + Cl4gxy +CE, + Cxﬁgyz
Xx
ou,
_YY _
T, = e C,e,.+ Cngw +CuE, + C'2451y +C6 + Czs.s'yz
e, (4.34)
ou,
T, = 767/ =Cqe, +Cqe, +Cut, +Cye,, +Cyé + CeE
¥z

donde pueden establecerse las siguientes igualdades de derivadas cruzadas:

U, C. - U,
12 T 21
de,0¢,, o¢, O¢
_________________ (4.35)
o', o*U.
e =C= —=Cy
de O, oz, 0¢

es decir, se concluye que la matriz de coeficientes elasticos es simefrica y, por
consiguiente, solamente hay 21 coeficientes independientes. En otras palabras, el
numero maximo de coeficientes elasticos que caracterizan un material elastico lineal
es 21. En este caso se dice que el material es aniséifropo. Se vera que ese nimero

se reduce cuando el material posee, ademas, ciertas propiedades de simetria.

La integracion de las ecuaciones (4.34) proporciona la expresion general de ia energia

de deformacion por unidad de volumen para un material anisotropo:

2
+ 08, +Che, +ChE 6+ + Cyf 6 + (4.36)

2
+CEn €, + o 8, + Cogb 8, + o+ e ]

ax®yz 2z% yz
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También puede llegarse a la misma formulacion general desarrollando la funcién U,

en serie de potencias de las deformaciones. Con objeto de simplificar la demostracién

se recurrira a la notacién indicial. En notacién indicial (convenio de la suma), U, se

puede expresar coma:

1
U, = A+ By 85+ = Cyppy 5y Gy +9(s*) (4.37)

donde @(53) indica que el error de considerar sélo los tres primeros términos es del

orden de €°.

Admitida la existencia de un estado natural del cuerpo, estado que se caracteriza
porque en él son nulos los estados de tensiones y deformacicnes, asi como la energia
de deformacian, entonces se deduce que A = 0. Por ofra parte, teniendo en cuenta

{4.18) y que para deformacion nula también se verifica o; = 0, se deduce gue B; = 0.

Luego, segun (4.37), y despreciando para pequefias deformaciones los términos de

tercer orden o superior, gueda definitivamente para U, la expresion cuadratica:

U :%Cﬂm}a g.’c.’ gnm (438)

a

que, en forma desarrallada, es la ecuacion (4.36).

4.5, CUERPOS ELASTICOS ISOTROPOS: RELACIONES TENSION-
DEFORMACION. ECUACIONES DE LAME

Si el material posee determinadas simetrias en sus propiedades elasticas, el numero
de constantes elasticas independientes disminuye. Por ejemplo, si presenta simetria
con respecto a un plano, el nimero se reduce a 13, y si existe simetria con respecto a
tres planos mutuamente perpendiculares, sélo 9 constantes resultan independientes.
Los materiales que poseen esta propiedad se denominan materiales ortétropos. Por
dltimo, aguellos materiales en los que las propiedades elasticas son independientes
de la direccion considerada se denominan maferiales jsétropos, y en ellos el nimero

de constantes se reduce a 2.
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La condicidn de isotropfa exige que las constantes elasticas sean invariantes ante

cualquier rotacion del sistema de referencia. Es decir, la matriz [C‘u] debe tener las

mismas componentes sea cual sea el sistema de referencia. Precisamente basandose
en esta invarianza de las relaciones entre tensiones y deformaciones, se puede
demostrar facilmente que para definir los materiales isdtropos bastan dos constantes
elasticas. Esta demostracion se simplifica cuando se utiliza como sistema de
referencia el definido por las direcciones principales de deformacion. De acuerdo con

(4.38}, la expresion de U, en este sistema vendra dada por:
1
U, = E[C“E]Z +2C, 88, +2C, 88, +C,es +2C,,6,8, + CBs:] (4.39)

Al ser el material isotrapo, las constantes elasticas que aparecen en esta expresion
son las mismas para todas las direcciones. La denominacion de los ejes principales es
por eso arbitraria, y resultari: ‘,Cujz C,=0C,;=C v (C,=C,,=C,=C,. Estas
relaciones se pueden demostrar facilmente haciendo permutacién de ejes. La
ecuacion (4.39) confiene por tanto sélo dos coeficientes diferentes, v se puede

expresar en la forma alternativa:

UO:%2,(5'1+52+£3)2+§i|?(512+£22+.9§) (4.40)
AR
donde:
A=C,, G=C‘;CZ (4.41)

son los llamados coeficientes elasticos de Lamé. Si el material es homogéneo y la
temperatura uniforme, ambos son constantes en todos los puntos. Usando (3.26), ta
ecuacion (4.40) puede expresarse tambien en funcién de los invariantes de

deformaciones:

U, —(%/’HG]J{"—ZGJZ =%Jf +G(77 21, (4.42)
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Introduciendo las definiciones de los dos primeros invariantes J_y J, en términos de

las componentes de deformacién referidas a un sistema arbitrario Xyz, se obtiene:
U —11( ve, +6,) +G(ed +ed 467 +262 +267 1262 (4.43)
o 2 € Eyy 2z o Syy Lo xv xz Syz '

En términcs de la dilatacion clbica unitaria e (cfr. (3.28)), v haciendo uso de (4.18),
resulta:
o, =Ale+20s, 1,=2Gsg,
o, =Ae+2Ge,, 7,=2G¢, (4.44)
o, =Ae+2Ge, 1,=2G¢,

que constituye una de las posibles formulaciones de la ley de Hooke, para materiales
elasticos lineales e isotropos. Esta formulacion de tensiones en funcién de
deformaciones se conoce con el nombre de ecuaciones de Lamé. En ellas aparecen

las dos constantes del mismo nombre.

Es posible también obtener las férmulas inversas, es decir, las expresiones de las

deformaciones en funcion de las tensiones. Sumando en {4.44) las ecuaciones de Oy,

Oy Oz
o, +a, +o, =1 =317 +2GJ, | (4.45)
es decir:
1, =(314+2G)J, (4.46)

Despejando ¢ . en la primera de las ecuaciones (4.44) y teniendo en cuenta (4.46),

resulta:

S L R e St
2G 2G 34+2G 2G(34+2G)
_ A+G o — A (o‘ +O')
G(3A+2G)| ¥ 2(A+G)* 7 7

(4.47)
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o bien:
1
tu=—0n-v(0,~0.)] (4.48)
donde:
EzG(L”G), v =L (4.49)
A+G 2(A+G)

son dos coeficientes elasticos, denominados moédulo de Young (ya introducido
anteriormente) y coeficiente de Poisson, respectivamente, expresados ambos en
funcion de las constantes de Lamé A y G. Eliminando A entre ambas ecuaciones se

obtiene la siguiente relacion entre los restantes coeficientes:

G E

=5 (1+v) (4.50)

Operando de forma analoga se obtendrian ¢, y £, siendo el conjunto final de

ecuaciones:
tu=lon-v(0, 40, )] oy -1t
£, :—;—I:O'w—v(on+0'ﬂ):| £, =1+?Vz'ﬂ (4.51)
1 1
gﬂzf[aﬂ—v(an+aw)] sﬂ:%rﬂ

que constituye una nueva formulacion de |la Ley de Hooke generalizada.
De {a ley de comportamientoﬂ"(4.51), o de su equivalente (4.44), se deduce gque cuandoj

Ey=E,=E, =0, entonces Ty =Ty =T, = 0, y viceversa. Es decir, coinciden las

direcciones principales de las matrices de tension y deformacion. Por esta razén, en
fos materiales is6tropos no se hace distincion entre ejes principales de tensién y de

deformacion. A estos ejes simplemente se los denomina ejes principales.

Finalmente sustituyendo (4.51) en (4.43) se obtiene la expresion de |la densidad de

energfa de deformacion en funcion de las tensiones:
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I = 1 ) 2 2y ¥V
o (O-xx+o-yy+o-zz)—_E O-uo-yy+o-no-zz+o-wo-zz +

2k (4.52)

Lo o s
+56(T1y +sz +Tyz)
También puede expresarse Uo en funcion de tensiones y deformaciones, resyltando:
-1 53
u,= E[JHSH +0,6, +0 €, +27 6, +27 €.+ nyzgﬂ:l (4.53)

de la que se hara utilizacion mas adelante.

4.6. DEFORMACIONES Y TENSIONES DE ORIGEN TERMICO

Se ha supuesto hasta ahora que la femperatura se mantiene constante durante la
deformacion y no influye por esta razén en las relaciones constitutivas. En esie
apartado, se considerara su efecto sobre los estados de deformacion y tension a

traves de las llamadas cargas de origen térmico.

El efecto de la temperatura sobre la deformacidn unitaria se manifiesta de dos formas:
primero, modificando los valores de las constantes elasticas; y segundo, produciendo
directamente una deformacion unitaria aunque no haya ninguna tensién. El primer
efecto es pequefio para cambios de femperatura de unos pocos cientos de grados
centigrados y no se debe tener en cuenta. El segundo efecto se llama deformacion
unitaria térmica y se representara por £. Para un material isotropo, por razones de
simetria, se demuestra gue la deformacion unitaria térmica debe ser una expansion
pura o una contraccién pura, sin que aparezcan componentes cortantes respecto a
ninglin sistema de ejes, y que puede expresarse linealmente en funcidn de la variacion

de temperatura AT, siempre que ésta no sea excesivamente grande. Por consiguiente:

! ! i
g =gl =g =a AT

xx » 2z

r 1 ) (4.54)
By =8, =6, =
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donde « es una caracteristica fisica del material, que se denomina coeficiente de

dilatacién lineal.

Y asi, para un modelo unidimensional, como es el casc de una barra de longitud L
(orientada en x) sometida a un incremento de temperatura AT, el alargamiento unitario

debido a esta carga térmica sera:

£ :%:a-AT (4.55)

i

y, par tanto, su aumente de longitud:
AL =alAT {4.56)

La deformacion unitaria total en un punto de un cuerpo eléstico es la suma de la

debida a la tensién mas la debida a |la temperatura, es decir [cfr. (4.51)y (4.54)]:

£ =%[O’n —V(O'yy +Jﬂ)]+aAT &y =1+va@
.«:y),z% (TW—V(O'H+O'R)]+Q’AT SH=I+?VTH (4.57)
su:% O'ZZ—V(O'H+O‘W):|+(ZAT 3ﬂ=H?V‘:yz

Volviendo al modelo unidimensional que se estaba considerando, si la barra puede
deformarse libremente, es evidente que no quedara sometida a tension alguna. En
este caso, a una variacion de temperatura correspondera exclusivamente el cambio de
longitud expresado en (4.56). Pero si la libre dilatacion esta restringida, se originara en
{a barra una tensién normal o, que contrarrestara la deformacidén de origen térmico,

siendo en este caso la deformacién total {cfr. {(4.57}]:

e, =22 1 AT (4.58)
E

pis

Y si la condicidon de contorno es tal que &,,=0, se producira una tensién:

o, =—E-aAT (4.59)
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Tensiones de este tipo, criginadas como consecuencia de la restriccion a la libre
dilatacion en un cuerpo que esta sometido a una variacién de temperatura, se llaman

tensiones termoelisticas.

4.7. CONSTANTES ELASTICAS

El comportamiento mecanico de un material queda caracterizado por una serie de
parametros o constantes elasticas, algunas de las cuales aparecen, como se ha visto
anteriormente, en las ecuaciones constifutivas que relacionan las componentes de

tension con las componentes de deformacion.

De algunas de las constantes elasticas existe una interpretacion fisica sencilla, basada

en los resultados experimentales obtenidos en los ensayos mas simples.

4.7.1. Ensayo de Traccidn

En el ensayo de traccion, representado esquematicamente en la fig. 4.9, en un plano
perpendicular al eje x de la barra la (nica componente de tensién distinta de cerc es la
tension o, paralela a dicho eje. Esta direccion es principal, al igual que dos
direcciones cualesquiera perpendiculares a ella. Teniendo en cuenta (4.51), resulta

que las Unicas deformaciones que se producen son:

T e __ %
g = Z &, =&, = V&, ——V? (4.60)
G)(X ry
rfTTT T 1 G
O-XX .4_.._If,, _______________________ L‘_.,xx
E T ;
1
0 Exx

Figura 4.9. Ensayo de traccién
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A partir de las formutaciones (4.60) seria posible obtener tas constantes Ey v,

(4.61)

El sentido fisico impone que debe producirse un alargamiento en la direccion de
traccidon y un acortamiento en las direcciones transversales. De ello se deduce que

E>0y v>0.

El modulo de elasticidad E, que tiene unidades de tensidn, es relativamente grande
para materiales que son bastante rigidos, como son los metales estructurales. Por
ejemplo, el del acero es del orden de 200 GPa y el del aluminio 70 GPa. Materiales
més flexibles tienen médulos de elasticidad menores. Para muchos materiales, el valor

de E en compresion es el mismo que en traccion.
En cuanto al coeficiente de Poisson, en la mayoria de los metales (aceros, efc.) su
valor varia entre 0,25 y 0,3. Para el aluminio y el cobre, alcanza valores ligeramente

superiores.

4.7.2. Cortadura pura

En un ensayo de torsién (se vera en un tema posterior), se puede originar el llamado

estado de cortadura ¢ cizalladura pura. En el estado de cortadura de la fig. 4.10, la

(nica componente de tensidn distinta de cero es 7, =7, . Sustituyendo en (4.51), la

Unica componente no nula de deformacion es:

T+v Tyy

_ 4.62
=g T T g (4.62)

De esta expresion puede obtenerse el valor de G, que se denomina médulo de

—elasticjdad transversal o modulo de rigidez cortante:

(4.63)
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Txy

Yxy

Figura 4.10. Ensayo de cortadura pura

Al igual que E, este coeficiente tambien tiene unidades de tension. El del acero es del

orden de 80 GPa y el del aluminio 30 GPa.

4.7.3. Estado hidrostatico de tensiones

En el estado de compresion hidrostatica representado en la fig. 4.11:

I
I
Al
I
5
Il
@

En este caso, la variacion unitaria de volumen resulta:

oty v, - 2072
e—=&, gyy o —
E
o bien:
e:__‘p—
K
donde:
3 E
3(1-2v)
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es un coeficiente mas del material al que se denomina médulo de compresibilidad o

mdodulo de efasticidad volumétrico.

.

Figura 4.11. Estado hidrostdtico de compresién

Como fisicamente es imposible gue aumente el volumen ante un estado de

compresion hidrostatica, necesariamente K > 0, y dado que E > 0 se concluye que:
v<0,5 (4.69)

Segun se deduce de (4.66), el valor de |a dilatacién clbica e sera tanto menor cuanto
mads se aproxime v al valor limite 0,5. Cuando v = 05 K se hace infinito, lo que
corresponde a un material rigido cuyo volumen no cambia. El caucho tiene un
coeficiente de Poisson proximo a este valor limite. En el otro extremo, entre los
materiales con valores extremadamente bajos del modulo de Poisson se encuentra el

corcho, para el cual v es muy proximo a cero. El del hormigdn oscila entre 0,1y 0,2.

4.8. PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

En la Teoria Lineal de la Elasticidad puede aplicarse ef principio de superposicion, que
expresa que el estado de equilibrio debido a varias acciones exteriores es igual a la
superposicion de las soluciones que corresponden a cada accion exterior actuando

independientemente.
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Supdngase un cuerpo elastico al que se aplican fuerzas de superficie 1—"" y fuerzas de
volumen @, Y sea [TyJ la matriz de tensiones originada en un punto del mismo como

consecuencia de la aplicacion de estas fuerzas. Y supdngase también el mismo

cuerpo elastico descargado al que se aplican otras fuerzas de superficie T'_ y ofras
de volumen @', a las que corresponde la matriz de tensiones [T'I.j] en ese mismo

punto del cuerpo.

El principio de superposicidon permite afirmar que si se considera que al cuerpo

elastico se le aplican simultaneamente los dos sistemas de fuerzas, (Tn +1’—*‘") y

(§D+ (f)'), la matriz de tensiones representativa del estado tensional en el punto que se
esta considerando sera [Ty. + T'UJ. Es decir, fas fensiones debidas a la accién

simuftanea de dos sistemas de fuerzas se obtienen sumando las correspondientes a
las acciones aisladas de cada uno de ellos. Lo mismo puede afirmarse del estado de
deformacion. Una consecuencia inmediata es que el estado final del cuerpo no

depende del orden en gue se aplican las fuerzas.

Es evidente que para que este principio sea valido las tensiones en el estado
superpuesto resultante tienen que verificar las ecuaciones de equilibrio interno, las
ecuaciones de equilibrio en el contorno y las ecuaciones de compatibilidad expresadas

en términos de tensiones.

Par ejemplo, se va a hacer esta comprobacién con la primera de las ecuaciones de
equilibrio interno (2.30). Para cada sistema de fuerzas actuando independientemente

se verificara:

ot
a§“+ a;”+a;ﬂ+cpx=0
; * i ? (4.70)
1 T L]
Ty "y+arﬂ+¢)'x=0
x oy oz
Sumando miembro a miembro;
b5} +a' oz, +r',) & '
(7 G”‘)+ ( 2 Y)+ (T""+T”)+(CDX+LIJ'I):O (4.71)

ax £y oz
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que no es sine la primera ecuacién de eguilibrio interno para el estado final.

Comprobaciones anédlogas se pueden hacer con las demas ecuaciones. Por ejemplo,
la segunda de las ecuaciones (2.24) de equilibrio en el contorno en cada uno de los

sistemas de fuerzas proporciona:

T, =t n+o.n +1,.n,

. , i , (4.72)
T =T B, to' n +T' n
de las que se obtiene, sumando miembro a miembro:
(Z,y +T'ny) = (rIy +r'@)nx +(o-w + o-'w)ny +(Tyz +r'yz)nz (4.73)

gque es la condicién de equilibrio en el contorno para el sistema resultante.

Como se abserva, el principio de superposicion descansa en el caracter lineal de las
ecuaciones que gobiernan el problema. No se verificara en una tecria no lineal {por
ejemplo, cuando las deformaciones dejen de ser infinitesimales). Incluso en la teoria
lineal, no se podra admitir dicho principio cuando los cambios de posicién y forma del
cuerpo tras aplicar el primer sistema de fuerzas haya que tenerlos en cuenta al aplicar

el segundo sistema.
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PROBLEMAS

4.1. Una barra de seccién rectangular ax b = 100 x 50 mmZ2 y longitud L = 2 m sometida a
una traccion F = 500 KN experimenta un alargamiento AL = 1 mm y una conlraccion lateral Ab =
-0,007 mm. Se pide:

19) El médulo de elasticidad longitudinal de la barra.

2°) Valor del cosficiente de Poisson.

39 La variacion de la dimensioén de lado a = 100 mm de la seccion recta.

4% Dimensiones de la seccion recta si la barra se somete a una traccion de 400 KN.

4.2. Una placa rectangular a x b = 50 x 25 cm2 de espesor constante, sometida a un sistema
exterior de fuerzas, presenta un estado tensional con las siguientes tensiones principales en
todos sus puntos:

g, =70 MPa g, =30 MPa o, =0 MPa

Las direcciones principales son las perpendiculares a los lados de la placa. Conocido el madulo
de elasticidad E = 200 GPa y el coeflciente de Poisson v = 0,3, calcular:

19) Variacién del area de la placa.
2°) Deformacion unitaria del espesor.

G2

ai

I »
— Ld

7 }
e a

F4

4.3. Sobre el prisma recto de la figura actian las fuerzas F, = 100 KN y F, = 20 KN
uniformemente repartidas sobre las caras indicadas. Las longitudes de las aristas del prisma
son AB =4 cm, AD = 10/3 cm y AA’ = 2 em. Sabiendo que el prisma es de acero ( E = 210 GPa,
v = 0,25}, calcular:

1°) Componentes intrinsecas del vector tension correspondiente al plane inclinado 60° que se
indica en la figura.
2°) Alargamientos principales unitarios.

aAF
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4.4. Sobre el prisma recto de la figura actdan las fuerzas normales F, =100 KN, F,= 20 KN y
las fuerzas de rozamiento F, = 80 KN y F, = 300 KN, uniformemente repartidas sobre las caras
indicadas. Las longitudes de las aristas del prisma son AB = 4 cm, AD = 10 em y AA' = 2 cm.
Sabiendo que el prisma es de acero ( E = 200 GPa, v = 0,25), calcular:

1°) Apoyandose en el circulo de Mohr, tensiones principales y direccién correspondiente a la
maxima tensian principal de traccion.

2°) Deformaciones principales.

3% Deformacion angular de los lados perpendiculares OM y ON contenidos en el plano inclinado
60° de la figura.

4%y Deformacién angular de los lados AA'y AD,

AF

1 ¥
M .
[») Aa x

A

4.5. El paralelepipedo de la figura tiene de longitudes de las aristas: OC=18 cm; OA=9 cm y
00'=6 cm. Sobre las caras del paraleleplpedo actian unos campos de tension:

Oyx = -4 MPa; oyy = 0 MPa; ozz = 1 MPg;
Txy =4 MPa; Tz = 0 MPa; Tyz = -2 MPa;
Se pide:

1%) Tensiones principales y direccion correspondiente a la méxima tensidn principal de traceion,
2°) Matriz de deformaciones.
3% Incremento de longitud de la diagonal OB’

Caracteristicas del materal: E=200GPa, v=02
O! Y C’
A’ B’
O I
Al 7 | ¢ X
B
VA

4.6. El cubo de la figura, de material con coeficiente de Poisson v = 0,3 y encajado en una
pieza de material indeformable, se encuentra sometido a una compresion o7z = 100 MPa y libre
en la direccion x. Determinar la tension tangencial maxima y el plano en que se produce. El
contacto es sin rozamientos.
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]‘z

+—

4.7. Un cubo de arista a se encaja en un hueco de paredes rigidas y sobre |a cara libre se hace
actuar una compresién de valor o. Calcuiar las compresiones que las caras del cubo producen
sobre las paredes del hueco, asi como la deformacién unitaria segin z. Se desprecian los
rozamientos. El material del cubo tiene maédulo de elasticidad E y coeficiente de Poisson v.

4.8. Un cubo de arista unidad, de un material de caracteristicas E y v, encaja exactamente en
una ranura de paredes rigidas, tal como se indica en la figura. Sobre dos caras opuestas actian
unas fuerzas de compresién F que se suponen uniformemente repartidas en las mismas.
Determinar las deformaciones unitarias y tensiones. Se supone el contacto sin razamiento.
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4.9. Dos cubos de arista unidad y material de caracteristicas E y v, se apoyan entre si y
encajan en una ranura de paredes rigidas tal como se indica en la figura. Bajo la accion de las
fuerzas indicadas, determinar las tensiones y las deformaciones unitarias. El contacto es sin
rozamiento.

4.10. Un cubo de aluminio de 1 cm de lado esta encajado sin huelgo ninguno en una ranura de
1 cm de ancho, de una losa de acero. Suponiendo que la losa es rigida, se desea:

1°) Descenso de la cara superior del cubo por la aplicacion de una carga P uniformemente
disfribuida de 6 kN.

2°) Calcular ese descenso en el caso de que la ranura tuviera 1,1 ¢m de ancho y el cubo
quedara con un huelgo de 0,5 mm a cada lado.

Se desprecian los rozamientos. Las caracteristicas mecanicas del materiat del cubo son:
E =70 GPa; v=1/3,

P=8000 N

Va

4.11. Se considera un prisma cuadrangular regular cuyo material tiene un modulo de
elasticidad E = 28 GPa, y un coeficiente de Poisson v = 0,1, La longitud dei lado de la seccion
recta es a = 20 cm. En ambas bases del prisma se colocan dos placas perfectamente lisas y
rigidas, de peso despreciable, unidas entre si mediante cuatro cables de seccién A4 =1 cm2y
médulo de elasticidad Eq = 200 GPa, de longitudes iguales a la altura del prisma L= 1m,
simétricamente dispuestos, tal como se indica en la figura.

Sobre dos caras laterales opuestas del prisma se aplica una fuerza de compresion uniforme p =
75 MPa. Calcular:
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1°) Tension en los cables.
2°} Tensiones principales en el prisma.
3°) Variacion de voiumen experimentada por el prisma.
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5.1. PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA. POSIBLES
FORMULACIONES

En capitulos precedentes se ha considerado que un cuerpo elastico sometido a un
sistema de cargas exteriores, se deforma de tal modo que se originan en él tensiones

que verifican las ecuaciones de equilibrio interno:
o, TP, =0 : (5.1)

donde @, representa las fuerzas de volumen por unidad de volumen que actian scbre
el cuerpo’. La relacion existente entre las tensiones y las deformaciones viene

expresada, para un material isdtropo, por medio de la fey de Hooke generalizada:
o, = Aed; +2Gs, (5.2)

donde &; es la delta de Kronecker (1, si i=f; O, si /=), 1y G son las constantes de
Lamé, v e representa la dilatacion clbica o cambio de volumen unitario. Los

desplazamientos y las deformaciones unitarias se relacionarn a su vez por:
1
£, = E(Hl-‘j +uj'f.) (5.3)

Ademas, en os puntos de la superficie las tensiones deben cumplir las condiciones de

equilibric en el contorno:

I, =0, n, (5.4)

donde »; son los cosenos directores del vector unitario normal » a la superficie S, y

T, representa las fuerzas de superficie.

Finalmente, las deformaciones deben satisfacer las ecuaciones de compatibifidad,

! Bn este apartado de recapitulacién se adoptara por brevedad la notacion indicial, en donde un indice
repetido (j en o) indica sumacién {desde j=1 hasta 3) y una coma seguida de un indice (;j) denota
derivacion. Asi pues, la primera ecuacion escalar de (5.1) serfa:

day, N da, 4 do, —®, =0

ox,  ox, O
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cuya formulacion indicial es:
Eiw Yy —Epy—€na =0 {5.5)

Se puede demostrar que ef sistema de ecuaciones (5.1) a (5.4) es un sistema
completo, en el sentido de que existe una solucion del sistema, y gue esta solucion es

tnica. Es el denominado teorema de unicidad de Kirchhoff.

El planteamiento antefior corresponde a un analisis estatico. Si se incluyen
consideraciones dinamicas, deberan sustituirse las ecuaciones de equilibrio {(5.1) por

las ecuaciones del movimiento:

3tu,
oy O =p Py (5.6a)

siendo p la densidad del medio. En este caso, el desplazamienio #, de un punto

material sera funcion no solamente de la posicion que ocupaba en la configuracién
inicial, sino también del tiempo. En general, en el estudio de medios en movimiento,
basta incluir dentrc de las fuerzas de volumen @,, las fuerzas de inercia por unidad de
volumen y considerar entonces que tanto las fuerzas de velumen (incluidas las de

inercia) como las de superficie, son funcion de la posicién y del tiempo:

Oyt cﬁi =0
- % (5.6b)

. =0 — !
f ! paﬁ

5.1.1. Condiciones de Contorno

Los problemas elasticos suelen clasificarse en funcion de cémo sean las condiciones

de contorno. Asi pueden establecerse los siguientes tipos de problemas:

1) Problema de primera clase, en el que se conocen las fuerzas exteriores que

act(an sobre |a superficie o contorno.

2) Problema de segunda cfase, en el que se conocen los desplazamientos en

el contorno.
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3) Problema mixto, en el que se imponen fuerzas exteriores sobre una parte de

la superficie y desplazamientos sobre el resto.

En los problemas dinamicos deberan especificarse, ademas, un conjunto de

condiciones iniciales para u, y o, tanto en el interior como en el contorno.

5.1.2. Formulacién en Desplazamientos: Ecuaciones de Navier

De lo expuesto hasta el momento, se intuye que uno de los aspecios claves para
abordar un problema de Elasticidad es elegir el conjunto de incégnitas basicas mas
adecuado para su resolucién. A continuacién, se mencionaran muy sucintamente los
dos procedimientos mas clasicos de la teorla matemética de la Elasticidad. Sin
pérdida de generalidad se consideraran las ecuaciones que resultan en el problema

estatico.

El primer procedimiento es plantear el problema elastico en términos de los
desplazamientos. Las ecuaciones de compatibilidad (5.5) se cumplen entonces
autométicamente y sélo habra que imponer las condiciones de equilibrio en el

contorno.

Si en el sistema de ecuaciones (5.1) a (5.3), se eliminan las tensiones o, es posible

“jl
obtener una formulacion compacta en funcién de los desplazamientos u,. Las

ecuaciones resultantes, conocidas con el nombre de ecuaciones de Navier, son las

siguientes:

G-V'u +(A+G)é+®x =0
&
: &
G-Vv+(/1+G)E+<D),=O (5.7)

G-V2w+(A+G)%+<DZ =0

o bien, en notacion indicial:

G-Viu, +{A+Ge,+®, =0 (5.8)
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siendo V” el operador de Laplace:

&* N 2t ¢

— 59
dc! é}z + &2 ( )

V2 =

y & el cambio unitario de volumen que, de acuerdo con (3.13) y (3.26), puede

expresarse como:
A
e="4+ 2+ (5.10)

Al integrar estas ecuaciones, aparecen unas constantes de integracion que se

determinan ajustando las condiciones de contorno del problema. Conocido el campo

de desplazamientos u,, las ecuaciones (5.2) y (5.3) permiten obtener las

deformaciones unitarias y las tensiones, respectivamente.
Es evidente que este planteamiento resulta particularmente adecuado para problemas
de segunda clase, en donde las condiciones de contorno se& refieren Unicamente a

desplazamientos impuestos sobre el mismo.

5.1.3. Formulacion en Tensiones: Ecuaciones de Beltrami-Michell

Cuando las condiciones de contorno se expresan mediante fuerzas o© tensiones
impuestas, resulta preferible planiear el problema en términos de tensiones. Esta

situacidn se presenta de hecho en numerosas ocasiones,

La clave del procedimiento es formular las ecuaciones de compatibilidad (5.5) en
terminos de las tensiones. Despejando gu en funcién de o, a partir de (5.2),

sustituyendo los valores obtenidos en (5.5} v teniendo en cuenta las ecuaciones de

equilibrio (5.1), resultan las ecuaciones siguientes:

118



Ef Problema Eldstico

V2 1 525 4 aI)J: a1))’ abz aI)x
o, + T = + + -2
1+v & 1-v & & 4 &
2 ab D
Ve, + L 5‘;:— A P T P S
1+v & 1-vi & a I74 a
2 ﬁD 2D
Vie, + L 55:—'_/ PRGN L
l+v & l-vi & & 74 & (5.11)
Vi st s _ [ 2, +é®y |
Yo lvv & & &
Voo 4 s __ L, 2.
o l4+v && & 174
Vi, 4 7 aiDerapz
2y Ba z &

donde v es el coeficiente de Poisson y s el primer invariante de tensiones, al que en
paginas antetiores se ha designado habitualmente por /. Estas ecuaciones se

conocen con el nombre de ecuaciones de compatibilidad de Beltrami-Michell.

Dado un cierto campo de tensiones, el sistema (5.11) permife determinar si ese
campo puede ser 0 no solucién de un preblema elastico. Para determinar el estado de
tensiones, debera resolverse el sistema de ecuaciones constituido por (5.1) y (5.11),

sometido a las condiciones de contormo (5.4).

5.1.4. Métodos de resolucion de los problemas elasticos

La resolucién de un problema elastico implica, seglin se ha comentado en otros
apartados, resolver un sistema de 15 ecuaciones con 15 funciones incognitas,
debiendo satisfacer la solucién las condiciones de contorno especificadas en cada
caso. Se acaba de poner de manifiesto como la eliminacién sistematica de alguna de
las variables incognitas permite reducir el sistema de ecuaciones, bien a un sistema
en términos de desplazamientos (ecuaciones de Navier), o bien en términos de
tensiones (ecuaciones de compatibilidad de Beltrami y Michell). En ambos casos, las

ecuaciones resultantes eran de nuevo lineales.
En la resclucion de dichas ecuaciones pueden emplearse diversos métodos, algunos

de los cuales dependen, en buena medida, de la intuicion, mientras que otros se

basan en una aplicacion sistematica de las técnicas de la matematica aplicada.

119




E{ Proflema Elgstico
Entre esos métodos cabe citar los siguientes:

a) Metodo inverso: En él se supone una solucién que satisface el equilibrio
interno y la compatibilidad, y después se trata de adaptarla a las condiciones de

contorne del problema.

b) Método semi-inverso: Similar al anterior. Se diferencia en que ahora sélo se
supone parte de la solucion, v se goza asi de mayor libertad para adaptarla al

prablema en cuestién,

c) Método de los potenciales; En él se introducen funciones potenciales (de
tensidn o de deformacion) que verifican de modo automatico las ecuaciones de
equilibrio o de compatibilidad y permiten obtener, por simple derivacion, la solucion

tensional del problema.

e) Métfodos basados en la utilizacion de variable compleja: Son similares a los
métodos de los potenciales y resultan especialmente apropiados en problemas

bidimensionales.

f) Métodos variacionales: Se basan en el hecho de que las ecuaciones que
gobiernan la Eiasticidad pueden obtenerse minimizando la energia total del sistema.
De esta forma, el complejo problema de resolucién de un sistema de ecuaciones

diferenciales se transforma en uno de minimizacién de energia.

g) Métodos numéricos, El sistema de ecuaciones que gobiema el problema
puede resolverse tambien numéricamente, con ayuda del ordenador. Uno de los
metodos mas usados es el de los elementos finitos, donde se discretiza el sélido en
elementos y se plantea la solucidn en cada uno de ellos. Después, estas soluciones

locales se acoplan para encontrar la sclucién global del problema.

5.2. ELASTICIDAD PLANA. ESTADO DE DEFORMACION PLANA

Dada la complejidad de las ecuaciones diferenciales en las que finalmente se formula
el problema elastico, es faciimente comprensible que la resolucion de problemas

tridimensicnales sea muy costosa y muy pocos los casos en los que existe una
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solucién analitica. En consecuencia, se hace necesario simplificar les problemas para

posibilitar una resclucion matematica mas sencilla.

Entre [os tipos de problemas mas importantes que admiten un analisis simplificado sin
pérdida apreciable de precision, se encuentran los llamadcs problemas planos de la
Elasticidad, que dan origen a la llamada Efasticidad bidimensional o Elasticidad

plana.

Existen dos tipos de problemas bidimensionales fisicamente diferenciados, aun
cuando den lugar a una formulacion matematica similar. Se conocen con el nombre de
problemas de deformacion plana y problemas de tensién plana. En lo que resta

del capitulo se hara una exposicién sucinta de sus principales caracteristicas.

La hipétesis de deformacién plana se aplica a cuerpos de gran longitud en una

direccion y cuya geometria y carga no varia significativamente en dicha direccién. Es

-

el caso de las presas (fig. 5.1) y muros de contencion.

z

Figura 5.1. Deformacion plana

Matematicamente se define un estado de deformacion plana paralela al plano xy

cuando las componentes del desplazamiento (u, v, w) verifican las siguientes

condiciones:
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a) uy v son independientes de la coordenada z, es decir:  u=u{x,y), v=v(x,y).

b) wes nula: w=0,
Si se cumplen estas condiciones, todos los planos paralelos al xy (perpendiculares a
la direccion 2} experimentaran las mismas deformaciones, y éstas tendran lugar en los

propios planos. Para analizar el problema bastara, por tanto, estudiar uno de dichos

planos.

Teniendo en cuenta las relaciones (3.12)-(3.13):

g . =g_=¢&,=0 (5.12)

£, £, 0
[D,.j]= £, £, 0 (5.13)
0 0 0

Por otra parte, de la ley de Hooke generalizada (4.50), se concluye que son nulas las

componentes 7, y 7 de la matriz de tensiones, que se reduce a:

g T, 0

[I;‘]: Ty O O (5.14)
0 0 o

donde las tensiones o, ,0,, ¥ ¢, no sonindependientes, ya que:
o, =vie, +o,) (5.15)

come se deduce de la ley de Hooke aplicada a £,. Las tensiones principales seran las

soluciones de la ecuacién caracteristica:
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o, —C T, 0
T, g, 0 =0
0 0 o, -0
o bien;
a_—ad T
(0'22—0') - o I’_'O_ =0
x »w

es decir:

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Como la direccién principal correspondiente a la tensién principal o, = o, es el eje z,

las otras dos direcciones principales estaran contenidas en el piano xy.

5.3. ELASTICIDAD PLANA. ESTADO TENSIONAL PLANO. CiRCULO

DE MOHR

Se dice que en un cuerpo se presenta un estado de tension plana paralelo al plano xy,

si son nulas las componentes de tensién:

123

(5.21)




Ef Prob{zma Eldstico

y se admite la hipétesis de que las restantes componentes son independientes de z,

es decir, son funciones exclusivamente de xe y.

La hip6tesis de tension plana es aplicable a cuerpos cuya dimension en una de las
direcciones coordenadas es muy pequefia comparada con las otras dos. Es el caso,
por ejemplo, de placas delgadas sometidas a fuerzas paralelas a su planc medio, y el
de la flexién en vigas rectas simétricas bajo la accion de cargas contenidas en el plano

de simetria (fig. 5.2).

Figura 5.2. Tensién plana

De acuerdo con la definicion de estado tepsional plano, la matriz de tensiones vendra

dada por:
o, 7T, 0
[%]=|7 o, O (5.22)
0 6 0

y la de deformaciones:
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|D,]=|2, &, O (5.23)

De la comparacidn de las expresiones correspondientes a tension y deformacion plana

se concluye que los dos no se pueden presentar simultdneamente, excepto en un
caso particular: cuando ademas de tension plana se verifica que o,, = -0, .

5.3.1. Tensiones y direcciones principales

De la misma definicion de estado tensional plano, se concluye que la direccidn del eje
z es direccion principal. Las otras dos direcciones principales seran paralelas al plano
xy. Las tensiones principales vendran dadas por las soluciones de la ecuacion

caracteristica:

xx xy
a o,-c 0=0 (5.24)
0 0 vl
o bien:
T, — T T,
o- A (5.25)
Xy Ty =T

Una tension principal es o, =0 (asociada a la direccién z), y las otras dos coinciden

con los valores (5.20) obtenidos para el caso de deformacién plana, es decir:

o, = to | = +7 (5.26)

5.3.2. Componentes intrinsecas del vector tension

A continuacién se calcularan las componentes intrinsecas del vector tensién &, en un

punto P, correspondiente a un planc perpendicular al plano xy, cuyo vector unitario

normal # forme un angulo ¢ con la direccion positiva del eje principal 7 (fig. 5.3). Se
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supondran conocidas en ese punto las tensiones y direcciones principales. Se utilizara
como sistema de referencia el definido por estas (ltimas, en el cual la matriz de

tensiones en ese punto se puede expresar comao:

g 0 0

[7;]=|0 o, 0 (5.27)
0 0 0

3
Figura 5.3. Componentes intrinsecas def vector tension
Aplicando la férmula de Cauchy (2.22), se obtiene para el vector tension:

o, 0 0| |cosg T, cos @

{O‘n } =0 o, 0} (senp;=40,5en@ (5.28)
0 0 0 0 0

El valor de la componente normal sera:

cOSQ
o, = {cr" }T {n} = {cr1 COSQp O,sen 0}- seng ==, cos’ @+o,sen’p  (5.29)
0

La componente tangencial al plano se obtendrd proyectando el vector tension o,

sobre el plano, es decir, multiplicando escalarmente &, por un vector unitario
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perpendicular a # y contenido en el plano xy, cuyo sentido se corresponde con el giro

horario de 90° de # respecto al interior del solido (si se mira éste desde el tercer eje

positivo, es decir, el gje z):

sen@
z’nr={0'n}7.-{t}={alcosqo o,seng O}- —Ccos¢ =(0'1—02).5‘engocosgp (5.30)
0

Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas:

- 2

senzgo:ﬂ; cos’ @zw (5.31)

2 2
las ecuaciones '(5.29) y {5.30) se convierten en:

o, = 91792 L 5172 505 2¢

2 (5.32)
g, -0
T, = -—lz—zserﬂq)

que es la forma habitual de expresar las componentes intrinsecas para un vecfor
tension cualquiera en funcion de los valores de las tensiones principales en el punio

que se esta considerando.

5.3.2. Circulo de Mohr

Para este estado de tension plana cabe preguntarse cuél es el lugar geométrico de los

infinitos vectores fension definidos por sus componentes infrinsecas, en una

representacion grafica plana en la que se utiliza un sistema de coordenadas o, para

m

abcisasy

, para ordenadas.

Para su obtencion basta con eliminar el angulo ¢ de las ecuacicnes (5.32). Elevando

al cuadrado ambas ecuaciones y sumando miembro a miembro, resulta:

2 2
P BN G {L —% (5.33)
2 2
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expresion que referida a ese sistema de ejes o, y 7, representa la ecuacion de una

o - . .
Z1 "2 A esta circunferencia se la

. ; + .
circunferencia de centro C (o——‘zi ,8) yradio » =
denomina impropiamente circulo de Mohr, y es una caracteristica del estado plano
que se esta considerando {fig. 5.4).

Tnt

(1) o

(0“l >0, > 0)

Figura 5.4. Circulo de Mohr

L as coordenadas de cada punto de la circunferencia son las componentes infrinsecas
del vector tension correspondiente a un plano que pasando por P es perpendicular al
plano xy y cuyo vector unitario normal forma un angulo ¢ con la direccion positiva del

aje principal 1.
De entre todos ellos, los punfos A y B, para los cuales ia componente tangencial es

nula, representan los planos principales. En efecto, teniendo en cuenta que BC=CA=r,

los valores de las respectivas componentes normales son:

(TJ"JrCT2 o, -0,

OA=0C+CA= + =0,
O'i()' O'%O' (5.34)
OB=0C-BC= 12 L '2 t=q,
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es decir, las tensiones principales.

E"ara determinar el punto representativo de un plano cualquiera cuyo vector unitario
Eormal n forme un anguio @ con la direccion positiva del eje principal 1, bastara
recorrer & lo largo de la circunferencia, a partir def punto A, representativo de o, y en
el mismo sentide de ¢, un angulc de valor doble, es decir, de valor 2¢. Las

coordenadas del punto N asi obtenido son los valores de las componentes intrinsecas

-del vector tension asociado a ese plano. En efecto, de la fig. 5.4 se deduce:

G, +0, O -0
! 2L "2 .cos2e

OE=0C+CE=0C+¥#-cos2¢p=
2 2 {5.35)

EN =¥ -senlg = %-Sen%o

ljalores que coinciden, respectivamente, con los de &, vy 7,, expresados en (5.32).
Para la tension tangencial se adopta el criterio especificado al definir el vector unitario

f : si dicha tension tiende a hacer girar el elemento en sentido horario es positiva, vy si

es en sentido antihorario, negativa (cuando el tercer eje es saliente).

Para localizar en el circulo de Mohr un plano perpendicular al representado por N hay
que tener en cuenta que su vector unitario normal forma con la direccion pesitiva del
eje 7 un angulo {(g+=2} y, por lo tanto, sobre el circulo habrd que girar un angulo
2¢+1r, obteniendo el punto M, opuesto a N. Facilmente puede comprobarse que las
coordenadas de M coinciden con las componentes intrinsecas (5.32) sustituyendo ¢

por (@ + =2}

De la fig. 5.4 se deduce que las tensiones tangenciales asociadas a estos dos planos
perpendiculares son iguales y de signo contrario (la ya conocida ley de reciprocidad de
las tensiones tangenciales). Asi pues, piands perpendiculares se corresponden ¢on
los puntos extremos de un didmetro en el circulo de Mohr, y planos opuestos (que
forman 180°) coinciden en el mismo punto. Ademas, el valor de la tensién tangencial

maxima es el radio r, correspondiente a los planos representados por los puntos Ky L.
Ahora bien, esta (ltima observacién requiere una matizacion: el valor del radio r es la

tension tangencial maxima cuando se consideran exclusivamente planos

perpendiculares al plano xy, es decir, ptanos paralelos a la direccion principal 3
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(direccién z). Si se incluyen todos los posibles planos que pasan por el punto, pueden
obtenerse valores de la tensidbn tangencial superiores a r, como se verd a

continuacion.

Para demostrarlo de forma sencilla, se prescindird de la consideracion de estado
tensional plano para suponer un estado tensional general (tridimensional) cuyas
tensiones principales sean tales que o, >, > o, > 0. En la fig. 5.5a se representa
este estado cuando se toma como sistema de referencia el definido por las

direcciones principales.

2)
@

nt

o ol @ (1)

N

O

e
cnn

G)

Figura 5.5. Estado general de tensiones

De la observacién de la fig. 5.5b se deduce que las componentes intrinsecas para un

plano paralelo a la direccién 3 no dependeran mas que de los valores de o, ¥y &,, ya
que la resultante de las tensiones o, que actdan en caras opuestas de ese elemento

prismatico se anulan entre si. En consecuencia, el estudio de tensiones asociadas a

los planos paralelos a la direccion 3 puede hacerse como si se tratara de un estado

plano (o, = 0), utilizando el circulo de Mohr definido por o, ¥ o,. Las tensiones
asociadas a estos planos son independientes de «,. Quedan representados en el

circulo trazado en 5.5¢.

De forma analoga puede afirmarse que los estados tensionales correspondientes a los

planos paralelos a la direccion 1 estaran representados por el circulo de Mohr definido
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por las tensiones principales o, y o, (independientes de o). Consideraciones

similares se aplican a |a direccion 2.

En la fig. 5.6 se representan los tres circulos. Esta representacion completa se suele
llamar diagrama de los circulos de Mohr. En ella cada circulo esta definido mediante
dos tensiones principales y es representativo de estados tensionales correspondientes
a planos paralelos a la tercera direccion principal. Mohr demostrd que a cada plano
que, pasando por P, no es paralelo a ninguna de las tres direccicnes principales le
corresponde un punto del diagrama situado en el area comprendido entre las tres
circunferencias. Esta correspondencia es biunivoca y las coordenadas de ese punto
son, por consiguiente, las componentes intrinsecas del vector tension asociado a ese

plano.

(1)

nn

(6, >c,>0,>0)

O

Figura 5.6. Diagrama de fos circulos de Mohr

De la observacion del diagrama se puede concluir que el valor de fa tensidn
tangencial méaxima es siempre igual al radio del circulo de mayor digmetro. Su
direccion es a 45° enfre las dos tensiones principales del circulo correspondiente y a
90° con la tercera, En el caso de tensidon plana (o,=0), los diferentes estados
tensionales que pueden presenfarse se representan en la fig. 5.7. Los vectores

unitarios de los planos de maxima tension tangencial se calculan en la forma:
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- ritns

Remax = ——F—=—
V2

- ;uil_';z (5.36)

Hemde =
2

- w2t hs

Hmoe =
J2

donde en cada caso se cbtienen 4 planos (los dos procedentes de la expresion

correspondiente y sus opuestos). Esos planos se indican en la fig. 5.7 [puntos M, M’

enelcasoa), N, Nenhb), yL, L’en cl].

Figura 5.7. Estados de fension plana

132



El Problema Eldstico

PROBLEMAS

5.1. Representar mediante el diagrama de los circulos de Mohr, cada uno de los siguientes
casos de estado plano de tensiones, indicando las tensiones principales.

!

A

!

.
9

5.2, En |a figura se representa el estado tensional en un punto de un cuerpo elastico. Utilizando
el diagrama de los circulos de Maohr, determinar la tension normal y tangencial en el planc A-A.

A \nY
st
AN

A

hél//t {1

5.3. La barra de la figura es de seccién cuadrada de 3 cm de lado y esta sometida a una fuerza

de traccion de 117 kN. Utilizando el diagrama de los circulos de Mohr determinar las tensiones

" normales y cortantes que actGan en las caras perpendiculares entre sl del elemento ABCD,
ontenido en el planc de la figura.
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5.4. El estado tensional en un punto esta definido en |a figura adjunta, en la que o, = 50 MPa.
El punto pertenece a una barra sometida a traccion simple uniaxial, Determinar el valor de la
tensién cortante 1 y de la tensién normal méxima e indicar el plano en que ésta actua.

Cn T

55 En un punto M de un solido eldstico, las componentes de la matriz de tensiones referidas a
los ejes XYZ son:

1 -3 2
[Tij]z -3 4 -\2| MPa
J2o-2 4

Se pide:

1°) Calcular las tensiones principales y sus direcciones.

2°) Representar sobre los circulos de Mohr el estado tensional correspondiente a los planos
perpendiculares a los ejes X, Y, Z.

39 Indicar en qué planos se presenta la maxima tensién tangencial.

5.6. En un punto P de un soélido elastico, 1a matriz de tensiones referida a un triedro cartesiano
XYZ es la siguiente:

2 1 0
[r,]={1 -1 2( MPa
0 2 3

Se pide:

19} Calcular el vector tension en P correspondiente a un plane cuya normal exterior forma
angules iguales de 45° con los ejes X e Y, slendo positivos los cosenos directores.

2°) Calcular las tensiones y direcciones principales.

3°) Obtener analiticamente las compoenentes infrinsecas de! vector tension asociado al plano
anterior.

4°} Situar sobre los circulos de Mohr los puntos que representan la tensién en P: a) asociada a
cada uno de los planos coordenados, b) asociada a un planc de cosenos directores (1/2,
1M2, 1/2).

5% Tensién hidrostatica en P.
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5.7. £l estado de tension plana referido a coordenadas cartesianas en un punto P de un
material esta definido por la matriz de tensiones siguiente:

MPa

< L N
o O O

[7]= ’

Se pide:

1°} Determinar la tension en P gque actla en un plano que es perpendicular a |a bisectriz del
primer cuadrante.

2°) Hallar las componentes normal y tangencial de dicha tensién.

3% Calcular las tensiones y direcciones principales.

4°) Representar en el circulo de Mohr el estado tensional del apartado 1°) y et correspondiente a
planos perpendiculares a los ejes coordenados X e Y.

5° Determinar los invariantes de la matriz de tensiones, a partir de las componentes
cartesianas y a partir de las componentes en las direcciones principales.

6?) Hallar la matriz desviadora y sus tensiones principales.

7°) Calcular la tension tangencial méxima, indicando en qué plano se produce.

5.8. El estado de tension plana referido a coordenadas cartesianas en un punto P de un
material esta definido por la matriz de tensiones siguiente:

2 2
[7,]=[2 -1 0| wmPa
0 0 0

Se pide:

1°) Determinar la tension en P que actita en un plano que es perpendicular a la recta y=3x.

2°) Hallar las componentes normal y tangencial de dicha tension.

3°) Calcular las tensiones y direcciones principales.

4% Representar en el circulo de Mohr el estado tensional del apartado 1°) y el correspondiente a
planos perpendiculares a los ejes coordenados X e Y.

5% Determinar los invariantes de la matriz de tensiones, a partir de las componentes
cartesianas y a partir de las componentes en las direcciones principales.

6°) Hallar ta matriz desviadora y sus tensiones principales.

7°) Calcular la tension tangencial maxima, indicando en qué plano se produce.

5.9. El estado de tension plana en un punto de un material esta definido por las componentes:
0=127, 0,,=29, T,,=-17, expresadas en MN/m?. Se pide:
1°) Tensiones normal y tangencial en el plano que forma 45° con los ejes X, Y y es paralelo al

eje Z.
2°) Magnitudes y direcciones de las tensiones principales.

135




EL Problema Eldstico

3°) Magnitudes de los invariantes de tensién.
4%} Maximas tensiones tangenciales en el punto.

5.10. E} estado plano de tensiones en un punto de un sélido elastico esta definido por la
superposicién de los estados indicados en la figura, gue representa cuatro de las caras de un
cubo infinitesimal, cuyas otras dos caras estan exentas de tension. Las tensiones estan dadas
en MPa.

Se pide:

1°) Tensiones principales y sus direcciones, en el sistema de referencia definido por los ejes X e
Y.

2°%) Las tensiones normal y cortante, correspondientes a un plano perpendicular al plano del
dibuje, que forma un angulo de 30° en Sentido horario con el plano correspondiente a la
mayor tension principal.

3% Las deformaciones unitarias principales.

4% La defarmacion angular total méxima, indicando la direccion o direcciones a las que
corresponde.

Datos: E =200 GPa, v=0.25

,{ 30 S BN/
20 Y X 20

DA =

5.11. Una roseta de galgas extensomeétricas proporciona los siguientes datos de deformacion:

Eu=0,01 . EW=D.O2, Eqpe =0,
donde €32 &5 la deformacion de un elemento lineal a 30° medidos desde el eje X en sentido
antihorario. Calcular ggg-.
5.12. Tres galgas extensométricas en forma de roseta estan colocadas en un punto de la
superficie de una estructura, y registran las siguientes deformaciones longitudinales unitarias:
£,=0,00176, £,=0,00153, £.=0,000492
Tomando la direccion de e, como referencia, las direcciones de £, y £, estdn a 120° y 240°,

medidas en sentido antihorario, respecto a la direccion de referencia. Usando el diagrama de
los circulos de Mohr de deformaciones, determinar las deformaciones principales y sus
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direcciones. Hallar también las tensiones principales, sabiendo que las propiedades del
material son: E=68,9 GN/m*;, v=0,31.

5.13. Una placa plana de un sélido elastico lineal isétropo se encuentra sometida a traccion
biaxial. Las tensiones principales son o, ¥ oy Se colocan dos galgas extensometricas (a y b)
como muestra |a figura. El angulo « esta dado por:

COSCL= | —— sena = | —
1+v l+v

Probar que las tensiones principales son proporcionales a las deformaciones en la direccion de
las galgas.

5.14 Tres galgas extensometricas (a, b, ¢) estan colocadas sobre la superficie libre de un
cuerpo deformado, como se muestra en la figura. Las extensiones unitarias de las galgas son
£a, En,Ec, respectivamente. Determinar gy, €yy,Ex, €0 términos de £, €y,

5.15. Las deformaciones longitudinales siguientes se han medido en un punto de la superficie
libre de un cuerpo elastico isotropo, con ¢ medido en sentido antihorario:

Direccion __Angulo ¢ 3
a 0° 0,002
b 120° 0,002
c 240° - -0,001

Calcular las deformaciones principales en el plano de la superficie, asl como sus direcciones
principales.

137




" B Problema Bldstico

5.16. Tres galgas extensométricas que forman una roseta se instalan en un punto de la
superficie de un componente mecanico y registran las siguientes deformaciones longitudinales
unifarias:

£,=2-107 £=1,35.1073 £=0,95.10"

Si la direccion de la galga a forma un angulo ¢ con uno de los ejes de referencia, y las
direcciones de las galgas b y ¢ son @+45° y 9+90° respectivamente (medidas en sentido
antihorario), se pide hallar las deformaciones principales y sus direcciones,

5.17. En un punto de la superficie plana de un sélido eldstico, se colocan tres galgas
extensométricas, indicadas en l|a figura, siendo tg 8=3/4. Después de cargar el solido, se miden
los siguientes alargamientos unitarios:

£.=3-10° £,=2-1¢" £=-4-107

1¢) Caleular la deformacion angular dei angulo recto definido por los ejes de las galgas a y &.

2%) Deformaciones principales y direcciones.

3% Representacion en el clrculo de Mohr de |as deformaciones en las direcciones a, b, c.

4%} Deformacion longitudinal unitaria correspondiente a la direccidon gue forma 45° con los ejes
XeY.

5% Hallar las direcciones que sélo experimentan deformacién transversal.

8% Valor de la deformacion angular total méxima.
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Teorias 4 Faflo

6.1. INTRODUCCION

Se dice que un elemento de una maquinaria o estructura cargada falla cuando
experimenta unas modificaciones sustanciales en su comportamiento tales que lo
conhvierten en completamente inadecuado para cumplir la funcion para la cual fue

disefiado.

El objetive de este tema es predecir estados de tensiones que dan lugar a esta
situacion de fallo. Indudablemente es un tema de importancia fundamental en el

disefio o comprobacion de elementos de maquinas o estructuras.

Un efemento de una estructura, o mas en general, la estructura misma puede fallar de
muy diversas formas. En la exposicion de este tema, el estudio se restringira a solo
algunas de ellas. Asi por ejemplo, no se tendra en cuenta el fallo dindmico y, en
concreto, el fallo por fatiga, caracteristico de elementos de maquinas sometidos a
cargas variables periddicamente en el tiempo. Tampoco, el faflo por pandeo, propio de
elementos estructurales sometidos a cargas de compresion, y que sera objeto de
estudio en un tema posterior. Se deja también al margen el fenémeno denominado
creep que, por lo general, se presenta Unicamente a temperaturas elevadas. Por
ultimo, se prescinde asimismo de fipos de fallo muy particulares, como el debido a
acciones quimicas: cotrosion de estructuras que trabajan en condiciones ambientales

muy desfavorables.

Unicamente se consideraran en este tema los fallos estaticos, es decir aquellos que
son funcién de las cargas aplicadas, pero no del tiempo durante el cual eéstas actdan.
Por esta razén, el titulo preciso de este capitulo seria Teorias de fallo estatico.

Dentro de esta categoria se encuentran los siguientes tipos de fallos:

1.- Fallo por deformacion plastica.

2.- Fallo por rotura.

6.1.1. Fallo por deformacién plastica

Es el fallo que se produce cuando el material ha enfrado en fluencia plastica (es decir,
ha rebasado su limite elastico). Es caracteristico de los materiales ductiles, que suelen

experimentar deformaciones plasticas relativamente grandes antes del fallo final,
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acompafadas muchas veces de estrechamientos o estricciones en la zona de rotura,

como ocurre en el ensayo de traccion.

Un examen detenido del cuello de estriccién en un ensayo de traccién muestra que la
rotura se produce segin planos inclinados aproximadamente 45° con el eje. Este
hecho sugiere que la fluencia plastica y el fallo final se deben principalmente al
deslizamiento de! material a lo largo de planos oblicuos, por la accidn de las tensiones

tangenciales.

La teoria que explica, a nivel microscépico, las deformaciones plasticas se denomina
teoria de las dislocaciones. En pocas palabras, |las dislocaciones son defectos lineates
en la red cristalina de los metales, que pueden moverse ante tensiones relativamente
peguefias. Su propagacion se realiza a través de planos densos en atomos, llamados
planos de deslizamiento, que presentan una menor resistencia a las tensiones
cortantes. Cuando las dislocaciones se mueven quedan atrapadas en otros defectos
de la red. Esta circunstancia es la responsable de que las deformaciones plasticas

sean irreversibles y no se recuperen,

6.1.2. Fallo por rotura

‘La rotura es la separacion o fragmentacion en dos ¢ mas partes de un elemento

cargado. Es la forma de fallo caracteristica de los materiales fragiles, que se produce

sin apenas deformaciones plasticas previas ni esfriccion, y con alargamientos muy

pequefos.

Se comprende que este tipo de fallo sea muy peligroso desde el punto de vista
practico: no va acompafiado de deformaciones plasticas apreciables y se presenta
generalmente de forma subita, dando crigen a una liberacién sustancial de energia,

gue puede ocasionar un fuerte ruido, parecido a una explosion.

El inicio del fallo tiene lugar por la apariciohn de una o varias grietas pequenas,
generalmente en las proximidades de los puntos donde se presentan valores criticos
de las tensiones maximas. Téngase en cuenta gue si una grieta aumenta de tamafo
en una pieza cargada (aumentoc que se ve favorecido si la carga es de tipo ciclico},
entonces disminuye la seccion neta resistente aumentando el nivel de tension y

propagandose asi aun mas la grieta; esta propagacion es realmente muy réapida hasla
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que la seccion neta no es capaz de soportar la carga y se produce finalmente la

rotura.

Conviene precisar que no es muy correcto hablar de materiales dictiles o fragiles sin
mas, va que esta caracleristica puede ser afectada por circunstancias bien diversas. Y
asl por ejemplo, las bajas temperaturas, las cargas de choque, los estados triaxiales
de tensién de traccion, las piezas de gran tamafio, y las muescas y entallas pueden
producir el comportamiento de rotura de tipo fragil en una pieza de un material
considerado ductil. También, al estar sometidos a cargas que vartan ciclicamente,
estos materiales tienden a fallar por rotura fragil para niveles de tensiones

relativamente bajos, debido al fenémeno ya mencionado de fatiga.

Es obvio, por consiguiente, que en la fase de disefio siempre habran de tenerse en
cuenta todas aquellas condiciones que puedan afectar al comportamiento resistente
de la estructura o maguina que se proyecta. El estudio de estos casos particulares de
rotura fragil en elementos fabricados de materiales dlctiles, aun cuandoc no se
consideran en este tema, tiene una gran importancia en €l calculo de elementos de

maquinas.

Antes de terminar estas consideraciones, conviene al menos mencionar una teorfa
que ha experimentado un notable desarrcllo en los dltimos afios: la Mecénica de la
fractura. Esta teoria pretende resolver casos del tipo que se acaba de comentar, es
decir, casos de roturas de tipo fragil en circunstancias en las que se esperaba un
comportamiento ddctil. Dichas roturas, al estar producidas, ademas, para unos niveles
de tension muy bajos, no pueden explicarse de ningln modo mediante las clasicas
teorfas de fallo. Para estos casos la mecanica de la fractura no sustituye sino que

complementa a estas teorias clasicas.

Una de las aplicaciones tipicas de |la mecanica de la fractura es determinar la
denominada tensién critica, aquella para la que se produce la fractura fragil en una
pieza en la que existe una grieta de un tamano determinado. Esta tension critica {que
no es una propiedad del material) debera ser ufilizada como valor adicional de

comparacion con la tensidn admisible de disefio.

Las roturas imprevistas a que antes nos referiamos se han producido sobre todo en
sistemas estructurales construidos mediante soldaduras de chapas y perfiles de

elevado espesor, como los utilizados en barcos, puentes, grandes depGsitos, carcasas
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de grandes maquinas, etc. También han aparecido a veces en piezas de gran tamafio,

pero fabricadas con aceros y aleaciones de alta resistencia.

Por citar algunos ejemplos reales, en 1919 se fracturé en Boston (USA) un deposito
de mas de 10 millones de litros de capacidad provocando la muerte de diez personas
y ocasionando cuanticsos dafios materiales. Entre 1942 y 1952, se calcula que al
menos nueve barcos de los utilizados en la segunda guerra mundial se partieron en
dos de forma imprevista, y mas de mil en una flota de cinco mil presentaban grietas de
gran tamafio. Asimismo, en 1962 se produjo la rotura catastréfica de un famoso
puente en Melbourne (Australia) ¥ en 1966 del de Point Pleasant (USA), en el que

fallecieron 46 personas,
Desde los afios 70 se han producido algunocs fallos més, pero éstos van siendo cada

vez menos frecuentes a medida que ha ido avanzando el conocimiento de la mecanica

de la fractura y su aplicacién al proyecto de sistemas estructurales.

6.1.3. Fundamento de las diversas teorias de fallo

Como se deduce de lo visto anteriormente, presenta una gran importancia disponer de
criterios con fos que se pueda deferminar qué combinacion de tensiones y

deformaciones produce el fallo en un determinado material.

Para realizar este cometido se presentan diversas dificultades. Por una parte, los
ingenieros que trabajan en el disefio y desarrollo de elementos de maquinas o de
estructuras generalmente se encuentran con problemas biaxiales o triaxiales de
tensiones, siendo practicamente infinitas las posibles combinaciones de tensiones
principales que pueden presentarse en la practica. Por otra parte, los datos
disponibles de caracterizacion de materiales se obtienen experimentalmente, a partir
de ensayos de laboratorio, siendo el mas recurrido, por su relativa sencillez,
economia, etc., el ensayo de traccidn simple, en el que se origina un estado uniaxial

de tensiones.

E! problema que se plantea entonces es el siguiente: si un material ha resistido una
determinada tensién en un ensayo de traccion simple, ¢ qué combinacion de tensiones
podra resistir en el caso de ser sometido a estados de tensiones biaxiales o triaxiales?
Es evidente que no se puede resolver por via experimental, dada la imposibilidad de

reproducir en el laboratorio la infinita variedad de combinaciones de tensiones posibles

144



Teortas de Fallo

en esios estados multiaxiales. En otras palabras, ;como es posible extrapolar a estos
estados multiples, habituales en los problemas reales, los resultados obtenidos para

un estado uniaxial, como es el originado en el ensayo de traccion?

Para contestar a esta pregunta se aplican las denominadas teorias de fallo, cuya

formulacion puede esquematizarse en los dos puntos siguientes:

1°) Se postula una teoria para explicar el fallo de una muestra estandar del
material objeto de estudio sometida a un ensayo sencillo de laboratoric (por ejemplo,
el de traccion simple). Puede suponerse que el fallo se presenta como consecuencia
de que se ha sobrepasado una determinada capacidad del material, pudiendo

considerarse bajo esta denominacidn aspectos diversos como:

a) Capacidad para resistir tensiones normales.
b) Capacidad para resistir tensiones tangenciales.
¢) Capacidad de resistencia a las deformaciones unitarias longitudinales.

d) Capacidad de absorcion de energia de deformacion, etc...

Por ejemplo, sometiendo a una probeta de un material dictil a un ensayo de traccion
se origina en el material un estado tensional simple: el estado uniaxial. Si la carga
aplicada a la probeta crece gradualmente, legard un momento en que alcanzara un
valor para el cual el material comienza a experimentar deformaciones plasticas. Se
dice entonces que el material fluye. En el momento de iniciacién de la fluencia se

pueden cuantificar, por ejemplo, las siguientes seis magnitudes (fig. 6.1):

Oy Oy

| I O
P el

Figura 6.1. Ensayo de traccion simple
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a} La tension normal maxima:
o =0, (6.1)

b) La tensién tangencial maxima:

o
f

T . = 6.2
5 (6.2)

ey
¢) La deformacion longitudinal unitaria maxima:

o
I
&, =—= 6.3
I E ©3)

d) La energla de deformacién absorbida por unidad de volumen:

e) La energia de distorsion absorbida por unidad de volumen:

+y
Ud=§af (65)

f) La tension tangencial octaédrica:

T —faf =0,470, (6.6)

o]

2°) Leos resultados del ensayo de laboratoric se utilizan para establecer la
magnitud de la capacidad elegida. De esta forma si el ensayo de traccion simple indica
una tension de fluencia, por ejemplo, de 240 MPa, se supondra que la fluencia, y por
tanto el fallo, se presentara siempre que en ese material, bajo cualguier combinacién

de cargas estaticas, se produzca uno de entre los siguientes resultados:

146



Teorias de Fallo

a) Una tensién normal méaxima superior a la de fluencia obtenida en el ensayo (240
MPa).

b) Una tension tangencial maxima mayor que la tension tangencial maxima en ¢l

momento de producirse la fluencia en el ensayo (120 MPa).

c) Una deformacion longitudinal maxima mayor que la obtenida en el ensayo.

Y asi sucesivamente con las demas magnitudes anteriormente citadas. En ofras
palabras, en las teorias clasicas de fallo se supone que la misma cantidad del
pardmelro que se considere y que daba lugar al fallo en el ensayo de traccion,
producira también el fallo de cualquier elemenfo hecho de ese material,

independientemnente del estado de tensiones a que se encuenire sometido.

Segun el pardmetro que se considere como determinante de la capacidad resistente

del material, surgiran las diversas teorias de fallo que en este tema se expondran.

6.1.4, Tension equivalente

Ya se ha dicho que en el estado uniaxial -originado, por ejemplo, en el ensayo de
traccién- el fallo se produce cuando la tension alcanza el valor de la tension de

fluencia o, del material, si éste es dlctil, o su tensién de rotura o; si es fragil.

Para extender este criterio de fallo a estados multiaxiales de tensiones, se define la
tension equivalente o., como la tension que en un estado uniaxial proporcionaria Ia
misma resistencia que el estado multiaxial que se estd considerando. Esta tension
equivalente se expresard como una determinada combinacion de las tensiones

principales en el estado multiaxial (fig. 6.2). Por consiguiente, se dice que se produce

el fallo cuando se verifica;
Cug = Op (6.7)
donde:

Ooq = K 01,02,03) (6.8)
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y o, es la tensién de fluencia (si el material es ductil) o la de rotura (si es fragil)
obtenida en el ensayo de traccion simple (o, en su caso, compresion simple). Por el

contraric, no existe fallo cuando se verifica:

Ooq < Og (6.9)
Ga
Gy Geoq Ceq
— ~' t——] —_—
‘0/3

Figura 6.2. Tensién equivalente

En los epigrafes siguientes se expondran las teorias mas conocidas. En las mas
importantes, se formulara matematicamente la funcion de fallo y se obtendra la
representacion grafica correspondiente en un estado biaxial de tensiones. Finalmente,
se comentaran las principales limitaciones de cada teoria, asi como su ambite de

aplicabilidad.

6.2. TEORIA DE LA TENSION PRINCIPAL MAXIMA

Se atribuye a Rankine, y es posiblemente la mas simple de todas las teorias que se
han propuesto. Enunciada en forma general, establece que se producira el fallo por
fluencia en un punto de un material, punto en el que existe un estadoc multiaxial de
tensiones, cuando la mayor de las tensiones principales positivas supere el limite de
fluencia a traccion, o cuando la mayor {en valor absoluto) de las tensiones principales
negativas supere el limite de fluencia a compresion, siendo ambos limites de fluencia
los obtenidos, respectivamente, en los ensayos de traccidn y compresion simple con

muestras estandar de ese material.

Para el fallo por rotura en un material fragil el enunciado es identico, sustituyendo el

limite de fluencia por la tensién de rotura del material.
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La tensién equivalente para este criterio seria entonces: o, =0

mdz -

En la fig. 6.3 se muestra una representacion grafica de esta tecria para un estado
biaxial de tensiones, en el que se supone o, = 0, siendo o, y o, las ofras dos tensiones
principales. En la figura o, y o, representan los limites de fluencia a ftraccion y
compresion, respectivamente. Para predecir el fallo por rotura, se utilizarian las

tensiones de rotura g,y o .

Si

\,O
a
=

(=3

Figura 6.3. Teorin de Rankine

El fallo se producira para estados tensionales cuyo punto representativo se sitlie fuera
del cuadrado. Para un estado triaxial la representacion grafica seria un cubo. Los
puntos interiores al mismo representan estados tensionales para los cuales no se
produce el fallo. En materiales equirresistentes tanto el cuadrado como el cubo son

simétrico respecto de los ejes cocrdenados.

Obsérvese que segln esta teoria, la resistencia del material depende dnicamente de
una de las tensiones principales {la de mayor valor absoluto) y es completamente
independiente de la magnitud y direccién de las otras dos tensiones principales. Para
el caso hidrostatico de tensiones (sea en traccidn o compresion) y material dictil
equirresistente, esta teorfa predice el fallo por fluencia cuando la tension principal ¢

=oy=a,=05 alcanza el valor de la tension de fluencia del material obtenida en un
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- ensayo de fraccidon. Sin embargo, se ha comprobado experimentalmente que en la
compresion o traccion hidrostatica no se produce en absoluto fluencia plastica, sino
Unicamente una pequefia deformacion elastica. Por otra parte, la teoria tampoco
explica que el fallo a cortadura pura en materiales dtictiles se produzca para valores

de la tension cortante generalmente comprendidos entre 0,55 y 0,60 del valor de or.

En la practica, esta teoria no predice bien el comienzo de la fluencia plastica y, por
tanto, no debe utilizarse para materiales con comportamiento dictil. En cambio,
proporciona buenos resultados en el caso de materiales cuyo fallo se produce por
rotura fragil, como hierro fundido, hormigon, etc..., aunque tampoco expligue
adecuadamente el caso hidrostatico de tensiones. El limite predicho en ese caso seria
o,=0, =0,=0. Sin embargo, los resultados obtenidos experimentalmente muestran que

ios materiales fragiles resisten tensiones hidrostaticas muy superiores a ese valor.

6.3. TF:ORiA DE LA DEFORMACION LONGITUDINAL UNITARIA
MAXTIMA

La teoria de la deformacién longitudinal unitaria maxima, también denominada tecria
de Saint-Venant y ampliamente aceptada durante el pasado siglo, establece que para
un esfado muitiaxial de tensiones el fallo se producira siempre que la deformacién
longitudinal unitaria maxima alcance el valor que esta rﬁagnitud tiene en el momento
de producirse el fallo en un estado uniaxial de tensiones (ensayos de fraccion o

compresion simple), de una muestra estandar del mismo material.

La tension equivalente de Saint-Venant serd por tanto: 0. = Egn. En la fig. 6.4 se
representa esta teoria para el caso bidimensional (o, = 0) y material equirresistente de
tensién de fluencia o. Las expresiones analiticas de las lineas correspondientes al

estado limite pueden obtenerse faciimente.

En el caso fridimensional, la superficie de fallo consiste en ocho superficies

triangulares pertenecientes a cuatro pirdmides tetraédricas simétricamente dispuestas

respecto a la diagonal (o,=0,=0,).

Como en el caso de la teoria de Rankine, la superficie de fallo cerrada predice que se

producird fallo en el caso hidrostatico de tensiones, en contra de lo constatado
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experimentalmente. Obsérvese que a diferencia de la teoria anterior, aqui influye el

valor de la tensidn principal intermedia.

] (&_L)
14v’ 1+v

(o) 7 =)

Figura 6.4. Teoria de Saint-Venant

Esta teoria apenas se utiliza en estos momentos, aunque algunas comprobaciones
experimentales actuales avalan que puede aplicarse aceptablemente para el caso de

algunos materiales compuestos.

’K:Q. TEORIA DE LA TENSION TANGENCIAL MAXIMA (CRITERIO DE
ESCA)

Probablemente la teoria de la tensidn tangencial maxima sea la mas antigua de todas
las teorias de fallo. Fue propuesta originalmente por Coulomb, formulada
posteriormente por Tresca en 1865 y adoptada universalmente tras los ensayos
realizados por Guest a comienzos del siglo XX. En la biblicgrafia puede encontrarse
bajo diversas denominaciones, entre las que quiza sea la méas habitual la de criterio o

teoria de Tresca.

La teoria afirma que se produce el fallo en un estado multiaxial de fensiones cuando la

méxima tension tangencial en ese estado alcanza el mismo valor o excede a la
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maxima tension tangencial en el momento de producirse el faflo en un ensayo de

traccion o compresion simple del mismo material,

Si Omax Y G S0ON |88 tensiones principales maxima y minima en un estado general de

tensiones, la teoria predice que se producira fallo cuando:

.- i 23
r = Zmix " Twin 5 71 (6.10)

Por tanto, la tension equivalente segln Tresca es!  Teq = Omax- Omin:

La teoria es razonablemente aceptable para materiales dlctiles (acero, laton,
aluminio,...} sometidos a estados de tension en los gue se presentan tensicnes
tangenciales relativamente grandes. Por ejemplo, en ensayos de torsién, en los que
se genera un estado de cortadura pura, el valor de la tensidén cortante correspondiente
a la iniciacion de la fluencia es 7, = 0,57 o, en lugar de 0,5¢,, tal como se deduce de
la teoria de Tresca. La aproximacion en este caso es razonablemente buena (dentro
del 15% de error) y actlia ademas en sentido favorable a la seguridad. En general, los

resultados experimentales permiten concluir que se trata de una teoria conservadoara.

m

Figura 6.5. Teoria de Tresca: Influencia de la tension hidrostética
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Una particularidad de la teoria es que, al considerar Gnicamente la diferencia entre los
valores extremos de las tensiones principales, resultan equivalentes estados
tensionales que so6lo se diferencian entre si en la componente hidrostatica, como se
observa en la fig. 8.5, en la que se representan los circulos de Mohr correspondientes
a diferentes estados tensionales. En otras palabras, la tensién hidrostatica no afecta al
resultado que proporciona este criterio. Por eso, éste se hace particularmente
adecuado para materiales ddctiles que fallan por deformacién plastica, ya que en ellos

se comprueba experimentalmente la casi nula influencia de la tensién hidrostatica.

Gy
(0.0/) %2 =9
G, =0 +04
. : G, =6;
7 2o o
o) /T 5 | 60)
A4 . ] - . o
A NN y 1
O, =—0;
6, =Gy +0,
O, =—0; (0‘—°r)

Figura 6.6. Teoria de Tresca

En la fig. 6.6 se representa la teorfa para un esfado de tensiones biaxial (o;=0). La
linea £F corresponde a la ecuacion o, = - o, representativa de un estado de cortadura

pura en el plano 1-2, y se denomina diagonal de cortadura del grafico a,-0,,

En un estado triaxial de tensiones la representacion es un prisma hexagonal regular
cuyo eje es la frisectriz del primer octante del espacio definido por las tensiones
principales (cfr. fig. 6.12). Puntos interiores al pristna indican la situacién de no fallo.
La teoria es conforme con los resultados obtenidos experimentalmente acerca del
comportamiento de materiales dictiles bajo estados hidrostaticos de tensiones, ya que

los puntos representativos de traccion o compresién hidrostatica estan situados sobre

153




Teorias de Fallo

el eje del prisma, es decir, en ia region de no fallo. Por tanto, segun esta teoria nunca
se producira fluencia plastica para estados tensionales hidrostaticos.

6. s/ﬁbRiA DE LA ENERGIA DE DEFORMACION TOTAL

.Esta teoria, propues‘tau_por Beltrami y Haigh en torno a 1885, expresa que se produce

el falfo en un punto de. un cuerpo en el que existe un estado tensional cualquiera
cuyando la energia de defo'rmacic‘m absorbida por unidad de volumen en un entorno de
dicho punfo es igual a la energia de deformacion absorbida por unidad de volumen

cuando el material alcanza fa tension de fluencia en el ensayo de traccion.

En su formulacién matematica, se produciria el fallo cqar"{do:
U =—0c.e,>~ s (6.11)

Respecto de las teorias anteriores,/p;esenté'Ia ventaja de que la energia de
deformacién es independiente de Ias’brientacioneé 'de las tensiones y deformaciones
consideradas. Por este motivo [,pbdria aplicarse mas faciiments a materiales no
isotropos, en tanto que las qn”fériores teorlas sélo son gstrictamente aplicables a
materiales is6tropos. a
Pero su inconveniente pi‘incipal radica en que resulta dificil evaluar la energia de
deformacion total para un estado arbitraric de tensiones. En la practica, esta teoria no
se utiliza y aqui se menciona sélo por su papel precursor de la teoria de la méaxima

energia de distorsion, que a continuacién se expone.

6.6\}. TEORIA DE LA ENERGIA DE DISTORSION (CRITERIO DE VON
MISES)

Segaiin la teoria de la energia de distorsidn se produce el fallo en un punto en ef que se
presenta un estado multiaxial de tensiones, cuando la energia de distorsién por unidad
de volumen en el enforno de ese punto alcanza o excede el valor de la energla de
distorsién por unidad de volumen en el momento de producirse el fallo en un ensayo

de traccién o compresion simple del mismo material.
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Comlnmente atribuida a Huber (1904), suele conocerse con el nombre de criterio o
teoria de Von Mises o de Von Mises-Hencky, ya que fueron estos investigadores

quienes posteriormente la desarrollaron y explicaron.

La teorfa predice la fluencia en un material ddctil con mayor precision que cualquiera
de las otras teorias conocidas, basandose Unicamente en el conocimientc de la
tension de fluencia de! material. Cuando el estado tensional es triaxial, esta teoria -a
diferencia de la de Tresca- tiene en cuenta la influencia de |a tercera de las tensiones

principales.

Un aspecto interesante de la teoria es que admite diversas interpretaciones fisicas. De
ellas, quizd las mas importantes son las que hacen referencia a la energia de
distorsion y a la tension tangencial octaédrica. En este epigrafe se deduciran las

ecuaciones de fallo -que evidentemente coincidiran- desde estos dos puntos de vista.

6.6.1. Formulacion de la energia de distorsion

En la fig. 6.7 se representa el estado tensional en un punto cuando como sistema de
referencia se elige el definido por las direcciones principales, siendo o, o,y o, las
respectivas tensiones principales. Cuando estas tensiones son iguales (o,=g.=0,), €l
estado tensional es hidrostatico y los tres circulos de Mohr degeneran en un (nico
punto. Como en este caso no hay tensiones tangenciales, tampoco habra deformacion
angular nt distorsion, aunque si cambio de volumen (e=g te+g). Cualquier ofro
esltado triaxial distinto del hidrostatico implica |a existencia de tensiones tangenciales,
las cuales dan lugar a las correspondientes deformaciones angulares de manera que,

ademas de un cambio de volumen, hay también un cambio de forma o distorsién.

Para un estado arbitrario de tensiones, la energia de deformacion es igual a la suma
de la energia asociada al cambio de volumen (energia de dilatacion) mas la asociada
al cambio de forma (energia de distorsién). El razonamiento que configuré esta
teoria postula que el fallo por deformaciones plasticas esta relacicnado precisamente
con este segundo valor, en tanto que la energia de dilatacion, que es la energia
asociada al estado hidrostatico no tiene ninguna relacién con el {fallo. De hecho, se va
a determinar la energia de distorsion calculando la energia total de deformacién y
sustrayendo a continuacién la que se emplea en originar (nicamente un cambio de

volumen, es decir, la parte correspondiente a la tension hidrostatica.
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——t—

Oy

Oy

Figura 6.7. Estado triaxial de tensiones

Se comenzara recordando la expresion (4.52) que, para la energia elastica de
deformacion por unidad de volumen, se dedujo en el tema 4. Particularizando dicha
expresicn para un sistema de ejes cartesianos definido por las direcciones principales,

se obtiene la siguiente expresion para U, en funclién de las tensiones principales:

1
U, = (6F 4014 02) -2 (00, 030, 4 0,0) ] = Ui U, ©.12)

donde estos dos Oltimos sumandos representan, respectivamente, la energia de

dilatacion y la energia de distorsion.

Para calcular la energia de dilatacion U,, es decir, la energia de deformacion
asociada exclusivamente al cambio de volumen, bastard con sustituir las tensiones
principales que figuran en la expresion (6.12) por el valor de la tension hidrostatica. En
efecto, el estado genérico de tensiones que se esta considerando puede obtenerse
superponiendo los estados de tensiones mostrados en las fig. 6.8a y 6.8b, donde o0,
es la tension media o hidrostatica y o; (i=1,2,3) las tensiones desviadoras. El estado
de la fig. 6.8a liende a cambiar el volumen del elemento de material, pero no la forma,

pues se trata de una tension hidrostatica.
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T3 Om Ca
G, Oy o,
—— E e ——— -+ B ———
¥
A An n/c 1
Tensor hidrostatico Tensor desviador
a) b)

Figura 6.8. Estado genérico de tensiones. a): Estado hidrostético; b) Estado desviador

‘Por ofra parte' de la propia definicién de tensién hidrostatica y tension desviadora se

deduce que:
o, +o,+0, =0 (6.13)

lo que es significativo de que alguna de las tensiones mostradas en la fig. 6.8b son de
traccion y otras de compresion y, en consecuencia, producen una distorsidn del
elemento. Por otra parte, la dilatacidn causada por este estadc de tensiones es,

teniendo en cuenta (6.13):

1-2v

e':8{+£'2+£'3=——(0'1'+o‘;_+a;)=0 (6.14)

Estas observaciones permiten concluir que la parte de energia de deformacion
correspondiente al cambio de volumen esta asociada al estado de tensiones mostrado
en la fig. 6.8a, en tanto que la correspondiente al cambio de forma o distorsion esta

asociada al estado tensional de |z fig. 6.8b.

Por lo tanto, la energia de deformacion relacionada con el cambio de volumen se
obtendra a partir de la ecuacion (6.12), sustituyendo cada una de las tensiones

principales por oy, es decir:
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2
U :%[3%2 —2v(3am2)]=3;'—g(1—2u) (6.15)

Sustituyendo o, por su valor en funcion de las tensiones principales:

. :(0'1+c-r2+0'3)2

o, 6.16
m 9 ( )
resulta:
1-2v , 1 2
Up == (o} +03 + 0} +20,0, + 20,0, + 20,0 (6.17)
La energia de distorsién se obtendra restando (6.12) y (6.17). Operando:
1
Uv,=U,-U, =E|:0',2 +0} +0) —-2v (o0, + 0,0, + 20,0, )]—
i[o*f +0? +0! +20,0,+20,0, +2030’1]+
OF
+ 2 (o2 40t vo? +2 2 20,0, )= 6.18
oE o, +0, +0, t20,0, +20,0, + 0'10'3)— (6.18)

= é[(lﬂ/)] (20'f +o; +20‘§)—(1+V)(20'p'2 +20,0; +20,0,) =
I+
=—V|:(O-l _0—2)2 “‘(0'2 —0'3)2 +(G3 _0-1)2:|
Obsérvese que esta ecuacion pone de manifiesto el resultado comentado de que la

energia de distorsion es nula para un estado tensional en el que fodas las tensiones

principales son iguales (tension hidrostatica).
La aplicacion de la teoria supone calcular el valor de la energia de distersion asociada
al momento de iniciacion de la fluencia en el ensayo de traccion simple y utilizarlo

como valor limite comparativo para un estado arbitrario de tensiones. De la ecuacion

(6.18) se puede obtener ese valor particularizando al estado uniaxial:

o,=0,=0 (6.19)
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resultando:

1+v :
Uy=—071+20,=

" (1+v) (6.20)

9
3E
Finalmente, igualando {6.18} y (6.20):

o) te-a) -@-a) T -, 621)

Es decir, habra fallo en un punto de un material si la combinacién de tensiones
principales definida en el primer miembro de la ecuacion (6.21), expresién que se
conoce con el nombre de tension equivalente de Von Mises, iguala 0 supera el valor

de la tensién de fluencia o, de ese material obtenida en un ensayo de traccion simple.

6.6.2. Formulacién de la tensién tangencial octaédrica

La fluencia se inicia cuando la tensién tangencial que actla sobre los planos
octaédricos (uno de los cuales, para un estado general de tensiones, se representa
en la fig. 6.9) sobrepasa un valor critico. Naturalmente, este valor critico es el de la

tension tangencial octaédrica en el momento de iniciacidn de la fluencia en el ensayo

|

de traccion.

O3

oF

Figura 6.9. Plano octaédrico

Recuérdese que sobre los ocho planos octaédricos actlan idénticas tensiones

normales O, que reciben el nombre de componentes hidrostéaticas de la tension y
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tienden a modificar el volumen del cctaedro formado por esos ocho planos, sin
distorsionarlo. Andlogamente, también son idénticas las tensiones tangenciales que
actlan sobre los plancs octaédricos, que tienden a distorsionar e octaedro sin variar

su volumen.

E! valor de la tension tangencial octaédrica en funcion de las tensiones principales

viene dado por:

Ty = %[(0'1 -0, )2 +(o, —0'3)2 +(o, -0 )2 ]}é (6.22)

En el momento de iniciacion de la fluencia en el ensayo de traccién (o,=0y, 0,=0:=0):
1
7, ==[ 207 ]yz = —\/20' (6.23)

que sera entonces el valor critico de comparacién segin esta teoria. Luego las

deformaciones plasticas apareceran cuando:

1 2 2 2H \/E

5[(0‘,—0'2) +(o,—0,) +(o'3—0’1)j| =39 (6.24)
o bien:

%[(Jl _0_2)2+(O-2_0'3)2 +(O-3_01)2]}£ =0, {(6.25)

que se corresponde exactamente con la ecuacion (6.21) obtenida a partir dei concepto

de energia de distorsion maxima.

6.6.3. Tension equivalente y representacion grafica

Ya se ha dicho que la tension equivalente del criterio de Von Mises es:

0u=[(i-0r) +(01-0) +(os -0, 1k (6.26)
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Para el caso de un estado de tensiones biaxial (o, =0), la ecuacion (6.25) se reduce a:

!
(0'12 +o; — 0,0, )A = (6.27)

ecuacion gque se representa en la fig. 6.10.

Si se opera en un sistema de referencia arbitrario xyz en lugar de hacerlo en el
sistema principal de tensiones, la tension equivalente (6.26) se puede expresar, para
el caso biaxial (o, =0), en términos de las tensiones o, , o, YT, sin mas que tener

en cuenta la relacion entre ambos sistemas:

2
g+ g._—0
o,=—"—2% { = ”] +7 . (6.28)

Sustituyendo en (6.26) se obtiene:

]
_f. 2 2 2 A
o, =(0k+0}, —0,0,+37.) (6.29)
O2
(o)
e | (Uf: O'f)

|
|
% o 4% I
¥3'V3 o 6% !
EE |
\0 I
N I
|

Figura 6.10. Criterio de fallo de Von Mises para un estado biaxial de tensiones.
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Para un esfado triaxial de fensiones la superficie de fallo es una superficie cilindrica
circular cuyo eje forma angulos iguales con los tres ejes principales, vy que tiene la
particularidad de estar circunscrita a la superficie representativa de la tecria de Tresca
(fig. 6.11). Por consiguiente, al igual que Tresca, la teorfa de Von Mises también
predice que no se producira fallo en los casos hidrostaticos de tensiones, lo que esta

conforme con la evidencia experimental.

Von Mises

Figura 6.11. Criteriv de fallo de Von Mises para un estado triaxial de tensiones.

Numerosas experiencias realizadas con materiales didctiles han confirmado que la
teoria de Von Mises es la que explica de un modo mas satisfactorio el comienzo de las
deformaciones plasticas ante cargas estaticas, por lo gue en la actualidad es la teoria

mas utilizada para predecir el fallo en dichos materiales.

Ejemplo. Aplicando el criterio de Von Mises calcular el valor de la tensién cortante

para el cual se produce el fallo en un estado de cortadura pura.
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Para este estado de tensiones, en la fig. 6.12 se representa el circulo de mayor
diametro del correspondiente diagrama de los circulos de Mohr, con indicacion

expresa de los valores de las tensiones principales.

Tnt

Jnn
qa,=-1
Figura 6.12. Estado de cortadura pura
Sustituyendo estos valores en (6.25), resulta:
r=g, (6.30)
Esto significa que la fluencia comenzara para un valor de «
Gy
T=—%=0,5770, (6.31)

Nzl

que es totalmente acorde con los resultados experimentales obtenidos en materiales
ductiles. Por tanto, una conclusién basica de esta teoria es que la maxima tension de
cortadura es el 57,7% de la resistencia a traccion simple.
h\( '@{)CT e |

T 2 a i Tt g, e
—_ m(} PSR 2 A e Z;A,u Ty L
= | -
6.7. TEORIA DE MOHR

Las teorias de fallo expuestas en los epigrafes precedentes, y de forma especial la de
la tensién tangencial maxima, han servido de base para la llamada Teoria de .'OEP

estados limites de Mohr (1900), bastante aceptada en la actualidad para materiales
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con distinta resistencia a fa traccidn que a la compresién. Una versién propuesta por

Caquot en 1935 es la denominada Teoria de la curva intrinseca.

Su fundamento es el siguiente: en un estado tridimensional, el estado tensional de un

punto viene representado por el diagrama de los circulos de Mohr (fig. 6.13, donde se

supone o, > g, >0, >0). Como es sabido, las coordenadas de un punto del area

comprendido entre las tres circunferencias son los vaiores de las tensiones normal y
tangencial correspondientes a un plano cualquiera. Los puntos perienecientes a una
misma vertical, como la MN, tienen por coordenadas las componentes intrinsecas de
tensién asociadas a planos para los que la componente normal es la misma y
Unicamente difiere la componente tangencial. De todos estos planos de igual
componente normal, el mas debil, naturalmente, es el que corresponde al punto M
situado sobre la circunferencia principal de mayor diametro, puesto que es el de

maxima tensién fangencial.

Repitiendo el razonamiento con cualquier ofra vertical, se concluye que fos planos
mas débiles corresponden a los puntos de fa circunferencia exterior. Bastara, por
consiguiente, considerar los circulos de mayor diametro para determinar los estados

tensionales para los que se produce el fallo.

fn(

O3 ay gy fn

Figura 6.13. Estado tensional en un punto: diagrama de los circulos de Mohr

Ef procedimiento para determinar la representacion grafica de los estados limite es el

siguiente. Se realizan diversos ensayos experimentales, cada uno de los cuales da
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lugar a un estado de tensiones caracteristico en el material (traccién, cortadura pura,
efc.). Para cada uno de ellos se representa el mayor circulo de Mohr correspondiente
al instante en el que se produce el fallo. A continuacion, se traza ia curva envolvente
de todos los circulos limite. Esta envolvente se denomina curva intrinseca y es una
caracteristica del material. La teoria de Mohr admite la unicidad de esta curva y su

independencia de los valores de las tensiones principales intermedias.

Se producira el fallo en un punto de un material en el que existe un estado tensional
dado, si su circufo de Mohr de mayor didmetro es tangente o corta a la curva

infrinseca obtenida experimentalmente para ese malerial.

En la fig. 6.14 se representa dicha curva obtenida a partir de fres ensayos: traccién
simple, compresion simple y cortadura pura, en un material dictil para el que se

supone distinta tension de fluencia a traccion que a compresiéon.

nt

compresion simple

\
\

- ﬁo - n
|

cortadura pura

traccioén simple

Figura 6.14. Curva intrinseca

La dificultad de aplicacién de la teoria radica en que no es facil determinar con
exactitud la curva intrinseca de cada material. Por eso, muchas veces ésla se suele
aproximar a fa tangente comin de los circulos limite correspondientes a fos ensayos
de traccidn y compresion simple (fig. 6.15). De esia manera, la tecria puede

considerarse como una modificacién de la teoria de la méxima tension tangencial, que
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propercionara resultados mas precisos si se conocen las valores limites de los dos
ensayos mencionados. Evidentemente, coincide con ella cuando el material es

equirresistente.

T,

Figura 6.15. Curva intrinseca aproximada

Si se representara graficamente la teoria de Mohr para un estado multiaxial de
tensiones, la superficie de falio seria bastante parecida al prisma hexagonal
representativc de la tecria de Tresca. La diferencia principal es que ahora las
superficies planas de este prisma son de diferente tamafio. La teoria de Mohr, al igual
que la de Tresca, predice satisfactoriamente. gue no se originara fluencia plastica en
un estado hidrostatico de tensiones. En la fig. 6.16a se muestra su representacion
para el estado biaxial de tensiones.

oy 2

o G

o

@
R Sn o

g L)

a) b)
Figura 6.16. Teoria de Mohr: superficie de fallo para un estado biaxial de tensiones. a) Sin

modificar; b) Teoria modificada
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No es objeto de esta breve exposicion estudiar la formulacién matematica de la teoria
de Mohr, formulacion que, por ofra parte, solo puede obtenerse de forma aproximada.

Cabe anadir gue si el modo de fallo es por fluencia plastica y los comportamientos a
traccion y compresion del material son significativamente diferentes, entonces esta

teoria puede utilizarse con buenos resultados.

Ademas, para materiales fragiles que también presentan cemportamientos
significativamente diferentes a traccion y compresién, se ha establecido la llamada
Teoria de Mohr modificada, que se ha comprobado es la que proporciona resultados
méas acordes con los datos experimentales. Esta modificacion empirica, que se
muestra en la fig. 6.16b, incluye una extension lineal de valor o;; de los contornos de

fallo en el segundo y cuarto cuadrantes.

6.8. SELECCION Y UTILIZACION DE LAS TEORIAS DE FALLO

En este apartado se comenta sucintamente en qué casos soh aplicables fas diferentes
teorfas de fallo estudiadas y cudles son los criterios para su seleccion. Recuérdese
gue existen una serie de situaciones practicas de considerable interés, tales como el
caso de pandeo, creep, cargas de impacto y fatiga, para las cuales las teorias de fallo
expuestas no son aplicables, pues el estudio de estos fenémenos requeriria
consideracicnes adicionales. Lo mismo puede decirse para elementos de maguinas o
estructuras en los que se produce concentracion de tensiones por la presencia de
orificios, entalladuras, etc., concentraciones que tienen una gran importancia si el
material es fragil. Evidentemente, fcdas estas situaciones quedan al margen del

campo de aplicacién de las teorias de fallo expuestas.

Antes de hacer un comentario mas detenido, en la fig. 6.17 se representan los criterios
de fallo mas representativos, para un estado biaxial de fensiones y material
equirresistente. Facilmente pueden apreciarse las principales similitudes vy
discrepancias que entre ellas existen. Por otra parte, la fig. 6.18, que recoge
resultados experimentales obtenidos para estados biaxiales de tensiones en
materiales fragiles (izquierda) y dictiles (derecha), permite verificar la validez de

dichas teorias.
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Saint Venant

\

T Von Mises
Rankine
Tresca ol

Figura 6.17. Comparacion de distintas teorias de fallo para un estado biaxial de tensiones

La evaluacion de las tecrias de fallo discutidas en este capitulo a la luz de los datos

obtenidos experimentalmente, conduce a las siguientes conclusiones:

o Para materiales equirresistentes que fallan por fractura fragil, la teoria de la

tension normal maxima (Rankine) proporciona buenos resultados.

= Para materiales que fallan por fractura fragil pero que tienen una tensién de

rotura a compresion significativamenie diferente de la de traccion, la teoria

mas adecuada es la de Mohr madificada.

» Para materiales equirresistentes que fallan por fluencia plastica, la mejor teorfa
es la de la maxima energia de distorsion (Von Mises), aungue puede afirmarse
gque, para estos casos, la teoria de la tension tangencial maxima (Tresca)

proporciona unos resultados casi tan buenos como la anterior, ligeramente

mas consarvadores.
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¢ Para materiales que fallan por fluencia pero que tienen una tensidn de fluencia

a compresion significativamente diferente de

apropiada la teoria de Mohr.

o Brittle materials
Gy
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Figura 6.18. Resultados experimentales para distintos materiales fragiles y dictiles:
comparacion con las feorias de fallo

169







Teorias de Fallo

PROBLEMAS

6.1. Calcular el valor de la carga P que produce ¢l agotamiente del cubo de la figura, segun las
siguientes teorias de fallo: Rankine, Saint-Venant, Tresca y Von Mises. El cubo tiene arista
unidad y es de un material equirresistente de tension de fluencia o, y coeficiente de Poisson v =
0,3. Se supone contacto sin rozamiento.

6.2. Calcular el coeficiente de seguridad con que trabaja el cubo de la figura, de caracteristicas
mecanicas: v = 0,3y o,= 240 MPa, segin las mismas teorias de fallo del problema anterior.

l 80 MiPa (2

L’ N
-+ | —

120 MPa

6.3. En una pieza de porcelana, cuyas tensiones de rotura en traccién y compresion simple
son, respectivamente, o, = 3 MPa y 5, = -12 MPa, el estado tensional mas desfavorable es el
indicado en la figura. Slendo v = 0,1, calcular el coeficiente de seguridad respecto al estado de
agotamiento segln las teorfas de Rankine, Saint-Venant y Tresca.

Datos del problema: oxx=18MPa; oyw=0; o0z= 0, T1,=12MPa
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6.4. La barra de acero de |a figura, de material equirresistente de caracteristicas:
E = 200 GPa; o, = 200 MPa; v=0,3

esta sometida a la carga P = 500 kN, y encaja transversalmente en una cavidad indeformable.
Se pide:

1°} Dibujar el diagrama de los circulos de Mohr para un punto del interior de la barra, indicando
los puntos que corresponden a los planos o y B, paralelos al eje z, y que forman 45° con los
ejes x e y.

27 Determinar el coeficiente de seguridad con que trabaja el material segin las teorias de
Rankine, Saint-Venant, Tresca y Von Mises.
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6.5. Sobre un cubo de arista unidad, orientado paralelamente a los ejes xyz, se aplican las
tensiones:

Oxx = 100 MPa Tyz = sz = 50 MPa

1°} Determinar las tensicnes y direcciones principales. Representar los planos principales en el

cubo de la figura.
2°) Dibujar el diagrama de los circulos de Mohr, debidamente acotado, y sefialar el valor de la

tension cortante maxima.
3°) Determinar el coeficiente de seguridad con que trabaja el material segun las teorias de fallo

de Rankine, Saint-Venant, Tresca y Von Mises.

Material equirresistente de caracteristicas: E=200GPa; o,=200MPa; v=0,3.
50 MPa
e
MPa
100 MPa
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6.6. En un punto de un sdlido elastico se sabe que:
- |las tres tensiones principales son de traccion,
- dos de ellas son 5y 35 MPa,
- la tension tangencial maxima es de 20 MPa.
19) Obtener el diagrama de los circulos de Mohr, razonando brevemente la solucion adoptada.

2°) Tensién normal asociada al plano de maxima tensién tangencial.

3% Coeficiente de seguridad frente al fallo segtn los criterios de Rankine, Saint-Venant, Tresca
y Von-Mises.

Caracteristicas mecanicas del material. o, =80MPa, E=210 GPa, v=0,3

6.7. La figura representa un bloque rigide con una ranura de 30 mm de longitud, 10 mm de
anchura y 10 mm de profundidad. En la ranura se alojan sin presion ni holgura 2 blogues de
acero A y B de dimensiones A (10x10x10 mm3) y B {20x10x10 mm3). Sobre la cara libre del
bloque A se aplica una fuerza de compresion uniformemente repartida de 8 kN, y la temperatura
de ambos se eleva en 20°C.

1°) Calcular las tensiones principales y dibujar el diagrama de los circulos de Mohr para un
punto del interior del blogue A y otro punto del interlor del bloque B.

2% Determinar el coeficiente de seguridad con que trabajan ambos blogues segun el criterio de
fallo de Tresca.

Se desprecia el rozamiento entre paredes.

Las constantes caracteristicas def acero son: E=200GPa o, =240 MPa v=03
a = 12x10-6 °C-1
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6.8. Un paralelepipedo de dimensiones abic segin los ejes xyz, respectivamente, se
encuentra alojado en una cavidad de una losa indeformable, tal como se muestra en la figura.
En la direccion del eje y estd en contacto con una placa que a su vez esta unida a un muelle de
constante k, sin deformacion inicial. En la direccion def eje x no existe huelgo alguno entre losa
y paralelepipedo. Este se somete a un incremento de temperatura AT.

Supuestos conocidos el médulo de elasticidad E del material del paralelepipedo, su coseficiente
de dilatacion lineal o y su coeficiente de Poisson v, calcular:

1%) La matriz de tensicnes,

2%} Componentes intrinsecas del vector tension ascciado al plano gue forma angulos iguales
con los gjes xyz.

3°) Dibujar el diagrama de los circules de Mohr para un punto cualquiera del paralelepipedo, y
calcular el coeficiente de seguridad con el que trabaja segin la teoria de Tresca.

Datos del problema:

a= 50mm E =200 GPa o= 240 MPa
b=100mm a=12x106 fc-1 AT =80°C
c= 50mm v=0,3 k=103 N/mm
Zz

6.9. El conjunto de la figura esta formado por tres cubos A, B y C de 1 cm de lado, alojados en
el interior de una cavidad indeformable. Los cubos B y C estan separados del cubo A mediante
una placa infinitamente rigida, de forma que el cubo superior esta centrado en dicha placa. Los
cubos estan construidos con acero de médulo de elasticidad E = 200 GPa, coeficiente de
Poisson v = 1/3, tension de fluencia of = 360 MPa y coeficiente de dilatacion lineal a = 107 o™,
No existe rozamiento entre las superficies en contacto y se considera despreciable el peso de
todos los elementos.

Se somete al cubo A a un incremento de temperatura AT, Se pide:
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19) Matrices de tensiones en los puntos de los tres cubos respecto del sistema de referencia
indicado en la figura, cuando AT = 130 °C.

2°) Maximo incremento de temperatura admisible sin que se produzca el fallo en ninguno de los
cubos segtin el criterio de Tresca.
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