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A partir de aqui se procedera de acuerdo con el método de Newton-Raphson
hasta obtener el vector de incognitas [3.140].

2. Cadlculo de velocidades. Puesto que en este caso el problema de posicion tiene solu-
cion analitica, bastaria con derivar respecto del tiempo las expresiones explicitas
[3.129], [3.130] o [3.131], [3.134] y [3.135] para obtener las velocidades: s, s,, 5, y 6.

A veces resulta mas practico derivar directamente las ecuaciones escalares de
cierre y despejar las incdgnitas lazo a lazo.

Para mecanismos més complejos, el procedimiento de resoluciéon exige una
mayor sistematizacién. Considérese su aplicacion al mecanismo de la figura 3.72.
Las ecuaciones algebraicas de cierre en velocidades se obtienen derivando respecto
del tiempo las ecuaciones de posicion [3.136]-[3.139]:

6_f1g a_fls a_fls +a_f19+a_fl¢=o

+ +
ds, | ds, © dsy 0 00 0@
................................................... [3142]
%Sl +%$~2 +%$3+%9+%¢ =0
0s, 0s, 055 00 i@
En notacién compacta:
Jos+J,9=0 [3.143]
Donde:
d
Jp= o [3.144]
el

Es la matriz-vector jacobiana del sistema de la variable de entrada. Reordenan-
do [3.143], queda el sistema lineal de ecuaciones:

Jo§=-Jp¢ [3.145]

Donde, de nuevo, vuelve a aparecer la ya conocida matriz jacobiana [3.141] como
matriz de coeficientes. Solo queda por especificar el vector del miembro de la derecha:

g
i —-rsen@ —sen ¢
J5=i= dg | _ | reose | _ | cosg [3.146]
i |3 rsen @ sen @
9 —-rcos @ - COS @
iy
g
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Asi pues, obteniendo la solucion del sistema lineal de ecuaciones [3.145] que-
dara resuelto el problema de velocidades.

3. Calculo de aceleraciones. En este caso, como se disponen de las expresiones anali-
ticas explicitas de s, bastara con derivarlas nuevamente con respecto al tiempo. Si
no se dispusieran de ellas, habria que proceder de forma genérica, tal y como se
expondra en el siguiente apartado.

Ejemplo de aplicacion 3.7. Obténgase la ecuacidon matricial de posicion del mecanis-
mo de Stephenson, de acuerdo con la notacion de la figura 3.74a. Estudiar analiticamente
la posicion de bloqueo del mecanismo de Stephenson de la figura 3.33 para las dimensio-
nes concretas que se especifican en la figura 3.74b. Asimismo, considérese dicho meca-
nismo en la posicidn de la figura 3.74c. Comprobar analiticamente si se trata de una posi-
cion singular e indicar de qué tipo.

a=13

Entrada

a) b)
b=1
a=1 c=1
e=1 f=|
............................. — &
d=05
g=15 h=15
¢)

FIGURA 3.74. Configuraciones del mecanismo de Stephenson.

Planteando las ecuaciones de cierre de los lazos simples del mecanismo y derivando-
las, se obtiene:
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asengp  bseny, -c sen(lp2 + a) -d seni, 0 (p 0
—acosqp -bcosy, c cos(l,u2 + a) dcosy, 0 wl'.ul _J0
0 0 eseny, dseny, -fseny, 1/)2 0

0 0 —-ecosy, —dcosy,; fcosy, W, 0

Particularizando las variables de este sistema para la configuracion de la figura 3.74b,
resulta la siguiente matriz jacobiana:

N3 2/43 2/43 -3 0
.o -2 0 10
0 0 0 3o-3
0 0 1 1 0

Puede comprobarse que el rango de esta matriz es 4, y como el sistema tiene 5 coorde-
nadas lagrangianas, el mecanismo posee 1 gdl en dicha configuracion. Ahora bien, consi-
derando la matriz jacobiana de las coordenadas secundarias, la cual se obtiene eliminando
la columna correspondiente a la coordenada generalizada (1. columna), se observara que
el determinante se anula, y por tanto el mecanismo se encuentra en una posicion de
bloqueo.

Considérese ahora el mecanismo en la posicion de la figura 3.74c. Los términos de la
matriz jacobiana adquieren los siguientes valores:

0 -1 0 0
-1 0 -1/2 0
0 0 0 0
0 -1 12 -1

Puede observarse que la tercera fila estd compuesta de ceros. El rango de esta
matriz resulta ser 3. Este hecho implica que el mecanismo ha adquirido un grado de
libertad adicional en dicha posicidon y se encuentra, por tanto, en una posicion de inde-
terminacion.

3.7.4. Procedimiento general para mecanismos con 1 gdl

Hasta ahora, el procedimiento de analisis cinematico ha sido expuesto mediante ejem-
plos, estudiando las posibles variantes que surgian en cada caso. Al hilo de las explicacio-
nes, se han realizado ciertas generalizaciones y se han apostillado notas de interés. En este
subapartado se va a exponer un procedimiento general de analisis cinematico, valido para
cualquier mecanismo de 1 gdl y ficilmente extrapolable a mecanismos de varios gdl.
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Sea @ el gdl o coordenada generalizada del mecanismo, y s =[s, s, .. s ] el vector
de coordenadas secundarias o incognitas.

1. Problema de posicion. Las ecuaciones de cierre correspondientes a un conjunto
completo de lazos independientes del mecanismo dan lugar a un sistema no lineal
de ecuaciones algebraicas como el representado en [3.115]:

fi(sl, Sz,...Sn,(p) =0
fz(Sl, Sz,...sm(p) =0

Si hubiese alguna restriccion adicional en el movimiento del mecanismo (al-
gun enlace), habria que incluir su correspondiente expresion analitica en el anterior
sistema. Conviene recordar que, si el numero de ecuaciones es bajo, merece la
pena inspeccionar el mecanismo por si estuviera débilmente acoplado. Si asi fuera,
resultaria mas sencillo acometer el proceso de resolucion de una forma analitica,
despejando incognitas de ecuacion en ecuacion. En caso contrario, debera utilizar-
se un método numérico tipo Newton-Raphson, en cuyo caso se procedera segun
los pasos de la figura 3.69. Una vez resuelto el problema de posicion, se dispondra
de la expresion analitica de los términos de la matriz jacobiana (también de la
expresion numérica) y de los valores numéricos del vector de incognitas s.

2. Cdlculo de velocidades. Si se dispusiera de las expresiones explicitas de s, bastaria
con derivarlas respecto del tiempo. En caso contrario, hay que derivar las ecuacio-
nes de posicion [3.115] respecto del tiempo, igual que se hizo en el apartado ante-
rior, obteniendo la ecuacion [3.145]:

De esta ecuacidén matricial se conocen los términos de la matriz jacobiana y el
miembro de la derecha. Asi pues, dicha ecuacidon matricial constituye un sistema
lineal de ecuaciones algebraicas del que, operando, se obtienen los valores numéri-
cos de las incognitas §.

Una alternativa de la expresion anterior es la siguiente:

s
Iy =ty =T (0) =~ [3.147]

Donde g (¢) es el vector de coeficientes de influencia de velocidad. El valor
numérico de este vector puede obtenerse, ahora, resolviendo el sistema de ecuacio-
nes [3.147].
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3. Cdlculo de aceleraciones. Igual que en el problema anterior, si se dispone de la
expresion explicita de §, simplemente bastaria con derivarla respecto del tiempo
para obtener §. Si de lo que se dispone es de las expresiones analiticas de los coefi-
cientes de velocidad, entonces s puede expresarse:

$=g,0 [3.148]
Derivando de nuevo respecto del tiempo:

S=gs'¢+di(£'fp2=gs~6p+hs-¢2 [3.149]

Sin embargo, si g, se ha obtenido numéricamente a través de [3.147], tal deri-
vacion no es posible. En estas circunstancias hay que buscar otras expresiones para
la obtencion de las aceleraciones. Derivando de nuevo la ecuacion [3.145] respecto
del tiempo, resulta:

alg . . . dJ,
—=s+Js=-J;¢ -
dt S 90

@ [3.150]

Operando y teniendo en cuenta [3.148], se llega a:

. dJ . . dJy .
Js§=-—"g¢>-Jyp-—+¢> [3.151]
do do
Reorganizando,
dJ dJ
Jo§=-|—SLg +—L|gp2-J,§ 3.152
s (d(p 8 o )fp 9 [ ]

En la que son conocidas las expresiones analiticas de los términos de la matriz
jacobiana J y del vector J; al derivar las ecuaciones de posicion [3.115]. Por tan-
to, el miembro de la derecha de la ecuacion [3.152] es completamente conocido.

Si resultase mas conveniente trabajar con los coeficientes de influencia, com-
parando la ecuacién [3.152], con [3.149] se llega, de un lado, a la conocida expre-
sion [3.147] y, de otro, a la siguiente:

dJ dJ
Joh =-|—5Sg + =L
s h, (d(p g, d(p) [3.153]
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La obtencion de los coeficientes de influencia de aceleracion pasa, de nuevo, por
resolver un sistema lineal de ecuaciones en que la matriz de los coeficientes vuelve a ser
la matriz jacobiana de las coordenadas secundarias.

Por fin, llevado este resultado a la ecuacion [3.149], se obtienen las aceleraciones §.

3.7.5. Procedimiento general para mecanismos multi-lazo con varios gd|

En este subapartado se va a generalizar el procedimiento descrito en el punto anterior
para mecanismos con varios gdl. También se establecerd aqui una clasificacion de las sin-
gularidades en mecanismos, asi como un método para el andlisis de las mismas.

Sea=[¢, @, .. @]elvectorde coordenadas generalizadas o variables de entra-
da del mecanismo,y s=1[s; s, .. s,]elvectorde coordenadas secundarias o incogni-
tas. Si el mecanismo no es redundante, el nimero de variables de entrada es igual al
nimero de variables de salida. Por tanto, el mecanismo tendra F gdl de entrada, F' varia-
bles de salida y (n — F) variables pasivas.

1. Problema de posicion. A partir de un conjunto completo de lazos independientes
del mecanismo se obtiene el siguiente sistema no lineal de » ecuaciones:

Sil81580, 08,0, @,,... 0 | =0
fz 8158258, @15 - - P =0 [3.154]

Una vez especificados los valores de las variables de entrada, el sistema
[3.154] se convierte en un sistema no lineal de » ecuaciones con n incdgnitas que
puede ser resuelto analitica o numéricamente. Este sistema es del todo anélogo al
expresado en [3.115]. El hecho de que haya multiples coordenadas generalizadas
no lo hace diferente pues todas ellas son conocidas.

2. Calculo de velocidades. Una vez resuelto el problema de posicion, las ecuaciones
de velocidad se obtienen derivando respecto del tiempo las ecuaciones de posicion

[3.154]:
oo |
as ds, 0@ o :
E1 : E1 EF <‘S:n ={0}
W W W U ||T [3.155]
ds ds, 0 9 J
L 1 n (pl (pp- (pFJ
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Separando las variables de entrada de las variables secundarias y expresando el resul-
tado en notacidn compacta, resulta la ecuacion matricial:

Jgs=-J,@ [3.156]
donde:
I K
as; as,,
Jg=|: :
o, o, [3.157]
as; as,,

es la matriz jacobiana de las coordenadas secundarias, y

o W
99, 0@
Jp=| : [3.158]
o, o,
99, 0@

es la matriz jacobiana de las variables de entrada.

La ecuacion matricial [3.156] constituye un sistema lineal de ecuaciones algebraicas
del que se conocen las dos matrices jacobianas y el vector de velocidades de entrada; de
su resolucion se obtienen los valores numéricos de las incognitas s.

3. Cdlculo de aceleraciones. Una vez calculadas las velocidades, las ecuaciones de
aceleracion se obtienen derivando respecto del tiempo las ecuaciones de velocidad
[3.156]. Para ello hay que tener en cuenta que las matrices jacobianas dependen tanto de
las coordenadas generalizadas como de las coordenadas secundarias:

o . oJ . o . o . . ..
_Ssl+...+_5sn+_s(pl+...+_S¢F s +JSS =
ds, ds, I, 0P
3.159]
o, oy . [
-|—=s —E5 =@+ —= -J
as, 1 as, " g, 1 00, Yr | P EP

Reordenando y expresando el sistema de forma mas compacta, resulta:

n F
DR
J

=1 =1 9%

J5§= -

Nodo . s o .
< 0s; o,

i=1 i

§ - J; ¢ [3.160]
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Este es un sistema lineal de ecuaciones donde, igual que en el sistema de ecuaciones

de velocidad [3.156], la matriz de coeficientes vuelve a ser J. En el miembro de la derecha
. oJ aJ ¢ 0J ¢ (‘)JS L. L.
aparecen las matrices J,, s 0 7o oy oo Cuyos términos se conocen explicita-
s; 0 A, 98, dg

mente, y s, que se ha obtenido de [3.156], bien explicitamente (rara vez), bien numérica-
mente (lo habitual). Por tanto, las aceleraciones del mecanismo se obtienen resolviendo el
sistema [3.160].

Otra expresion de este sistema se obtiene despejando s en [3.156] y sustituyendo su
valor en [3.160]:

i

n F
Js§ = | D AS+ Y B¢ - Jp [3.161]
=1 i=1
donde:
JJ -1 dJ
A =—5[J. | J, - —£ 3.162
J ds [ S] £ ds [ ]
0J -1 oJ
B =—S[Jg] J,-—L
; 8(/),-[ s] I P [3.163]

Como puede apreciarse, el sistema [3.161] tiene una cierta similitud con el sistema
mas simple [3.152] correspondiente a los mecanismos de 1 gdl.

4. Andalisis de singularidades. La posicion del mecanismo esta gobernada por el siste-
ma de n ecuaciones [3.154] que relacionan (n + F) coordenadas lagrangianas, de las cua-
les F son generalizadas y n secundarias. Este punto de partida asume implicitamente la
independencia funcional entre las n ecuaciones del sistema [3.154]. No obstante, esta cir-
cunstancia esta regida por el rango de la matriz jacobiana del sistema. En este analisis apa-
recen tres matrices jacobianas cuya degeneracion da lugar a tres tipos de singularidades:

a) Incremento de la movilidad. E]l nimero de gdl del sistema es igual al nimero de
coordenadas lagrangianas menos el nimero de ecuaciones independientes; el
numero de ecuaciones independientes es igual al rango de la matriz jacobiana del
sistema [3.154] respecto de todas las coordenadas lagrangianas; por tanto:

G =n+F -rango(J) [3.164]

Si las n ecuaciones son independientes, el rango de J es n y por tanto G = F,
que es lo que se conoce como gdl de ciclo completo. Sin embargo, es posible que
el mecanismo a lo largo de su movimiento se encuentre posiciones tales que el ran-
go de esta matriz disminuya. En estas posiciones el mecanismo incrementa instan-
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taneamente su numero de gdl, estando ante lo que previamente se denomind posi-
cion de indeterminacién, y que desde un punto de vista mas general se denomina
singularidad de incremento de movilidad. Hay que indicar que pueden encontrarse
mecanismos que encadenen una serie de posiciones de indeterminacion, de forma
que el incremento de movilidad adquiera la condicion de permanente. También, el
rango de la matriz jacobiana puede disminuir en mas de uno, con lo que el incre-
mento del nimero de gdl del mecanismo en tal posicion puede ser superior a 1.

b) Singularidad en el problema directo. Este tipo de singularidad no altera el nimero
de gdl de ciclo completo del mecanismo, sin embargo afecta localmente a su movi-
lidad. Para detectarla se parte de la ecuacidon de velocidades expresada segun la
ecuacion [3.156] que se reproduce a continuacion:

Jss=-J, ¢

El mecanismo alcanza una singularidad de este tipo cuando el determinante de
la matriz J se anula:

Wsl=0 [3.165]

En esta posicion el mecanismo puede tener una entrada @nula, que sin embar-
go permite un movimiento no nulo en los elementos dependientes de las variables
. A veces se consigue eliminar las variables pasivas, de forma que las componen-
tes de § sean exclusivamente variables de salida. De esta manera queda un sistema
que relaciona directamente las variables de salida con las de entrada. Por otro lado,
el sistema lineal [3.156] debe ser compatible, por lo que la matriz de coeficientes
J; debe tener el mismo rango que la matriz ampliada. Ello obliga a que exista una
dependencia lineal entre las variables de entrada ¢ En los mecanismos de 1 gdl
esto significaba una posicion de bloqueo (¢ = 0).

¢) Singularidad en el problema inverso. El mecanismo alcanza una singularidad de este
tipo cuando el rango de J,, sea manor que F. En el caso de que J, sea una matriz
cuadrada, la singularidad ocurre cuando el determinante de la matriz J, se anula:

g =0 [3.166]

En esta posicion el mecanismo puede tener una salida s nula, que sin embargo
permite una entrada ¢ no nula. Por otro lado, el sistema lineal [3.156] debe ser
compatible, por lo que la, ahora, matriz de coeficientes J,, debe tener el mismo
rango que la matriz ampliada. Ello obliga a que exista una dependencia lineal entre
las variables de salida en s.

Ejemplo de aplicacion 3.8. El mecanismo de la figura 3.75 es un manipulador parale-
lo plano de 3 grados de libertad cuyos accionamientos son los émbolos situados en cada
una de sus tres “patas”. En consecuencia, los pardmetros de entrada son las longitudes /,,
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L, y I correspondientes a las distancias entre las articulaciones OA, DBy EC, respectiva-
mente. Los pardmetros de salida son aquellos que definen la posicion de la plataforma;
para este caso se adoptan x,, y, y 0. Las variables pasivas son las posiciones angulares de
cada una de las patas: ¢,, ¢, y @;. La plataforma movil es un tridngulo equilatero de lado 4.
Asimismo, las articulaciones fijas O, D y E estan en los vértices de otro triangulo equila-
tero de lado r. Se pide la resolucion de los problemas de posicion (directo e inverso), cal-
culo de velocidades y analisis de singularidades.

Entrada: /,. l, y [,
Salida: X,, ¥, y @
Gdl pasivos: @, @, y @,

0 (0,0) X D (Xp, Yp)

FIGURA 3.75. Manipulador paralelo.

Teniendo en cuenta que este mecanismo posee 8 elementos, 9 pares clase I y 0 pares
clase II, su movilidad serda G =3 (8 = 1) = 2 - 9 = 3. Por otro lado, de la aplicacion de la
formula de Euler resulta que el mecanismo tiene L =7 - N+ 1=9 - 8 + 1 = 2 lazos inde-
pendientes. Las ecuaciones vectoriales de cierre de estos lazos son:

OA + AB = OD + DB [3.167]

07+A?=0?+ﬁ [3.168]
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Puede comprobarse facilmente que el lazo DBCED se obtiene sumando los dos ante-
riores.
Proyectando las ecuaciones [3.167] y [3.168] segun los ejes x ¢ y, se obtiene:

X, +hcosO =r+l,cosp, [3.169]

v,y +hsenf =1 sengp, [3.170]

xA+hcos(t9+§)=§+l3cos<p3 [3.171]
x)y 3

v, +hsen 6+? =7r+l3senq03 [3.172]

Que es un sistema de 4 ecuaciones con 7 coordenadas lagrangianas (x,, y,, 6, 1, ,
@,, ¢,). Como el manipulador tiene 3 gdl hay que especificar el valor de 3 variables; las
4 restantes se obtienen con las ecuaciones [3.169]-[3.172]. Sin embargo, lo que se busca
es la relacion entre las variables de entrada (/, /,, [;) y las de salida (x,, y,, 6). Para ello,
hay que anadir a las ecuaciones anteriores otras relaciones que incluyan la variable de
entrada /, que todavia no ha aparecido:

x, =1 cos@, [3.173]

Yy =lseng, [3.174]

El siguiente paso consiste en la eliminacion de las variables pasivas del sistema de
ecuaciones [3.169] y [3.174]. Asi, entre [3.173] y [3.174] se elimina ¢,:

Xj+yi=l [3.175]
Entre [3.169] y [3.170] se elimina g,:
()cA+hcost9—r)2+(yA+hsen49)2=122 [3.176]

Y entre [3.171] y [3.172] se elimina g;:

x\y r\’ ) V3 )
(xA+hcos(6+§)—E) +(yA+hsen(6+§)—7r) =05 [3.177]

1. Resolucion del problema inverso. Los datos de este problema son las variables que
definen la posicion de la plataforma (x, y,, 0), y las incognitas son las longitudes de cada



216 CINEMATICA DE MECANISMOS. ANALISIS Y DISENO

uno de los actuadores (/,, /,, [;). En este manipulador, la resolucion del problema inverso
es inmediata a partir de las ecuaciones [3.175], [3.176] y [3.177].

2. Resolucion del problema de posicion directo. Los datos de este problema son las
variables que definen las longitudes de los actuadores (/,, /,, [;) y las incognitas los para-
metros que definen la posicion de la plataforma (/,, 7,, ;).

De [3.175] y [3.176] resulta:

2(hcosO-r)-x,+2hsenO -y, ~2hcos@ r+I} 15 +h*+r> =0  [3.178]

De [3.175] y [3.177] resulta:

N

2hcos(0+£)—rl-xA+[2hsen(6+£)—\/§r
3 3

—hr|cos (9 +£) +4/3 sen (9 +£)
3 3

[3.179]
+ - +h*+r7 =0

En conclusion, el sistema resultante para el problema de posicidon directo estd consti-
tuido por las ecuaciones [3.175], [3.178] y [3.179] que presentan la siguiente forma:
X+ Ve =1
ax, +by, +¢ =0 [3.180]
ax,;+b,y, +c, =0 [3.181]

Donde los términos a,, b, ¢, a,, b, y ¢, dependen unicamente de la variable 6. Por
tanto, aplicando Cramer al sistema [3.180] y [3.181] en las variables x , y, se obtiene:

x, = x4(0) [3.182]

ya=46) [3.183]

Llevando [3.182] y [3.183] a la ecuacion [3.175] se obtiene una ecuacioén en senf 'y
cos 0. Realizando el cambio:

2t
senf = . [3.184]

1-1¢2
cosf = D [3.185]
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Resulta un polinomio en ¢ que da las soluciones del problema de posicion directo.
Deshaciendo los cambios para cada una de las soluciones obtenidas, el problema directo que-
da resuelto.

3. Cdlculo de velocidades. El sistema no lineal de ecuaciones [3.175], [3.178] y
[3.179] tiene la forma:

fl(xA’ yAae,ll,lz,l3> =0
Solx4:3.0:0.5 12, 15) = 0 [3.186]
fB(xA’ yA’9511s12313) =0

Derivando estas ecuaciones respecto del tiempo, reordenando las variables y expresan-
do el resultado en forma matricial queda:

Jg J
f—J% f—/%
h o oh o
ox, dy, 00|, . al, al, al, j
X
afy oy dfy||"" of, o ofs ||
— —— —War=-|7 o bk [3.187]
ox, dy, 00 p al, al, al, i
ofs Iy 9fs ofy ofs ofs |17
ax, dy, 00 al, al, al,

Donde los términos de J valen:

a—'fl=2XA, a_fi=2yA’ a_‘fl=0
ax, W, 90
)
%=2(hcose—r); /s =2hsen6
0x 9 4
%=—2thsen6+2hyAc056+2hrsenH
o)
i=2hcos 0+2 -r; a—f3=2hsen 0+%|-3r
ax 3 a4 3
9 (@) (@) [ ) [ @)
%: _2thsenL9+§) +2hyAcosL0+§) —hr ‘BCOSL6+§) —senL0+§)

Y la expresion de la matriz J; es:
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2L 00
Jp=|2 =21, 0 [3.188]
2, 0 =21

Definiendo las velocidades de entrada y resolviendo el sistema lineal de ecuaciones
[3.187], se obtienen de forma directa las componentes de velocidad de la plataforma.

También puede obtenerse un sistema equivalente a [3.187] planteando directamente
las ecuaciones de velocidad de los puntos 4, By C de la plataforma.

4. Andlisis de singularidades.

a) Singularidad en el problema inverso. El jacobiano de la matriz J,, vale:
M| =-8411 [3.189]

Que solo se anula cuando alguna de las distancias /|, /,, [, es cero, lo cual es
fisicamente imposible.
b) Incremento de la movilidad. La expresion de la matriz jacobiana es:

J=[JgiTg] [3.190]

Puesto que ’JE‘ = (, el rango de J es 3. De acuerdo con la ecuacion [3.154], el
niamero de gdl para cualquier posicion del mecanismo es 3. Por tanto, no existe
este tipo de singularidad.

¢) Singularidad en el problema directo. Se trata de obtener la condicién por la cual
‘JS’ se anula. Introduciendo las relaciones:

hcosO =xp—x,; hsenO=y,—-y,; r=2Xp;
T
hcos(6+§)=xc—xA; hsen(9+§)=yc—yA

en ‘JS‘ y realizando una serie de operaciones elementales de filas y columnas
resulta:

—V4 X4 0
|JS| = ~VB xg—Xp ygXp [3.191]
~(ve=Ye) xc-Xp -Ypxc+Xpye

La condicién ’JS‘ = 0 significa que las tres rectas siguientes:
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~Vax+xy=0 [3.192]
—yp x+(xp=Xp) y+ypXp=0 [3.193]
(Ve =Yp) x+(xc=Xp) y+(=Ypxc +X;y0) =0 [3.194]

Constituidas con los términos de cada una de las filas de ‘JS‘ se cortan en un
punto. La recta [3.192] pasa por los puntos O y 4; la recta [3.193] pasa por los
puntos Dy B; la recta [3.194] pasa por los puntos £y C. En conclusion, existe una
singularidad en el problema directo si las rectas OA, DB y EC se cortan en punto.

Como muestra analicemos un caso particular de esta condicion; por ejemplo,
el caso en que:

Yi=ys=0 [3.195]

Que corresponde a la configuraciéon geométrica de la figura 3.76:

o A B D

C; ’ » ®

FIGURA 3.76. Caso de singularidad en el problema directo.
En este tipo de singularidad se sabe que las variables de entrada guardan una

determinada relacion. Para la posicion de la figura 3.76, esta relacion se obtiene lle-
vando las condiciones [3.195] al sistema [3.187] particularizado, de donde resulta:

11+i2=0

Ejercicios propuestos

1. A partir del posicionamiento de los polos de velocidad del mecanismo de la fi-
gura 3.77, indicar qué elementos se encuentran en posicion de bloqueo. Razonar la
respuesta.
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FIGURA 3.77. Mecanismo de barras articuladas.

2. En la figura 3.78 se presenta el diagrama cinematico de un mecanismo de tren de
aterrizaje. Dicho mecanismo es accionado mediante un actuador hidraulico no

representado y que empuja a la deslizadera 2. Se pide:

A ALLALRALARRRRNARRRRVRL VLR LAY

04=2L
AB=1L
BC=L
CR=L
EB=L
OD=1,
DC =1

FIGURA 3.78. Tren de aterrizaje.
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a) Obtener las ecuaciones de posicion y las ecuaciones de velocidad del mecanismo
a partir de los parametros de la figura 3.78, donde s, es la variable de entrada.

b) El tren de aterrizaje se acciona mediante una fuerza F, que permite vencer la
fuerza resultante F, de resistencia al aire aplicada sobre el eje de la rueda.
Obténgase la ventaja mecanica del mecanismo. Dibujar las posiciones de los
polos que aparezcan en la expresion de la ventaja mecanica.

c) Obténgase en funcion de la longitud L, las longitudes /, y /; para que las posi-
ciones plegada (6, = 150°) y desplegada (6, = 90°) del tren de aterrizaje coinci-
dan con las posiciones de bloqueo del mecanismo.

3. Realicese el estudio del disefio de los alicates ajustables de la figura 3.79 desde el
punto de vista de la ventaja mecanica.

a) Posicion cerrada (bloqueada). b) Posicion intermedia (desbloqueada).

c) Posicion abierta.

FIGURA 3.79. Alicates ajustables.

4. Obténgase para el mecanismo desmodroémico, en la posicion representada en la
figura 3.80, las velocidades y aceleraciones de todos los puntos sefialados median-



222  CINEMATICA DE MECANISMOS. ANALISIS Y DISENO

te los métodos graficos de analisis cinematico. Se considera que existe rodadura en
los puntos Gy B.

FIGURA 3.80. Mecanismo del problema 4.

5. Idem para los mecanismos de la figura 3.81.

0] G H
YA
a) b)

FIGURA 3.81. Mecanismos del problema 5.

6. El diagrama cinematico de la figura 3.82 representa un dispositivo mecéanico para la
generacion de cargas variables y, por tanto, para inducir vibraciones. El mecanismo
se encuentra en una posicion genérica. Aplicando los métodos graficos de andlisis
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cinematico, y para los datos cinematicos del elemento 2, obtener las velocidades y
aceleraciones de los puntos 4 y B. Para este problema, el muelle entre los elementos
4y 6 tiene el tnico propdsito de mantener el cierre de los pares de leva.

FIGURA 3.82. Mecanismo del problema 6.

7. Considérese la maquina con movimiento alternativo horizontal de retorno rapido,
conocida como limadora y representada en la figura 3.83. Sobre el carnero va
montado en uno de sus extremos la herramienta cortante, cuya posicion viene defi-
nida por la variable x. El movimiento alternativo viene generado por una manivela
OB cuya posicion angular ¢ define la coordenada generalizada del mecanismo.
Las caracteristicas geométricas adicionales de la maquina vienen representadas en
el diagrama cinematico de la figura 3.83. Se pide:

OzB=r=30cm
0,A=L=100cm

FIGURA 3.83. Mecanismo de retorno répido.
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1) Calcular la carrera (rango de movimiento) de la herramienta en funcién de los
datos del problema.

2) Resolucion del problema de posicion del mecanismo: expresar x, y, s y 6 en
funcion de ¢, y de los datos geométricos. ]

3) Resolucioén del problema de velocidades: expresar x, y, s y 6 en funcion de ¢, x,
¥, sy 0,y lavelocidad de entrada .

4) Realizar el andlisis de singularidades del mecanismo.



Sintesis dimensional
de mecanismos planos

4.1. Introduccién

Anteriormente (capitulo 1), se establecieron dentro del proceso de sintesis de meca-
nismos dos etapas bien diferenciadas: sintesis estructural y sintesis dimensional (por este
orden). En la primera de ellas se trata de determinar, una vez definida la funcion objetivo,
qué tipo de mecanismo es el mas adecuado para cumplirla: jun mecanismo de levas? jun
tren de engranajes? ;jun mecanismo de barras? Estas preguntas eran respondidas en una
subetapa dentro de la sintesis estructural denominada sintesis de tipo.

A continuacidn, pero todavia dentro de la etapa de sintesis estructural, quedan pregun-
tas por responder como: ;Cuantos elementos deberia tener el mecanismo? ;Cudntos gra-
dos de libertad son requeridos? ;Qué configuracion estructural es la més adecuada? La
obtencion de las distintas cadenas cinematicas con un determinado numero de elementos y
un determinado numero de grados de libertad constituye la respuesta a estas preguntas
y es el objeto de la que se denominé sintesis de nimero en el capitulo 1.

Una vez determinado el mecanismo concreto a utilizar, se inicia la etapa de sintesis
dimensional, cuyo objeto es la determinacion de las dimensiones significativas del meca-
nismo para que realice una tarea previamente especificada. Por mecanismo concreto se
entiende: todo aquel que tenga definida su configuracion topologica aunque no sus dimen-
siones, como por ejemplo, una biela-manivela, un cuadrilatero articulado o una leva de
rotacioén con seguidor de pie plano. Son dimensiones significativas: las distancias entre
rétulas, la forma del perfil de una leva, los diametros, las excentricidades, etc. Es decir, las
dimensiones que definen el comportamiento cinematico del mecanismo, y que en su
momento se denomind geometria esencial. Como se verd, algunos planteamientos de sinte-
sis dimensional parten de las ecuaciones de posicion del mecanismo, en las cuales apare-
cen como parametros a determinar las dimensiones del mismo.

En general, éste es un capitulo con muchas oportunidades para los programas de orde-
nador MECAN4 y BIEMAN, a los que se aludid en el prélogo de este texto por sus capaci-
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dades en el disefio de mecanismos basados en los bloques cuadrilatero articulado y biela-
manivela.

4.1.1. Tipos de sintesis dimensional

Dentro de la sintesis dimensional puede establecerse una clasificacion basada en el
tipo de tarea que debe cumplir el mecanismo. Asi se tiene:

1. Generacion de funcion. Tiene por objeto la obtencion de mecanismos que satisfa-
gan una relacion funcional prescrita que coordine las caracteristicas cinematicas del movi-
miento (desplazamiento, angulos, velocidades, aceleraciones...) entre las barras de entrada
y de salida.

Se trata de disefiar un mecanismo que, mientras el elemento de entrada se mueva
segun la variable x, el de salida lo haga seglin la funcién y = f{x), dentro del rango de
movimientos del elemento de entrada: x, < x < x,,, (figura 4.1). A veces, la funcién pres-
crita no puede ser generada exactamente por el mecanismo, o simplemente es suficiente
con que el mecanismo verifique dicha funcion y = f{x) en un determinado numero de pun-
tos, denominados puntos de precision: P(x, y,), Py(xy, y,), ... P(x, ¥), ... P(x,, ).

La diferencia entre la funcion generada y la prescrita recibe el nombre de error estructu-
ral y se representa por £ =y, —y. Esta funcion de error es nula en los puntos de precision.

y Func. gen@» ’yg =/
Yan ~ ’
Y .
7 Py Func. prescrita y = f(x)
Y 4
AN
y2 7 g
yl ’,‘— ----- ) P2
P P,
Yo
X
%X, x, x, X; Tno 8 X
E=y,-y
L X
*o * *2 % Foo e

FIGURA 4.1. Generacién de funcién.
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Frecuentemente las variables de entrada y salida, en vez de ser magnitudes lineales,
son magnitudes angulares. En la figura 4.2 se representa una coordinacidon angular entre el
elemento de entrada de longitud r, y el de salida de longitud 7,:

FIGURA 4.2. Generacién de funcién con magnitudes angulares.

El subindice j indica la posicion prescrita j del mecanismo; Ag, Ax, Ay, Ay son los
rangos de las variables ¢, x, v, y, respectivamente, en los que se especifica la generacion

de funcion:

Ap=q,,, - ¢

Ax=x,,-Xx, [4.1]
A”l,l) = wn+1 - wO

Ay =y,.1 =

Como la relacion existente entre las variables lineales y angulares es una relacion lineal,
se verificara:

Coj_(Po_A_w:l

X, —-x, M 1 [4.2]

Donde: ¢, y,, x,, ¥, son los valores de las variables a partir de los cuales se refieren
las correspondientes posiciones ¢, '1/}1., x;, y; de los puntos de pre'cisi(')r'l. Dados x, y x, e
pueden obtenerse a través de la funcion a generar, y, e y, ;. A continuacion, pueden elegir-
se los extremos de los rangos angulares (¢, ¢,,,) ¥ (¥, ¥,,,) donde ubicar los puntos de
precision. A veces es mas practico elegir (¢, A@) y (y,, Ay). En resumen, las posiciones
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angulares correspondientes a los puntos de precision se despejan de la ecuacion [4.2],
resultando:

Ag

@;= E(xj - X))+ @ [4.3]
Ay

Y, =A—y(yj—yo)+% [4.4]

En los disefios es tipico elegir A@ y Ay entre 60° y 120° para que tanto la barra de
entrada como la de salida no tengan que rebasar la linea de articulaciones fijas dentro del
rango en que se desea generar la funcion.

2. Generacion de trayectorias. El objetivo o funcion a desempefar consiste en que un
punto de un elemento flotante (figura 4.3) de un mecanismo trace una trayectoria previa-
mente especificada. Si la trayectoria deseada esta definida mediante puntos de precision a
los que, ademas, se les hace corresponder con una serie de posiciones del elemento de
entrada, a esta sintesis se la denomina generacion de trayectorias con restriccion del ele-
mento de entrada (figura 4.3).

Trayectoria generada

Trayectoria deseada

Con restriccion del

l parametro de entrada.
(®

FIGURA 4.3. Generacién de trayectorias.

3. Guiado de solido rigido. Su objetivo es que un elemento flotante de un mecanis-
mo se sitie segun una secuencia de posiciones preestablecida (figura 4.4). En este caso,
también se da la posibilidad de guiado de solido rigido con restriccion del elemento de
entrada.
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Py(x;, )
Pz(xza yz)

g X

FIGURA 4.4. Guiado de sélido rigido.

4.2. Sintesis de generacion de funciones

El método que va a presentarse para generar la funcion deseada, hara uso del cuadrila-
tero articulado como medio de explicacion. Sin embargo, es totalmente valido para cual-
quier mecanismo cuya relacion entrada-salida puede ser expresada mediante una relacién
funcional entre dos variables. Obsérvese que de la afirmacion anterior se desprende que
los mecanismos a los que se estd aludiendo son desmodromicos. La relaciéon funcional
puede expresarse de la siguiente manera:

filanay, .. @) =0 [4.5]

Donde: @y y son las variables de entrada y salida respectivamente, y a,, a,, ..., a, son
los parametros dimensionales. En principio, el mecanismo cuya ecuacién de posicion es
[4.5] puede coordinar hasta n puntos de precision (¢, ;) para sus variables de entrada y
salida. Sustituyendo cada uno de estos puntos en la ecuacién [4.5] se obtienen n ecuacio-
nes con n incognitas, las variables a,, a,, ..., a, que definen las dimensiones del mecanis-
mo. Como se vio en el capitulo 3 estas ecuaciones no son lineales y exigen (en general)
una técnica de resolucion numérica.

4.2.1. Relacién funcional entrada-salida para un cuadrilétero articulado:
Ecuacién de Freudenstein

Esta ecuacion relaciona las posiciones de los elementos de entrada y salida de un cua-
drilatero articulado. Para obtener dicha ecuacion se utilizard un procedimiento facilmente
extrapolable a cualquier tipo de mecanismo. De hecho, al final de este epigrafe se aplicara
también al mecanismo de biela-manivela.

Sea el cuadrilatero articulado de la figura 4.5:
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FIGURA 4.5. Poligono vectorial de cierre.

La ecuacion vectorial de cierre es:
a+c=b+d [4.6]
Esta ecuaciéon puede descomponerse segun las direcciones x e y:

acosp+ccosf=d+bcosy [4.7]
asen@+csenf=>bseny [4.8]

A continuacién se elimina 6 entre ambas ecuaciones. Para ello se despejan los térmi-
nos en 6 en cada ecuacion, se elevan al cuadrado ambas y se suman; reordenando y agru-
pando términos se obtiene el siguiente resultado:

2=d?+ b*+a? - 2ab cos(yY — @) — 2ad cos + 2db cosy [4.9]

Dividiendo la anterior ecuacion por 2ab queda:

(d/a) - cosy — (d/b)-cos@ + (&% + b + a*> — ¢*)/2ab = cos(y — @) [4.10]

Siendo esta ultima expresion, la denominada ecuacion de Freudenstein. También pue-
de escribirse de la siguiente manera:

K, cosy - K, cosp + K, = cos(y — @) [4.11]
Con
K, =d/a [4.12]
K,=d/b [4.13]
K, =(d*+ b* + a® - c?)/2ab [4.14]

De esta forma, la ecuacion [4.10] no lineal en las variables de disefio a, b, ¢, d, se con-
vierte ahora en una ecuacion lineal en K, K,, K.
Operando de la misma manera, pueden obtenerse las relaciones (v, 6) y (¢, 6):
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R, cosy — R, cos + R, = cos(y - 0) [4.15]
P, cos@ + P,cosO - P, = cos(¢ - 0) [4.16]
Con
R, =d/c; R, =d/b; Ry = (d? + c* + b*> - a®)/2bc [4.17]
P, =d/c; P, =d/a; Py = (d* + c* + a* - b*)/2ac [4.18]

Siguiendo el mismo procedimiento, pueden obtenerse ecuaciones analogas a la de
Freudenstein en otros mecanismos. Asi, para el caso del mecanismo de biela-manivela
representado en la figura 4.6:

FIGURA 4.6. Mecanismo de biela-manivela.

La ecuacion de cierre es:
F+l =5+a [4.19]
Realizando la descomposicion de esta ecuacion segin abscisas y ordenadas:

rcosp + lcosf=s [4.20]
rseng + [senfG=a [4.21]

Operando de forma analoga al caso anterior resulta:
§s2=1%—r>—a* + 2rs cos ¢ + 2ar sen @ [4.22]
Ecuacion que puede expresarse de la siguiente manera:
s?=T;scosp+T,sengp—T, [4.23]
Donde:

T\=2r;T,=2ar; T,=r*+a’>- 1 [4.24]
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4.2.2. Sintesis de generacién de funciones con tres puntos de precisién

Considérese inicialmente la resolucion de este problema por medio de un cuadrilatero
articulado. Se trata de obtener las longitudes de los lados a, b, ¢, d para tres posicio-
nes dadas: P,(@,, ¥,), P,(@,, ¥,), Py(®;, ). Sustituyendo en la ecuacion de Freudenstein
las tres parejas de valores, se obtendra el siguiente sistema lineal de tres ecuaciones con
tres incdgnitas:

K, cosy, - K, cos, + K,
K, cosy, - K, cosg, + K,

COS(IIH - (Pl)
cos(y, - @,) [4.25]
K, cosy, — K, cosg, + K, = cos(y; — @)

Puesto en forma matricial:

cosy, -—cosp, l1[[K cos(zp1 - (P1)
cosy, —cosg, 1[K, = 1cos(y, -, [4.26]
cosy; —cosgy 1f[ K5 COS(U’3 - @3)

Este sistema puede ser resuelto mediante la regla de Cramer u otro procedimiento,
obteniéndose los valores de las incognitas K. A partir de estos valores y de las relaciones
[4.12]-[4.14], se obtiene un sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas (a, b, ¢, d).
Eligiendo un valor para una de ellas, las otras tres quedan determinadas. El tamafio del
mecanismo depende del valor elegido para el primero de los lados. Sin embargo, la solu-
cion obtenida (K|, K,, K,) es independiente del tamafio del mecanismo ya que todos los
cuadrilateros dimensionalmente semejantes verifican las mismas relaciones angulares. Es
decir, considerando dos soluciones posibles de este problema, (a,, b, c¢,, d,) y (a,, b,, ¢,,
d,), se verifica:

A _h_a_a [4.27]

donde A es el factor de escala entre los dos cuadrilateros.

Notese que a y b pueden resultar negativos. Cuando esto ocurre, significa que el senti-
do del vector que representa la barra en cuestion es el contrario (figura 4.7).

Hay que realizar otra aclaracion. El procedimiento garantiza que el mecanismo pueda
ser ensamblado en las posiciones de disefio P,(¢,, ¥,), P,(@,, ¥,), P;(¢,, ;). Sin embar-
go, puede ocurrir que dichas posiciones pertenezcan a distintas configuraciones. Como se
sabe, si el cuadrilatero cumple el criterio de Grashof, no se puede pasar de una configura-
cidn a otra sin desmontar el mecanismo. En este caso, el disefio no seria valido.

Como se indicé en el apartado 4.1, otra relaciéon funcional entrada-salida, distinta de
la que relaciona los dngulos @y v, es la que relaciona las longitudes de los arcos descritos
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FIGURA 4.7. Interpretacién de los valores negativos de a'y b.

por los puntos extremos de las barras con punto fijo (figura 4.8). Es decir, la relacion y = f{x)
a través de los puntos de precision P, (x,, y,), Py(x,, ,), P;(x3, y;).

FIGURA 4.8. Relacion entre variables lineales en un cuadrilétero articulado.

Las relaciones funcionales y = f(x), ¥ = y(¢) son equivalentes, y puede pasarse de una
a otra a través de las ecuaciones [4.3] y [4.4] que en este caso pueden expresarse de la

siguiente manera:

Q= X

[4.28]

Y= y

29
Ax
Ay
Ay
4.2.3. Generalizacién para m puntos de precisién

A continuacién se va a generalizar este procedimiento para cualquier mecanismo de
1 gdl. Tal como se indico en el punto 4.2, para ciertos mecanismos puede obtenerse una
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relacion funcional no lineal entre la variable de entrada ¢ y la de salida ¥ como la expre-
sada por la ecuacion [4.5]. No obstante, en determinadas ocasiones es posible linealizar
dicha ecuacion siguiendo un procedimiento analogo al de Freudenstein. Cuando se consi-
gue, la relacion funcional entrada-salida puede expresarse en funcion de m parametros de
disefio K, seglin la siguiente ecuacion:

K (@ ) + K (@ ) + . + K, (0, ) = g(@, ) [4.29]

O, de forma abreviada,

E K, fi(p.w) = g(@.y) [4.30]

i=1

Dado que hay m parametros de disefio, puede realizarse una sintesis de generacion
de funcion de hasta m parejas de puntos P(g, v,). En caso de no poder linealizar la
ecuacion de posicion [4.5], lo unico que cambia es el método de resolucion del sistema
de ecuaciones.

4.2.4. Seleccién de los puntos de precisién

En principio, la funcion deseada y = f(x), y la generada y, = f, (x), solo coinciden en
los puntos de precision. La variacion del error estructural depende de donde se hayan
colocado los puntos de precision dentro del rango de variacion de la variable x. Se trata,
por tanto, de seleccionar los 7 puntos de precision x, dentro del rango Ax, de manera que el
error estructural (E' = y, - y) sea minimizado. Puede demostrarse que ello se consigue
mediante “el espaciado optimo de Chebyshev”, el cual distribuye los puntos de precision
de acuerdo con la siguiente formula:

1 1 2i-1
%= (%) =5 (g~ 3p)cos T a2 4a1]
2 2 2n

Siendo (x,, x,,,) los extremos del rango Ax = x,,, — x, donde se encuentran los »n pun-
tos de precision x,, tal y como se dispuso en la figura 4.1.

4.2.5. Aumento del nimero de puntos de precisién

El nimero de puntos de precisién puede aumentarse introduciendo en la ecuacion de
Freudenstein (o en la del mecanismo que se esté utilizando) nuevos parametros de disefio
que hagan el papel de incognitas. El problema estriba en que, al aumentar el nimero de
parametros en la ecuacion, ésta deja de ser lineal, con lo que el procedimiento de calculo
es mas complejo y costoso.
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A modo de ejemplo, se pueden conseguir cinco puntos de precision, sin mas que
introducir como parametros de disefio los angulos que definen los inicios de los intervalos

@,y Y, (figura 4.9).

FIGURA 4.9. Aumento del nimero de puntos de precisién.

Abhora, la ecuacion de Freudenstein adopta la forma:
K cos(Ay + y) = K, cos(Agp + @) + K = cos(Ay — Ap + Y, — ¢,) [4.32]

Donde los parametros de disefio son: K, K,, K, @, y 4.

Ejemplo de aplicacion 4.1. Disefiar un cuadrilatero articulado que genere la funcidon
y=+x enelintervalo: 0 = x < 2.

De acuerdo con los datos del problema, los extremos y el rango de la variable x son:

X=0 5 x,=2 ; A=2

Utilizando el espaciado de Chebyshev para obtener los puntos de precision:

xl=1(0+2)_1(2_0)COSM=0,13397

2 2 2-3
1 1 w(2-2-1)
=—(0+2)-—(2-0)cos————~ =1
Xy = 2(042)= 2 2= 0)cos T2

1 1 2-3-1

x3=—(0+2)——(2—0)COSM=1786603
2 2 2-3
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Los correspondientes valores de y son:

Yo=0; 3, =036602 y,=1 y,=136603% y,=141421; Ay=141421

Para ubicar las anteriores parejas de puntos en sus correspondientes intervalos angula-
res, inicialmente se eligen los siguientes valores:

P =455 Ap =60°; ;=0 Ay =60°
A partir de ellos, las coordenadas lineales (x;, y,) de los puntos de precision se trans-

forman en sus correspondientes coordenadas angulares (¢, ;) mediante las ecuaciones
[4.3]y [4.4]:

| = 63 (0,13397 — 0) + 45° = 49,0191°
@, = 6;) (1-0)+45°=75°
60° ) .
3= (1,86603 - 0) + 45° = 100, 9809
Y, = 60° (0,36602 - 0) = 15,52895°
'L 414217 ’
60°
= 1-0) = 42,42651°
¥ 1,41421( )
P, = 60° (1,36603 - 0) = 57,95559°
L41421° ’

Despejando los parametros de disefio en la ecuacion [4.26]:

K [eosy, -cosg, 1] [cos(w,-¢))| [-2,55857
K, =|cosy, -cosgp, 1 cos(lp2 - (pz) = 1-1,43046
K, costy; —cos@, | cos(y; — (p3) 2,36105

Adoptando para el elemento fijo d = 10 unidades, el resto de los lados se obtienen de
las ecuaciones [4.12]-[4.14]:
a = -3,90843 un.
b =-6,99076 un.
¢ =5,92456 un.
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En la figura 4.10 se representa el mecanismo a escala:

FIGURA 4.10. Cuadrilatero solucién del ejemplo 4.1.

4.3. Sintesis de generacion de trayectorias

Inicialmente, se presentara la generacion de trayectorias con tramos cuasi-rectilineos.
Esta es una aplicacion habitual en el disefio de mecanismos, cuyo fundamento se encuentra
en las bases del movimiento plano, expuestas en el capitulo 2. A continuacion, se expone
una metodologia para construir trayectorias a partir de puntos de precision. Sera estudiada
tanto desde un punto de vista grafico como analitico. Finalmente, se incluye una propiedad
de los cuadrilateros articulados mediante la que se obtienen los denominados mecanismos
cognados, y que es de gran importancia para obtener distintas alternativas de disefio.

4.3.1. Generacién de tramos cuasi-rectilineos

En este subapartado se describe la propiedad de un punto del acoplador para generar
trayectorias con tramos aproximadamente rectilineos, y su aplicacion a casos practicos de
disefio. La demostracion completa en torno a esta propiedad exige desarrollos matemati-
cos complejos que aportan poco conceptualmente, y que podrian desviar la atenciéon del
lector. Por esta razon, no todos ellos han sido incluidos aqui. Un mayor detalle de las
demostraciones matematicas puede encontrarse en las referencias clasicas (Hall, 1961;
Hain, 1967; Dijskman, 1976).

1. Cubica de curvatura estacionaria. Este epigrafe podria estar perfectamente ubica-
do dentro del capitulo 2 de geometria cinemadtica del movimiento plano. Sin embargo, tie-
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ne una aplicacion muy especifica en la sintesis de generacion de trayectorias. En dicho
capitulo se explicé la forma de obtener radios de curvatura de puntos del plano movil a
partir de la formula de Euler-Savary o del teorema de Hartmann. El conocimiento del
radio de curvatura permite obtener la circunferencia osculadora de la trayectoria del punto
considerado. Ya se estudié como una curva y su circunferencia osculadora poseian un con-
tacto de segundo orden (igualdad hasta la segunda derivada), lo cual supone tres puntos de
contacto infinitamente proximos. La busqueda de un contacto de orden superior (cuatro o
mas puntos de contacto), entre la trayectoria de un punto y su circunferencia osculadora
conduce hacia aquellos puntos de la trayectoria en los que su radio de curvatura es estacio-
nario para una posicion dada. Es decir,

dp _,, [4.33]
d

El lugar geométrico de los puntos del plano mdvil que cumplen esta propiedad es una
curva que recibe el nombre de cubica de curvatura estacionaria (c.c.e.), dado que, como
se vera, es un polinomio de grado tres.

Puede demostrarse que dicho lugar geométrico puesto en coordenadas polares, segun
la referencia (ya utilizada en el capitulo 2) de la figura 4.11, tiene la expresion:

l_ 1 . 1
r A-cosf@ B-senf

[4.34]

donde A y B son dos parametros que dependen de la geometria del movimiento, y que
adquieren un valor concreto para una determinada posicion del plano mévil.

Ruleta

|

Base
7

04

FIGURA 4.11. Sistema de referencia de la c.c.e.
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En coordenadas cartesianas:

1 1 1
— = +
72 Arcos@® Brsend [4.35]
(24— =1 [4.36]
Ax By

De [4.36] se deduce que dicha curva algebraica es una cubica. Utilizando las coorde-
nadas paramétricas o'y f3, se obtiene otra interesante forma de representar esta curva:

o= [4.37]
2, 4,2
p=22 [4.38]
Y
Que sustituyendo en [4.36] da lugar a la recta:
2,B_y [4.39]
A B

Las ecuaciones [4.37] y [4.38] representan dos haces de circunferencias de diametros
a'y f3 sobre los ejes x e y, respectivamente:

o 2 (04 g
(x - E) +y? = (E) [4.40]
2 2
SR

A partir de la cubica en coordenadas paramétricas, ecuaciones [4.37]-[4.39], se va a
describir un procedimiento grafico para obtener puntos de la cubica.

Se toma un punto cualquiera v de la recta [4.39] de coordenadas (c,, f,). Los valores
de estos parametros se llevan a las circunferencias [4.40] y [4.41]. Estas circunferencias
intersectan en puntos de la cubica. En la figura 4.12 puede verse dicha construccion grafi-
ca. En realidad, basta trazar la linea ZT y en la interseccion con la recta perpendicular a la
misma que pasa por el polo P, se encontrara el punto V(x,, y,) de la cubica. En efecto, al
ser PZ y PT diametros de las circunferencias, V' ve bajo un angulo de 90° a PZ y PT, lue-
go VZ y VT estan alineados.
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Yy
) M (0, B)
7(0, B V(a, )
V(XV,, v)
X
P Z(a, 0) N(4,0)

FIGURA 4.12. Obtencién de puntos de la c.c.e.

2. Cubica de centros de curvatura estacionarios. Los centros de curvatura de aquellos
puntos que poseen curvatura estacionaria constituyen, asimismo, un lugar geométrico
estacionario. Dicho lugar geométrico puede determinarse a partir de las ecuaciones de la
cubica estacionaria [4.34] y de la formula de Euler-Savary [2.44] que aqui se reproduce:

1

—+——|['senf = —
o,P PA

Esta es una ecuacion algebraica en la que los términos con (*) tienen un médulo y un
signo que depende de su orientacion. En concreto, se asumio el criterio de adoptar PA”
siempre positivo, y O P’ positivo si coincide con el sentido de P4’ y negativo en caso con-
trario. Para la situacion representada en la figura 4.11, el segmento orientado PA es 1gua1
a la coordenada polar r y O, P’ es un segmento positivo que se puede escribir O P =7
Sustituyendo estos valores en la formula de Euler-Savary, queda:

1 1 1
o= [4.42]
r r §-senf

Llevando [4.34] a [4.42] resulta:

1 1 1 1
—+ + =
¥ A-cos@ B-senf §-senf [4.43]
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La posicion de O, viene definida por las coordenadas polares 7 y 8 (ver figura 4.11).
Teniendo en cuenta que, en este caso, 6 = 0 + , queda:

1 1 1
—= — = — [4.44]
¥ A-cos@ B -senf
Donde:
1.1 [4.45]
B B 6

Se puede comprobar que a esta ecuacion [4 44] se llega, igualmente, en el caso de que
O P’ esté orientado en sentido contrario a PA .

La ecuacion [4.44] es similar a la ecuacion [4.34], siendo la tnica diferencia el coefi-
ciente B. Es también una cubica que se denomina cubica de centros de curvatura estacio-
narios (c.c.c.e.). Para la obtencion de puntos de esta curva puede realizarse la misma
construccion que se explico anteriormente para la obtencion de puntos de la c.c.e. En la
figura 4.13 se muestra una construccion grafica en la que se indica como obtener el centro
de curvatura de un determinado punto de la ctibica de curvatura estacionaria.

y
M (0, B) s

L(0,B)

P N (4,0)
FIGURA 4.13. Obtencién de puntos de la c.c.c.e.

La interseccion de vP con NL da lugar al punto v, cuyas coordenadas paramétricas
definen las coordenadas cartesianas del centro de curvatura O,.. Esto es debido a que, por
ser paralelas las diagonales principales de los rectangulos, éstos son semejantes, y por tan-
to sus diagonales secundarias son coincidentes. A partir de v, y aplicando la construccion
de la figura 4.12, se obtiene O,
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3. Propiedades de las cubicas. Ambas curvas poseen las mismas propiedades ya que
la forma de sus ecuaciones es la misma. Sus propiedades mas importantes son:

1. Poseen un punto doble en el polo P cuyas tangentes son precisamente los ejes

coordenados.
2. Cada cubica posee una asintota. En efecto, si se expresa la curva en polares y se

hace tender r hacia infinito se obtiene:

1 A
= + — tgtg = -
Acos6 Bsenf B
En conclusion:
. A
Pendiente de la c.c.e: tgf = - 3 [4.46]
. — A
Pendiente de la c.c.c.e: tg0 = - 3 [4.47]

La figura 4.14 muestra la c.c.e. y la c.c.c.e correspondientes a una posicidén concreta
del plano acoplador de un cuadrilatero articulado:

cce

ccce

FIGURA 4.14. Cubicas.
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4. Punto de Ball. Hay un punto de la c.c.e. que presenta un especial interés practico.
Es aquel punto cuya curvatura no sélo es estacionaria, sino que ademds es nula. Dicho
punto se conoce con el nombre de punto de Ball y esta situado en la interseccion de la
c.c.e. con la circunferencia de las inflexiones.

El punto de Ball, K, tiene su centro de curvatura en el infinito, y por lo tanto, la nor-
mal a la trayectoria de dicho punto, recta PK, es la asintota de la c.c.c.e. Asi pues, una for-
ma sencilla de obtener el punto de Ball consiste en obtener la intersecciéon de una recta
que pasando por P es paralela a la asintota de la c.c.c.e., y la circunferencia de las infle-
xiones (figura 4.15). Como no existe mas que una direccion asintética, solo existe un pun-
to de Ball.

O eccce 4
c.i.

\y

FIGURA 4.15. Obtencién del punto de Ball.

A continuacion se presenta un procedimiento grafico (figura 4.16) para la obtencion
del punto de Ball en el plano acoplador de un cuadrilatero articulado:

1. Las articulaciones méviles 4 y B son puntos de la c.c.e. y sus correspondientes
centros de curvatura O, y O, son puntos de la c.c.c.e.

2. A partir de estas dos parejas de puntos conjugados se obtiene la circunferencia de
las inflexiones.

3. Apartir de O,y O, se obtienen dos puntos a, y b, de la recta en coordenadas para-

(o . B
métricas, cuya pendiente es — Ve
4. Trazamos una recta perpendicular a la anterior por el polo P. Su pendiente sera, por
A
tanto, —.
B
5. Una recta simétrica a la anterior respecto de la tangente polar tiene por pendiente

A . . , . .,
— =, justo la misma que la asintota de la c.c.c.e. La interseccion de esta recta con
B

la circunferencia de las inflexiones da lugar al punto de Ball, K.

De la trayectoria de un punto de Ball puede esperarse un tramo cuasi-rectilineo. Esto
es debido a que, en general, las trayectorias cambian su curvatura siguiendo una transicion
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suave. En la practica, es probable que en las cercanias del punto de Ball se tengan grandes
radios de curvatura.

a,

FIGURA 4.16. Método grafico para la obtencién del punto de Ball.

En la figura 4.17 se representa la posicion de un punto de Ball en el acoplador de un
cuadrilatero articulado. Puede comprobarse que se encuentra ubicado en la interseccion de
la circunferencia de las inflexiones y la c.c.e.

A continuacidn se representa la trayectoria generada por el anterior punto de Ball de la
figura 4.17 que como puede observarse posee un tramo cuasi-rectilineo (figura 4.18).

5. Posicion cicloidal. Aplicaciones practicas. El disefio de un mecanismo queda
extraordinariamente simplificado cuando alguna de las ctbicas (o las dos) degeneran en
el producto de una circunferencia por una recta. Estas degeneraciones ocurren, en gene-
ral, en posiciones particulares del mecanismo que pueden producirse varias veces a lo lar-
go de un ciclo del movimiento. Concretamente, existe una posicion del plano movil,
denominada posicion cicloidal, en que las dos ctbicas degeneran. Un plano mévil pasa
por una posicion cicloidal cuando el didmetro O de la circunferencia de las inflexiones
permanece estacionario en dicha posicion. Esta denominacion tiene su origen en la analo-
gia existente con el movimiento cicloidal, en el que por ser las polodias circunferencias,
el valor de J es constante para todo el movimiento.
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c.c.c.

Tramo
cuasi-recto

FIGURA 4.18. Trayectoria con tramo cuasi-recto de un punto de Ball

Puede demostrarse que la estacionariedad de d implica:

Lo
A

245

[4.48]
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. 1 ., -
Despejando I de la ecuacién de la ctbica resulta:

S L cosf =0 [4.49]
A r B-senf

Las soluciones de la ecuacion [4.49] son:

cosf =0 [4.50]
r=B-senf [4.51]

La ecuacion [4.50] implica 6 = g, que es la normal polar. La ecuacion [4.51] repre-

senta una circunferencia de diametro B, tangente a la tangente polar en el CIR.

De igual manera, la c.c.c.e. degenera en la normal polar y en una circunferencia,
7 = B - sen@, tangente a la tangente polar en el CIR. Asi pues, en la posicién cicloidal, B, B
y 6" son los diametros de tres circunferencias tangentes en el CIR. En este caso, la direc-
cion de la asintota a la c.c.c.e. tiene por pendiente +oo, es decir, la direccion de la normal
polar, por lo que el punto de Ball coincide con el polo de inflexiones /. Este hecho simpli-
fica notablemente el disefio de un cuadrilatero articulado con un tramo aproximadamente
rectilineo. Un ejemplo es el caso de las gruas portuarias (figura 4.19), muy utilizadas en los
muelles para la carga y descarga de barcos. En la figura 4.20 se muestra su construccion
cinematica en una posicion cicloidal. La trayectoria del punto de acoplador posee un tramo
aproximadamente recto, cuyos extremos definen el rango de movimientos de la grua.

FIGURA 4.19. Gria portuaria.
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Trayec.

@\

Tramo cuasi-recto

“ccce

FIGURA 4.20. Construccién cinemdtica de una gria portuaria.

A continuacion se indica la metodologia para obtener un cuadrilatero articulado en
posicidn cicloidal (figura 4.21):

1. Se construye un cuadrilatero articulado cualquiera O,RSOg de forma que su aco-
plador RS'sea paralelo al elemento fijo O,Oq. Esto es condicion suficiente para que
dicho cuadrilatero se encuentre en posicion cicloidal.

2. Las circunferencias que pasan por P, Ry S de diametro B, y por P, O, y O de dié-
metro B, son la c.c.e. y la c.c.c.e, respectivamente (sin olvidar que la normal polar
también forma parte ellas). Dichas circunferencias son tangentes entre si, y a la
tangente polar en el polo.

3. Utilizando la ecuacion [4.45] se obtiene el didmetro de la circunferencia de las
inflexiones. Alternativamente, puede obtenerse algun punto de la misma mediante
alguna de las construcciones graficas vistas en el capitulo 2. La punta de la grua se
situara en el polo de inflexiones que, en la posicion cicloidal, coincide con el punto
de Ball.

En efecto:

1. A partirde R, S, O, y Og se obtiene el polo P
2. Por P se traza una paralela a RS, obteniéndose el eje de colineacion E.C.
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So

FIGURA 4.21. Cuadrilétero articulado en posicion cicloidal.

W

Aplicando el teorema de Bobillier se obtienen la tangente (tp) y la normal polar (np).

4. Las circunferencias PRS y PO,O, son tangentes en el polo a la tangente polar ya
que el angulo PRS (de valor a por alternos internos) es igual al angulo ¢ PS, por
lo que abarcan el mismo arco de circunferencia PS. El mismo razonamiento se
puede hacer con la otra circunferencia.

5. Las intersecciones de la normal polar con las dos circunferencias seran, respectiva-
mente, Zy O,,.

6. ConR, S, 1,y n,se hace la construccion correspondiente al calculo de los parametros
Ay B de la ctbica. Se observa que las normales a PR y PS pasan por Z. Luego rs
sera paralelo a tp,l_oque implica que 4 = oo, es decir, se encuentra en posicion
cicloidal. Ademas PZ= B. B

7. Con Oy, O, 1,yn,se hace la misma construccion obteniendo 4 = 'y P—OZ =B.

Otros casos particulares de posiciones cicloidales del cuadrilatero articulado son los
mecanismos de Roberts y de Chebyshev (figura 4.22).

4.3.2. Curvas de acoplador del cuadrilétero articulado: posibilidades
y limitaciones en la sintesis de generacién de trayectorias

Antes de aplicar cualquier procedimiento a un mecanismo para que genere una deter-
minada trayectoria es necesario conocer las capacidades que el mismo posee para ello. El
principal mecanismo que va a utilizarse en la generacion de trayectorias es el cuadrilatero
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a) b)

FIGURA 4.22. Mecanismos de Roberts (a) y Chebyshev (b).

articulado, de ahi la necesidad de estudiar sus curvas de acoplador. El analisis de esta cur-
va puede hacerse a partir de la expresion analitica de la trayectoria de un punto genérico
P(x, y) de su acoplador (figura 4.23).

\ @ J
\
4, C/ ; 77777777 @)

1F><

FIGURA 4.23. Obtencién de la ecuacién de la curva de acoplador.
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Las coordenadas de las articulaciones moviles A(x,, y,) y B(x,, y;) pueden expresarse:

x,=x-ecos(a+0) [4.52]
y,=y—-esen(a+0) [4.53]
Xp=x-fcos(a+0+y) [4.54]
yp=y-fsen(a+0+y) [4.55]

Las trayectorias de A y B son dos circunferencias:

x3+y4=a’ [4.56]

(xz—d)? +ys =02 [4.57]
Sustituyendo [4.52] y [4.53] en [4.56], y [4.54] [4.55] en [4.57], resulta:

(x-ecos(a+8))* +(y-esen(a+0))* = a? [4.58]
(x—fcos(oz+6+)/)—a’)2 +(y—fsen(oc+0+)/))2 =b* [4.59]

Desarrollando y posteriormente reordenado las ecuaciones [4.58] y [4.59], queda:

2Acos(a+0)+2Bsen(ax+0) =M [4.60]
2Ccos(a+0)+2Dsen(a+60) =N [4.61]
Donde:
A=ex [4.62]
B=e¢ey [4.63]
C=f(yseny+(x—-d)cosy) [4.64]
D= f(ycosy-(x—d)seny) [4.65]
M = x?+y? +e?-a? [4.66]
N =(x-d)?+y*>+ f?-b? [4.67]

Mediante la regla de Cramer se despeja cos(a + 6) y sen(a + 6) en el sistema [4.60]
[4.61]. Después, aplicando la identidad cos?(a + 6) + sen?(a + 6) = 1, se consigue elimi-
nar (o + 6) quedando:

U2+V2=w? [4.68]
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Que es la ecuacion de la curva de acoplador en la denominada forma de Roberts, y
donde:

= A M =
C N [4.69]
ex((x—d)2+y2+f2—bz)—f(yseny+(x—d)cosy)(x2+y2+62—az)
y_ M Bl _
N D [4.70]
f(ycosy—(x=d)seny)(x* +y*+e’ —a*)—ey(x=d)* + y* + f2 - b?)
W=2‘é g‘=Zef(dycosy—(x(x—d)+y2)seny) [4.71]

Uy V son funciones de grado 3 y W es de grado 2. Por tanto, de la ecuacion [4.68] se
deduce que la curva de acoplador es de orden seis o séxtica; concretamente, es una séxtica
tricircular. Esto quiere decir que contiene a los puntos circulares o ciclicos / y J triplemen-
te. Los puntos circulares son puntos imaginarios del infinito que pertenecen a todas las
circunferencias del plano (Hunt, 1978).

Si se analiza el corte de una circunferencia con esta curva de acoplador, de acuerdo
con el teorema de Bézout, se obtienen: 2 x 6 = 12 puntos de interseccion. Seis de ellos
corresponden a los puntos ciclicos (por ser triples). Por tanto, s6lo un maximo de seis per-
tenecen al campo real. Por esta razon, no se puede imponer una sintesis de generacion de
trayectorias con mas de seis puntos de precision sobre una circunferencia.

Analogamente, la interseccion de una recta con esta curva de acoplador da lugar,
segun el teorema de Bézout, a 1 x 6 = 6 puntos de corte. Por tanto, no se puede imponer
una sintesis con mas de seis puntos de precision alineados.

En ambos casos, aunque por distintas razones, se produce la misma limitacion en las
curvas de acoplador del cuadrilatero articulado: no pueden especificarse mas de seis pun-
tos de precision en linea recta o sobre una circunferencia.

Una vez definido el punto del mecanismo que tiene que generar la trayectoria, hay que
analizar la capacidad que el mecanismo posee para pasar por los puntos de precision, y averi-
guar el numero maximo de puntos de precision que el disefiador puede exigir al mecanismo.
De acuerdo con el sistema de referencia utilizado en la figura 4.23, la familia de curvas de
acoplador depende de seis parametros: a, b, ¢, d, e, f (y es funcion de ¢, e, f). En un sistema de
referencia mas general (figura 4.24), la ecuacion que define la posicion del punto de acopla-
dor P(x, y) puede expresarse en funcion de nueve parametros (los anteriores mas x,, , y,, , A):

f(xy.x, .y, ab,c.de, f)=0 [4.72]

De esta ecuacion a la dada en [4.68] puede pasarse sin mas que aplicar una simple
transformacion de coordenadas (giro mas traslacion). Evidentemente, podrian haberse uti-
lizado otros parametros diferentes, aunque equivalentes, a los de la figura 4.24.
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P(x,y)

Trayectoria

Ay (X405 V4 X
0 77777, »

FIGURA 4.24. Parametros de disefio en la curva de acoplador de un cuadrilétero articulado.

El nimero maximo de puntos de precision coincide con el numero de parametros de
disefio: nueve en este caso. El proceso se desarrolla sustituyendo las coordenadas de los
nueve puntos de precision en la ecuacion [4.72]. De esta manera se obtiene un sistema no
lineal de nueve ecuaciones con nueve incognitas: x 40 Vi Aa, b, c,d, e, f. De las multiples
soluciones de este sistema no lineal, algunas no seran admisibles por resultar alguno de
los parametros con valor imaginario y/o infinito; otras, simplemente, por no ajustarse a las
condiciones reales de disefo.

En la siguiente tabla (figura 4.25) se representan las posibles relaciones de disefio en
un cuadrilatero articulado:

Punto Ecuaciones de Parametros a Parametros
Precision Diserio elegir Incognita
1 1 8 1
2 2 7 2
3 3 6 3
4 4 5 4
5 5 4 5
6 6 3 6
7 7 2 7
8 8 1 8
9 9 0 9

FIGURA 4.25. Relacién entre puntos de precisidn y pardmetros de disefio.

En dicha tabla se observa que, si se especifican nueve puntos de precision en la tra-
yectoria del punto de acoplador, resulta un sistema definido con un numero finito de posi-
bles soluciones. En cualquier otro caso, la eleccion de parametros de disefio abre la posibi-
lidad de, en teoria, infinitas soluciones.
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4.3.3. Método andlitico para la generacién de trayectorias con puntos de precisién

A continuacion, se va a plantear para el cuadrilatero articulado un procedimiento ana-
litico basado en la técnica de los nimeros complejos. Como se vera, resulta de aplicacion
sencilla y eficaz en la sintesis con tres puntos de precision.

Sea (OXY) la referencia fija; sean 7] y r los vectores de pos1c10n de los puntos de
precision P, y P, (conj=2,3) respectlvamente z 4 zB s Zp Zpy Z,Y z los vectores que
definen de una forma relativa las posiciones de las articulaciones en la p051c1on de partlda
del mecanismo; 6 ; el vector de poswlon del punto Pj respecto de P,; y sean @, 0,y wlj
los angulos glrados por los vectores Z,, Z, (0 Z )y z, respectivamente, desde la posicion
1 alaj, todo ello de acuerdo con la flgura 4.26

P; Su_. 6; £
Pl m “f
N
e Eh
r,
Y Vi
A r &
1 ~a
i -
Y <y By
:‘r'L.
Ag
0 Ve X

FIGURA 4.26. Paso de la posicién 1 a la posicién |.

Las ecuaciones de posicion del punto P, del acoplador pueden escribirse de las dos
siguientes maneras:

=24, *Z,+Z, [4.73]

1 =24 tZp v 2 [4.74]

Cuando P, pasa a ocupar la posicion P, el vector complejo Z, pasa a ser z,, * €/, ya
que el médulo no ha variado y unlcamente ha girado un angulo P Analogamente zZ,
pasa a valer z, - ey después del giro. Los vectores complejos z, y z}f giran ambos el mis-
mo angulo 6,; por pertenecer al mismo solido rigido. Por tanto, 1as ecuaciones de posicion
del punto P del acoplador en la posicion j son:
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Fo=Z, +Z,7e" 47, e [4.75]
Fo=Z, +Zp +Z, e 47 e [4.76]

Restando miembro a miembro la ecuacion [4.75] de la [4.77] y la [4.76] de 1a [4.78],
resulta:

&, =F-F=Z,(e" -1)+Z, (e -1 [4.77]
8 =7 -5 =%, (" —)+Z, (™ - 1) [4.78]

Paraj=2yj=3,las ecuaciones [4.77] y [4.78] se convierten en:

8, = Z, (e —1)+Z, -(e= 1) [4.79]
8y = 3, (e = 1)+ Z, (e - 1) [4.80]
8y = Z, (e —1)+Z, (e 1) [4.81]
83 =2, (Vs =)+ Z, (e 1) [4.82]

Agrupando las ecuaciones [4.79] y [4.81], de un lado, y [4.80] y [4.82], de otro, se
obtienen dos sistemas de ecuaciones en los que los vectores 6, y 313 son conocidos, pues
dependen directamente de las coordenadas de los puntos P, P, y P;.

Puesto que la sintesis es de tres puntos de precision, de acuerdo con la tabla de la
figura 4.25, se podran especificar los valores de seis parametros. En concreto, eligiendo
los valores de @,,, @5, ¥y, ¥,5, 0,, ¥ 0,5, y resolviendo por la regla de Cramer el sistema
[4.79]-[4.81] se obtiene:

S, (e =1y
< 0, _
Z, ,-213 (e - D [4.83]
(e |z_l) (e 12_1)
(ei¢|3 -1 (ei5|3 -1
(ei% -1 512
- (e 1) &
Z, = [4.84]

(e =1) (7% -1)
(e =1) ("% -1)

Haciendo lo mismo con el sistema [4.80]-[4.82] se obtiene:
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‘512 (em” -1
z - ‘513 (e - D
b (e 1) (e - 1) [4.85]
(e -1 (e -1
(e" =1) &,
Z = (eiw13 -D 513

(ei%z -1 (eif’u -1

[4.86]
(e”l’u -1 (ei(i” _ 1)‘

Finalmente, los vectores E’AO y E’Bo que definen la posicién de las articulaciones fijas se
obtienen de las ecuaciones [4.73] y [4.74], respectivamente.

4.3.4. Meétodos gréficos para la generacién de trayectorias con puntos de precisién

Los métodos que van a describirse en este apartado son de aplicacion exclusiva al cua-
drilatero articulado. Todos ellos estan basados en el denominado concepto de la inversion
que se expone a continuacion.

Sea el cuadrilatero articulado de la figura 4.27 en dos posiciones. Para un observador
solidario al acoplador las articulaciones 4, y B, son fijas, mientras que, por ejemplo, la articu-
lacién B, se mueve respecto de €l seglin una rotacion alrededor de B,. Supéngase que se posi-
ciona el punto B| de forma que el tridngulo 4, P, B, sea igual al tridngulo 4, P, B,. El punto B
se encontrard sobre la circunferencia de radio B,B, ya que, en realidad, lo que se ha hecho es
dibujar la posicion de B, respecto a un observador situado en el acoplador 4,5,.

P,

Ay

) i ) By

FIGURA 4.27. Concepto de la inversién.
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Repitiendo este razonamiento para otra posicion se obtendra otro punto Bj de manera
b b ! ”
que B, sea el centro de la circunferencia que pasa por B, By y B,

1. Tres puntos de precision. Sean P,, P, y P, los tres puntos de precision por los que
se desea que pase el punto P del acoplador. Se adoptaran como datos de partida las posi-
ciones de las articulaciones fijas 4, y B, la longitud a (4, 4) de la manivela y la longitud
e (AP) del acoplador (total seis pardmetros). Se procede entonces del siguiente modo
(figura 4.28):

[

. Con centro en 4, se traza una circunferencia de radio a.

2. Con centro en P, P, y P,, y radio e, se trazan tres arcos de circunferencia que se
cortan con la anterior circunferencia en tres puntos 4, 4, y 4,.

3. Se construyen los tridngulos 4,P By A,P By iguales a A, P, B,y a A; P, B, respecti-
vamente, obteniendo los puntos By B,

4. Se obtiene el centro de la circunferencia que pasa por los puntos B, By y B, que es

la articulacion moévil B en la posicion 1: B,.

Solucion MECAN4

FIGURA 4.28. Tres puntos de precision.

En la figura 4.28 (parte superior izquierda) también aparece una solucion obtenida
con MECAN4.
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2. Cuatro puntos de precision. Este caso es una variante del anterior. El procedimiento
hara uso tanto del concepto de la inversion como de otro denominado reduccion de posi-
ciones, y que permite incrementar el nimero de puntos de precision.

Sean P,, P,, P,y P, los cuatro puntos de precision. Se eligen como datos: la posicion
de las articulaciones fijas 4,y B, y la longitud e (4P) del acoplador (total cinco pardme-
tros). Los pasos a seguir son los siguientes (figura 4.29):

1. Se posiciona el punto B, en cualquiera de las seis posibles mediatrices a los puntos
P,, P,, P,y P,; por ejemplo, en la correspondiente al segmento P P,. La idea del
concepto reduccion de posiciones es hacer que B sea el centro de rotacion de las
posiciones 1 y 4 del plano acoplador.

Solucion MECAN4 Y, SN -

By=B;" T
FIGURA 4.29. Cuatro puntos de precision.

2. Con centro en B, y radio arbitrario, se traza un arco de circunferencia.

3. Con centro en P, y P, y radio e (valor supuesto) se trazan dos arcos que cortan al
anterior en los puntos 4, y 4,.

4. Se traza la mediatriz al segmento 4, 4,. Evidentemente, esta mediatriz pasa por B,,.
Sobre la misma se posiciona 4, quedando definida, por tanto, la longitud a (4,A4)
de la manivela.

5. Mediante la interseccion de la circunferencia trazada con centro en 4 y radio
a (4,A4) y los arcos trazados con radio e (4P) y centros P, y P,, se determinan las
posiciones 4, y 4.
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6. Se construyen los tridngulos 4,P,B;y AP B;iguales a A, P, B,y a A,P,B, respec-
tivamente, obteniendo los puntos By y B,

7. Se obtiene el centro de la circunferencia que pasa por los puntos B, By y B. Este
centro es el punto B, correspondiente a la articulacion B en la posicion 1.

La importancia del procedimiento estriba en haber situado la posicion de B en la
interseccion de las mediatrices a los segmentos 4,4, y P,P,. De esta manera, B, coincide
con el centro de rotacion P,, de las posiciones 1y 4 del acoplador. Por tanto, si se obtiene
B construyendo el tridngulo 4,P, B igual al tridngulo 4, P, B, se encontrard que ocupa
la misma posicion que B,. En resumen, se ha conseguido pasar de cuatro puntos B, B, B
y By atres, B, = B;, B)y By, con lo que ahora queda ya univocamente definido el centro
B, de la circunferencia.

En la figura 4.29 (parte inferior izquierda) también aparece una solucion dada por
MECAN4.

3. Cinco puntos de precision. Este método puede aplicarse también a la sintesis de
cinco puntos de precision. En este caso seria necesario reducir dos posiciones. En la figu-
ra 4.30 se presenta un ejemplo con 5 puntos de precision segiin la secuencia ordenada P,
P,, P,, P,y P, realizado con el programa MECAN4.

i: Py — ~——o~1f3_
. W, ............... B! %
|
o o e
.
:

Puntos de precision

FIGURA 4.30. Generacién de trayectorias con 5 puntos de precision.

4.3.5. Errores de orden y de rama

Los errores de orden y de rama aparecen en todos los tipos de sintesis: generacion de
funcion, de trayectorias y de guiado de solido rigido (que se vera al final del capitulo).
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Para el lector sera mucho mas facil entender estos dos defectos si se explican aqui, para el
caso particular de la generacion de trayectorias con puntos de precision.

El error de orden se comete cuando la solucion alcanzada incumple la secuencia orde-
nada de puntos de precision impuesta por la sintesis. Por ejemplo, la solucion dada al pro-
blema de la figura 4.30 no comete error de orden, ya que sigue la secuencia impuesta: P,,
P,,P,, P,y P.. En la figura 4.31a se presenta otra solucion al problema anterior, que tampoco
comete error de orden, aunque puede ser una solucion menos optima ya que el paso del
punto P, al P se hace mediante un bucle excesivamente largo. Sin embargo, la solucion
dada al mismo problema en la figura 4.31b, si comete error de orden, ya que sigue una
secuencia distinta (P,, P,, P, P, y P,) a la impuesta en la sintesis.

a) b)

FIGURA 4.31. Soluciones sin (a) y con (b) error de orden, dibujadas a distinta escala.

El error de rama o de circuito se comete cuando la trayectoria de la solucién alcanzada
estd compuesta por mas de un circuito, y los puntos de precision se encuentran repartidos
entre dichos circuitos. Como se sabe, a cada circuito le corresponde una configuracién
distinta del mecanismo, no pudiendo pasar de una a otra sin desmontarlo. Por ello, en la
practica, el mecanismo solo puede pasar por los puntos de precision que se encuentran en
el circuito correspondiente a la configuracion geométrica en la que se encuentra. En la
figura 4.32 se presenta otra solucion al problema de la figura 4.30, que como puede obser-
varse tiene defecto de rama. En ella aparecen las dos configuraciones del cuadrilatero ar-
ticulado. El circuito correspondiente a la configuracion abierta contiene a los puntos P,,
P, y P,. Mientras que el circuito correspondiente a la configuracion cruzada contiene a los
puntos P,y P;.
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e mm
. -=3

FIGURA 4.32. Solucién con error de rama.

Finalmente, hay que indicar que tanto el defecto de orden como el de rama son inevi-
tables. Lo unico que puede hacerse es intentar la busqueda de otras soluciones de entre las
multiples que tiene la sintesis.

4.3.6. Mecanismos cognados, teorema de Roberts-Chebyshev

Se conocen como mecanismos cognados o emparentados a aquellos que realizan la
misma funcioén; por ejemplo: generar la misma relacion funcional entre el angulo de entra-
day el de salida, la misma trayectoria, el mismo guiado de un sélido, etc.

Los mecanismos cognados constituyen interesantes alternativas de disefio capaces
de sustituir al mecanismo original. Por ejemplo, cuando al final de un proceso de disefio
se ha obtenido un determinado mecanismo, puede ocurrir que los indices que miden la
calidad de su movimiento (angulo de transmision, relacion de longitudes entre barras, etc.)
no sean admisibles. Sin embargo, estos indices pueden ser aceptables en alguno de sus
cognados.

Inicialmente este término fue aplicado a los mecanismos de cuatro barras que se
obtienen mediante la aplicacion del teorema de Roberts-Chebyshev. Dicho teorema
se enuncia de la siguiente manera: “existen tres cuadrilateros articulados diferentes que
trazan la misma curva de acoplador”. Fue descubierto casi simultaneamente, pero de for-
ma independiente, por Roberts (1875) y por Chebyshev (1878), de ahi el nombre.

La construccion geométrica que, a partir de uno de ellos, lleva a los otros dos se des-
cribe a continuacion. Sea el cuadrilatero articulado de la figura 4.33.
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FIGURA 4.33. Cuadrilatero articulado.

A partir de él se construird el mecanismo articulado de diez barras (representado en la
figura 4.34) de acuerdo con los siguientes pasos:

. Las barras A'P'y A A" son iguales y paralelas a A, A y AP, respectivamente.
Las barras B'P'y B;B' son iguales y paralelas a B, B'y BP, respectivamente.
El tridangulo PA'C’ es semejante al BAP.

El triangulo B'PC" es semejante al BAP.

Las barras C'Cjy C;,C" son iguales y paralelas a PC" y C'P, respectivamente.

N

FIGURA 4.34. Construccién geométrica de los cognados.



262  CINEMATICA DE MECANISMOS. ANALISIS Y DISENO

De esta forma se obtiene ficilmente la posicion del punto C;, que es la restante articu-
lacion fija de los dos cuadrilateros cognados: 4,4'PC'C, (elementos 5, 6y 7) y
BB'PC"C, (elementos 8, 9 y 10). Se demostrard también, la relacion de semejanza entre
los tridngulos ABP y 4,B,C,, condicion de la que puede obtenerse C, de una forma mas
sencilla. En la figura 4.35 se muestran cada uno de los cuadrilateros de forma indepen-
diente, pero generando todos la misma trayectoria.

En efecto, considérese el mecanismo de la figura 4.34, en el que ahora la articulacion
C, esta libre. Tanto de la propia construccion como de la aplicacion del criterio de Griibler
(G=3(N-1)-2P=3-(10-1)-2"-13 =1) puede comprobarse que tiene un unico gra-
do de libertad. Mas adelante se demostrara que el punto C; permanece inmovil mientras
varia el angulo de entrada ¢. Por tanto, si C, se articula al elemento fijo, el movimiento del
mecanismo de diez barras no varia. Sin embargo, si se aplica el criterio de Griibler al nuevo
mecanismo, resultard (G=3 - (10 = 1) — 2 - 14 = —1) una estructura hiperestatica de grado 1.
Esto indica que la articulacion afiadida en C, es una restriccion redundante, y que se mueve
en virtud de las especiales dimensiones con que se ha construido.

FIGURA 4.35. Cognados con la misma trayectoria.

En estas condiciones (C,, articulado al elemento fijo) se observa que el mecanismo se
compone de tres cuadrilateros (2-3-4, 5-6-7 y 8-9-10), articulados en el punto P de sus
correspondientes acopladores (figura 4.34). Dicha articulacion es, en realidad, innecesaria,
ya que el punto P como perteneciente a cualquiera de los tres cuadrilateros, tiene ya una
trayectoria definida. Por lo tanto, los tres cuadrilateros articulados deben generar la misma
curva de acoplador (ver figura 4.35).

A continuacion se demostrara la anterior afirmacion de que el punto C; (no articulado
al elemento fijo) permanece inmévil a lo largo del ciclo de movimiento del mecanismo de
la figura 3.34.

En efecto, considérese la ecuacion vectorial de cierre:
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4,Co = 44"+ A'C"+ C'C, [4.87]
Donde:
AP
AyA' = AP = AB - — - e [4.88]
AB
— s A4C . — A'C'
A’C’ = A’P e — 'em = A = ‘et(l 489
Y Ay yT3 [4.89]
—_ N PCV/ ) N Cn .
C/CO - PC// - PB/ Nl '€la = BBO Cp—— .ela [490]
PB’ PB’

Puesto que los tres acopladores son semejantes se verificara:

AP A'C' PC”
pr— el —— [491]
AB AP PB
Por tanto, la ecuacién [4.87] puede expresarse de la siguiente manera:
C, = A+ AB + BB, ':'ela= B ':'ela 492
4 (Ao 0) T 4B, =5 [4.92]

Del resultado de esta ecuacion se deduce que:

1. A4,C, es un vector constante en magnitud y direcciéon ya que no contiene variable
alguna. Por tanto, C;, es un punto fijo, independiente de la posicion del mecanismo.

2. Los triangulos 4,C B, y APB son semejantes pues poseen un angulo igual, o, y
dos lados proporcionales:

4G _Bo

AP AB

Volviendo a la figura 4.34, puede observarse que los elementos 2, 6 y 8 se mantienen
permanentemente paralelos. Lo mismo puede decirse de los elementos 4, 9y 7y de 5, 3
y 10. Por tanto, se verificara:

W, = W, = W [4.93]
o, = ag = 0 [4.94]
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W, = Wy = w, [4.95]
oy =0y=aQ, [4.96]
W5 = Wy = W, [4.97]
a5 =0, =, [4.98]

El mecanismo de biela-manivela puede considerarse un cuadrilatero articulado dege-
nerado, debido a que una de sus dimensiones se ha hecho infinita. Por ello, si se le aplica
la construccion de la figura 4.34 se obtiene un solo cognado. En la figura 4.36a se repre-
senta un mecanismo de biela-manivela y su correspondiente cognado obtenido con el pro-
grama BIEMAN. En las figuras 4.36b y 4.36¢ se encuentran dichos cognados generando
la misma trayectoria.

FIGURA 4.36. Cognados de un mecanismo de biela-manivela.

4.4. Sintesis de guiado de sélido rigido

En este punto, el objetivo es el posicionamiento del acoplador. En primer lugar, se
presentara un método para obtener un elemento que se traslade a lo largo de todo el ciclo
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de movimiento del mecanismo. Después se expondran diversos métodos graficos para
colocar el acoplador en una serie de posiciones de precision.

4.4.1. Generacién de un elemento con movimiento de traslacién

A partir de la construccion de los mecanismos cognados (figura 4.34) puede conseguirse
un mecanismo que tenga una barra con movimiento de traslacion. Para ello (figura 4.37), se
traslada el cognado C;C"B'B,, hasta hacer coincidir C;; con 4, resultando el cuadrilatero
A,C"B"B,. Teniendo en cuenta el paralelismo de las barras 4,C"y C,C" en esta posicion, y
puesto que 4,4 se mueve permanentemente con la misma rotacion angular que C,C”, si se
hacen solidarias las barras 4 4 y 4,C" (elemento 4,4C"), los puntos de acoplador Py P'no
solo trazaran la misma trayectoria, sino que lo haran de forma acompasada; es decir, ocupan-
do las mismas posiciones relativas a dicha trayectoria y con la misma velocidad. De esta
manera, la distancia PP’ siempre permanece constante. Es mas, si los puntos de acoplador P
y P’ fueran articulados mediante una barra, ésta en modo alguno afectaria a la movilidad del
mecanismo y tendria ademas, un movimiento de traslacion permanente (w = 0).

e Iﬂ;ﬂ,\C()
/ //

’
BO

FIGURA 4.37. Construccion del movimiento de traslacion.

La barra PP’ constituye una restriccion redundante ya que la distancia PP’ se manten-
dra constante independientemente de que se ponga o no la barra. Si se decide incluir la
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barra PP’, el mecanismo puede simplificarse quitando la restriccion equivalente ByB".
Igualmente pueden eliminarse las barras B"P' y B"C" ya que no influyen en el movimien-
to del mecanismo (figura 4.38).

Ao C'/ ® 0

CHI

Pr

FIGURA 4.38. Elemento PP’ con movimiento de traslacién.

En la figura 4.39 queda patente el movimiento paralelo de la barra PP":

FIGURA 4.39. Movimiento paralelo de la barra PP’
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4.4.2. Métodos gréficos

El guiado de solido rigido tiene por objeto el disefio de mecanismos cuyas funciones
objetivo estan directamente relacionadas con el posicionamiento de alguno de sus acopla-
dores. Los procedimientos graficos que van a ser descritos en este apartado se apoyan de
nuevo en el concepto de la inversion y en la reduccion de posiciones.

La primera construccidn es una sintesis de tres posiciones de biela. Se trata de obtener
un cuadrilatero articulado 4,4BB,, que situe las articulaciones moviles de su acoplador en
las siguientes posiciones: 4,B,, 4,B, y A,B, (figura 4.40). La solucion a este problema es
directa ya que por tres puntos puede trazarse siempre una determinada circunferencia. Por
tanto, los centros de las circunferencias que pasan por 4, 4,y A,y por B, B, y B, pueden
tomarse como las rotulas fijas 4,y B, respectivamente, del cuadrilatero.

FIGURA 4.40. Guiado de tres posiciones.

La anterior solucidn es la tnica posible (con esa secuencia), si se desea que 4 y B sean
las articulaciones méviles. Sin embargo, si las articulaciones mdviles no estan previamen-
te especificadas, sino unos segmentos cualesquiera del plano acoplador, existen infinitos
mecanismos que permiten situar el acoplador en dichas posiciones. Este es el caso en que
las tres posiciones del acoplador vienen definidas por los segmentos C,D,, C,D, y C,D,
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(figura 4.41). Una posible solucién es fijar, de forma arbitraria o interesada, las articula-
ciones moviles respecto a los puntos C'y D, y operar como en el caso anterior.

A

T 0

FIGURA 4.41. Guiado de tres posiciones, definidas por puntos cualesquiera del plano.

Otra variante de la sintesis de tres posiciones es aquella en que las posiciones de las
articulaciones fijas 4, y B, estan prefijadas. Por tanto, los datos son las tres posiciones
C,D,, C,D,y C,D, del sohdo rigido, y las rétulas fijas 4,y B, (figura 4.42). Para realizar
esta s1nt651s se va a utilizar el concepto de la inversion. Un observador situado en el sdlido
rigido verd que el punto 4 sigue una trayectoria circular, cuyo centro es precisamente la
articulacion movil. Asi pues, se construyen los tridngulos C,D 4,y C,D A" iguales
a C,D,A,y a C,D,A,, respectivamente, obteniendo los puntos 4,y 4.

El centro de la circunferencia que pasa por 4, 4,y A, es precisamente la articulacion
movil 4 en la posicion 1, es decir, 4,. Procediendo del mismo modo para B, se obtiene B,.

En la figura 4.42 (parte inferior derecha) también aparece la solucidon dada por
MECAN4.

Finalmente se estudiara el caso de sintesis de guiado de sélido rigido para cuatro posicio-
nes C\D,, C,D,, C;D,y C,D,. Aplicando el método de reduccién de posiciones, este proble-
ma se iguala al anterior, y se resuelve segun el siguiente procedimiento (figura 4.43):

1. De los seis centros de rotacion posibles P, P ,, P, P,,, P,, y P, que existen para
las cuatro posiciones C,D,, C,D,, C,D,y C,D, del plano moévil, se eligen dos, los
cuales se utilizaran como articulaciones fijas Por ejemplo: P,=A4,y P,,=B,.

2. Se construyen los tridngulos C\D, 4y y C,D A" iguales a C;D;4,y a C,D A, res-

pectivamente, obteniendo los puntos Ay A’”. El centro de la circunferencia que
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Solucion MECAN4

FIGURA 4.42. Sintesis de tres posiciones con los apoyos prefijados.

pasa por A4, (coincidente con A4 por ser el centro de rotacion de las posiciones 1
y 2), A%y y Ay’ es la articulacion movil 4, en la posicion 1, es decir, 4.

3. De igual manera se construyen los tridngulos C,D B, y C,D,B’, iguales a C,D,B, y
a C,D;B,, respectivamente, obteniendo los puntos Bj y B'. El centro de la circun-
ferencia que pasa por B, B,y B, (coincidente con B, por ser el centro de rotacion
de las posiciones 3 y 4) es la articulacion movil B, en la posicion 1, es decir, B,.

En la figura 4.43 (parte superior derecha) también aparece la solucién dada por
MECANA4.

4.4.3. Aplicaciones précticas

1. Asiento de pared plegable. Diseiar un asiento de pared mediante un mecanismo
que posea las articulaciones fijas sobre la pared y que sitie el acoplador en las dos
siguientes posiciones (figura 4.44):
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1. Asiento recogido pegado a la pared.
2. Asiento desplegado perpendicular a la pared.

SOOOONONNNNNNNNNNNANN

FIGURA 4.43. Guiado de cuatro posiciones del acoplador.

Posicion 1
B,

A, Posicién 2

.

0(0, 0)

A

\\\\\\\\\\\\\\\\\\

FIGURA 4.44. Sintesis de una silla de pared.
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V3 ? 0,5).

Datos: A, (0, 7 +1),B,(0, 1), A,(0, 0,5) y By(

El mecanismo ha de cumplir la condicién de que ningin elemento interfiera con la
pared durante el movimiento.
La solucion se representa en la figura 4.44.

2. Trasvase de paquetes. Se trata de disefiar un mecanismo cuadrildtero articulado
para trasladar paquetes de una cinta transportadora a otra. En la figura 4.45 se muestran
las posiciones de las articulaciones fijas.

FIGURA 4.45. Disefio para trasvase de paquetes.

Aplicando el método de guiado de so6lido rigido con tres posiciones de precision se
obtiene el disefio de la figura 4.46.

Sin embargo, este diseflo tiene algunas desventajas. De hecho, entre la segunda y la
tercera posicion de precision existe una posicion de bloqueo, lo cual imposibilita la entra-
da por cualquiera de las barras con punto fijo. Incluso, seria bastante complejo plantear un
accionamiento hidraulico mediante una diada P.

En la figura 4.47 se presenta una solucion dada por el programa MECAN4. Des-
pués de varios tanteos en el posicionamiento de las articulaciones fijas, se ha consegui-
do un disefio en el que una de las barras es manivela. Por lo tanto, la entrada puede ser
accionada mediante un motor de rotacion continua. La figura 4.48 muestra una secuen-
cia del giro de la manivela. Por otro lado, el acoplador va y viene por el mismo sitio
practicamente, evitando cualquier colision con las cintas u otros elementos del entorno.
Ademas, precisamente las posiciones extremas 1 y 3 son los limites del movimiento del
acoplador.
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Manivela

FIGURA 4.47. Disefio mejorado.
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1 2
3 4
5 6

FIGURA 4.48. Posiciones sucesivas para un giro completo de la manivela.

3. Transformacion rampa-escalera (Erdman, 1997; idea original de Wandzel, Kivi y
Feist). Se pretende disefiar un mecanismo que facilite el acceso al almacén de un supermerca-
do. En principio se accedia a dicho almacén por medio de dos peldaiios, pero esto originaba
problemas cuando los empleados pretendian acceder con un carro de carga. Para solucionar
este problema se ha pensado en utilizar un mecanismo como el de la figura 4.49. Dicho meca-
nismo permite dos posibilidades: la primera (figura 4.49) mantiene la anterior configuracion
escalera, mientras que la segunda (figura 4.50) permite acceder por medio de una rampa.

W/////////////////////////////////’/////////?///////////////////

FIGURA 4.49. Configuracién escalera.
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FIGURA 4.50. Configuracién rampa.

Es evidente que un problema de disefio tiene multiples soluciones que, ademads, pue-
den alcanzarse por diferentes caminos. Concretamente, para resolver este problema se va a
apoyar en la solucion grafica de la figura 4.51, en la que aparece el mecanismo en las dos
configuraciones exigidas. Los pasos para alcanzar las dimensiones del mecanismo solu-
cion pueden ser los siguientes:

1.
2.

3.

Considérense como datos, las posiciones de los extremos O, 4, B.

Se traza una linea horizontal por el punto medio del segmento AB que define la
cota del primer escalon.

Se toma la articulacion C (en la configuracion escalon) de forma que CB sea apro-
ximadamente un tercio de OA.

Se toma la articulacidon D sobre la linea horizontal del primer escalon de forma que
el angulo EDC sea ligeramente menor que 90°.

Se obtiene D' mediante el siguiente doble despliegue:

a) Con centro en Cy radio CD, arco hasta la horizontal, obteniendo D".
b) Con centro en B y radio BD", arco hasta cortar a la linea OB, obteniendo D'.

La articulacion fija O, se obtiene mediante la interseccion de la mediatriz DD'con OA.

Se toma E, a partir de D, sobre la horizontal del primer escalon, de forma que ED
sea igual a OD'. Téngase en cuenta que O = E'. Hay que comprobar, ademas, que
la dimension ED sea suficiente para el apoyo de un pie.

La articulacion fija O, se obtiene mediante la interseccion de la mediatriz EE’ con OA.

FIGURA 4.51. Solucién gréfica.
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En la figura 4.52 se presenta una secuencia de posiciones (realizadas con el programa
GIM), donde se muestra como el mecanismo disefiado se despliega desde la configuracién
escalera a la configuracion rampa.

FIGURA 4.52. Secuencia de posiciones del mecanismo solucién.

Se deja al lector que generalice el disefio para tres o mas escalones.

4.5. Proyecto de mecanismo de elevacion

Tanto este apartado como el punto anterior tienen como objeto mostrar la utilidad
practica de los conceptos desarrollados a lo largo de este capitulo. Para ello se propone la
realizacion del disefio mecanico que se expone a continuacion.

Se pretende disefiar un mecanismo de elevacién para un vehiculo de transporte en
planta. En este caso, no se desea que el mecanismo de elevacion sea de los que disponen
de una guia vertical. Durante el movimiento de ascenso, la pala debe permanecer aproxi-
madamente horizontal. Las articulaciones fijas deben situarse en el cuerpo del vehiculo.
El mecanismo debe tener un solo grado de libertad.

Este es un caso tipico de guiado de sélido rigido con movimiento de traslacion rectili-
neo. El primer paso consiste en sintetizar un cuadrilatero articulado con un tramo cuasi-
rectilineo. En principio se tienen dos opciones: utilizar varios puntos de precision en linea
recta o un punto de Ball. Para evitar defectos de orden y/o de rama, se optara por la segun-
da opcion. Ademas, por simplicidad se utilizara una posicion cicloidal.

Toémense, por ejemplo, 6 unidades para el diametro de la c.c.e., y 12 unidades para el
de la circunferencia de las inflexiones. De acuerdo con la ecuacion:

| =

11
B B
el diametro de la c.c.c.e. serd de 12 unidades. Se tratara aqui con unidades sin especifica-
cion, teniendo presente que obtenido un mecanismo, la adecuaciéon de su tamafio a su ubica-
cion real es cuestion de mera proporcionalidad. Orientando el cuadrilatero para que la tra-
yectoria de su punto de acoplador sea vertical, se obtiene el siguiente disefio (figura 4.53):
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FIGURA 4.53. Punto de Ball en posicién cicloidal.

A continuacion se construyen los cognados de este cuadrilatero (figura 4.54):

FIGURA 4.54. Cognados.

Utilizando los conceptos explicados en el apartado 4.4.1, se obtiene el mecanismo de la
figura 4.55 a partir de la traslacion del cognado inferior segtin la direccion definida por las arti-
culaciones Cy4,,. Dicho mecanismo posee un elemento (KK') con movimiento de traslacion.
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\ CHV
FIGURA 4.55. Mecanismo con un elemento que se traslada.

Sin embargo, la barra KK’ es excesivamente larga para ubicarla en el vehiculo, por lo
cual se procedera a reducir su longitud. Para ello, se va a obtener un cuadrilatero semejan-
te a AKK'C", pero de menor tamafio. Con esto se garantizara el paralelismo a lo largo de
todo el movimiento, entre el cuadrilatero AKK'C" y el resultante de menor tamafio que, en
este caso, es el AEFD (figura 4.56):

FIGURA 4.56. Mecanismo resultante de la reduccion del lazo AKK'C™.

Abhora, la barra que lleva el movimiento de traslacion es EF. Por tanto, hay que llevar
el movimiento paralelo de esta barra a un elemento articulado en el punto K, que es quien
tiene el movimiento rectilineo. Esta operacion puede realizarse afiadiendo una diada R a
las barras EF y EK, de manera que el conjunto constituya un paralelogramo articulado, en
el que la nueva barra GK tiene ahora un movimiento de traslacion rectilineo (figura 4.57).
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FIGURA 4.57. Mecanismo con movimiento rectilineo paralelo del elemento GK.

Por ultimo, se construye la pala del mecanismo de elevacion (elemento GKL con base
KL horizontal), que obviamente tiene movimiento de traslacion vertical, por ser solidaria a
GK. En la figura 4.58 se representa el movimiento de ascension de la pala.

El programa MECAN4 tiene una opcion para realizar disefios semejantes al descrito
en este apartado.

FIGURA 4.58. Movimiento de ascenso de la pala.
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Ejercicios propuestos

1. Dadas las rectas canonicas de la figura 4.59 correspondientes a las c.c.e. en coor-
denadas paramétricas, obtener utilizando el método grafico, los puntos del plano
movil correspondientes a los puntos sefialados en dichas rectas. ;Qué forma parti-
cular adopta la cubica en el caso b)? ;Por qué?

A » AY=n,

\ (0, B) (0, B)

[ As

X‘E tp X=t "
P (4, 0) P
a) b)

v

FIGURA 4.59. Rectas candnicas relativas al problema 1.

2. Sea el mecanismo de biela-manivela de la figura 4.60. Obtener y representar para
la posicion de la figura, la c.c.e. del elemento 3.

4 L @ 0,

il
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

L

®

N B
0000,

Figura 4.60. Mecanismo de biela-manivela del problema 2.

3. Dado el cuadrilatero articulado de la figura 4.61 donde O,4 = AB = BO, se pide:

1) Obtener graficamente los cognados de dicho cuadrilatero.
2) Tomando como base el cuadrilatero dado, obtener un mecanismo en el que uno
de sus elementos tenga un movimiento de traslacion.
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0, o

C
FIGURA 4.61. Cuadrilatero articulado del problema 3.

4. Se desea aplicar un movimiento intermitente a la cinta transportadora de la figu-

ra 4.62. Dicha cinta abastece de piezas a una maquina que realiza una operacion de
taladrado sobre cada una de ellas. Mientras transcurre la operacion, la cinta debe
permanecer inmovil. A continuacién, la cinta posiciona una nueva pieza en la
maquina, a la vez que sale de ella la que acaba de ser taladrada.

Se pretende conseguir el movimiento intermitente mediante un cuadrilatero
articulado, accionado por un motor de corriente alterna al que sera necesario inter-
calarle un reductor. Asimismo, sera necesario un volante de inercia para evitar que
la manivela del cuadrilatero se embale durante el periodo en que trabaja en vacio.
El avance es producido por el punto de acoplador al empujar los pivotes de la parte
baja de la cinta durante el recorrido de su tramo cuasi-rectilineo, que debe corres-
ponderse con la distancia entre pivotes. Durante el resto del movimiento, el cuadri-
latero no debe tocar elemento alguno de la cinta, estando situado necesariamente,
entre la misma y el suelo.

120 cm

NN CNRNRRRERRAN ;;:!; o

FIGURA 4.62. Dispositivo cinfa transportadora.
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5. Se pretende disefiar un dispositivo de cierre y apertura de una puerta de garaje
(figura 4.63). Para ello se va a utilizar un cuadrilatero articulado a cuyo elemento
acoplador sera solidaria la puerta del garaje. Las posiciones de precision requeri-
das para dicha puerta seran: abierta (lo mas pegada posible al techo) y cerrada
(perfectamente encajada en el hueco de la entrada del garaje).

Obviamente, durante el movimiento, la puerta no podra contactar con parte
alguna del cubiculo. Ademas, se exige que invada lo menos posible la via exterior
para evitar accidentes con los transeuntes.

Estudiese otra alternativa de disefio mediante un mecanismo biela-manivela.

Abierto

/ Cerrado

P77 777777777777 777777

FIGURA 4.63. Posiciones de la puerta de garaje.

6. Se quiere disefiar un pupitre plegable para utilizar en una sala de conferencias.
El propietario no desea el tipico disefio de orejeta lateral desplegable desde la silla,
ya que la zona para apoyo de libros u hojas es muy reducida. Por ello propone
un esquema como el indicado en la figura 4.64.

ANV ATV RNV

FIGURA 4.64. Pupitre con dos posiciones extremas.
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Se definen dos posiciones para la zona de apoyo: plegada y desplegada. Los
apoyos del mecanismo estaran situados sobre el respaldo del asiento precedente.
Las dimensiones del pupitre y la altura a la que se situard el mismo seran tales que
permitan trabajar de forma confortable. Ténganse en cuenta las posibles interferen-
cias de la tabla.

. Se va a disefiar el mecanismo de un limpiaparabrisas de un camion. Se desea que

las escobillas giren en sentidos opuestos mediante la utilizacion de dos cuadrilate-
ros articulados ligados segun la figura 4.65.

7\ Accmnaml:y

FIGURA 4.65. Mecanismo de limpiaparabrisas.

El movimiento viene dado por un motor rotativo continuo acoplado directa-
mente a la barra central si es manivela, o de lo contrario mediante una diada aco-
plada a dicha barra central. El rango de movimientos del limpiaparabrisas es el
indicado en la figura 4.66. Se debera tener especial atencidn en evitar las posibles
interferencias entre los limpiaparabrisas. Utilizando la sintesis de generacioén de
funcidn, disefiar el mecanismo pedido.

Posicion 1

T

™~ Posicion 2

Q e

U

~\ /)

/

~—

Posicion 3

FIGURA 4.66. Posiciones impuestas de las escobillas.



Cinematica de mecanismos
espaciales

5.1. Introducciéon

Hasta el momento, los métodos de analisis cinematico han sido expuestos de forma
restringida en un contexto de movimiento plano. Efectivamente, la mayoria de los meca-
nismos industriales son planos; sin embargo, existen aplicaciones que requieren un movi-
miento tridimensional y que, por tanto, deben ser realizadas por mecanismos espaciales.
En tales mecanismos, los puntos de sus elementos ya no se mueven en planos paralelos
como en el caso de los mecanismos planos. Por esta razén, la proyeccion sobre un unico
plano, de las trayectorias, velocidades y aceleraciones de los puntos de un s6lido con
movimiento tridimensional no revela su verdadero movimiento. Asi pues, los métodos gra-
ficos expuestos en temas anteriores no son validos para el analisis cinematico de mecanis-
mos espaciales, debiéndose utilizar herramientas especificas de caracter analitico o numé-
rico para su tratamiento. En la medida en que sea posible, se establecera un paralelismo, o
bien una extrapolacion, entre los conceptos de la Cinematica plana y la espacial.

Como es conocido, un sélido libre en el plano posee 3 grados de libertad, dos de tras-
lacion y uno de rotacion. En cambio, un solido libre en el espacio tiene 6 grados de liber-
tad, tres de ellos son de traslacion y los tres restantes de rotacion. Un caso particular de
mecanismos espaciales son los mecanismos esféricos, los cuales se caracterizan porque
todos sus puntos se mueven sobre superficies esféricas concéntricas. Se recuerda aqui que
en el capitulo 1, apartado 1.10, ya fueron introducidas las principales caracteristicas del
movimiento esférico. Un s6lido con movimiento esférico posee, igual que el movimiento
plano, 3 grados de libertad, aunque en este caso los tres son de rotacion. Entre estos dos
tipos de movimientos existe una gran analogia. Mediante la trigonometria esférica pueden
extrapolarse algunas de las principales caracteristicas de los mecanismos planos a los
mecanismos esféricos, como son: el criterio de Grashof, la ecuacion de Euler-Savary, las
configuraciones estacionarias, etc. A lo largo del texto han aparecido algunos mecanismos
esféricos. Sin duda, el mas conocido de todos es la junta universal.
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El primer analisis de un mecanismo se centra en la deteccion de su numero de grados
de libertad. Aunque la formula de Malishev es una buena herramienta, obvia las caracte-
risticas geométricas y dimensionales del mecanismo, por lo que estd expuesta a la comi-
sion de fallos. Precisamente, la mayoria de los mecanismos espaciales utilizados en la
industria se caracterizan por tener unas dimensiones muy particulares que permiten sim-
plificar sus ecuaciones de posicion, sin menoscabar sus posibilidades de movimiento. En
definitiva, se hace necesario el analisis de la matriz jacobiana tal y como se expuso en el
capitulo 3. Alli se vio como dicho analisis permite determinar las configuraciones singula-
res, de las cuales, en general, los mecanismos huyen.

Un tipo muy particular de mecanismos espaciales son aquellos que derivan de una
cadena cinematica abierta; son los denominados robots o manipuladores serie. Mecanica-
mente, un robot estd constituido por un conjunto de elementos conectados en serie
mediante pares cinematicos; en la practica, pares clase I, y mas concretamente de rotacion
y prismaticos. El aspecto fisico de los robots industriales guarda un cierto parecido con el
brazo humano; por esta razon, algunas partes del mismo son designadas con términos
como hombro, codo o mufieca. En la figura 5.1 se muestra la estructura tipica de un robot.

Muiieca

Codo

Hombro

FIGURA 5.1. Robot KUKA (Cortesia de KUKA Roboter GmbH).

En contraposicion a la disposicion en serie de los elementos articulados de un robot,
se encuentran los mecanismos espaciales de cinematica paralela. Son los denominados
manipuladores paralelos: mecanismos de cadena cerrada con varios grados de libertad,
caracterizados porque todos sus actuadores se apoyan en el elemento fijo y se conectan en
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paralelo con un elemento flotante, la plataforma. Son mecanismos mas rigidos que los
robots, por lo que pueden soportar, en proporcion, cargas superiores. Su estructura cine-
matica les permite alcanzar una mayor precision y mas altas velocidades y aceleraciones
que sus oponentes, los robots serie. Por el contrario, su cinematica es mas compleja, y su
calibracion todavia esta lejos de ser un problema resuelto satisfactoriamente. Los manipu-
ladores paralelos son muy utilizados en las nuevas generaciones de maquina herramienta,
en aeronautica, en dispositivos quirdrgicos, y en las plataformas de simulacion de vehicu-
los. En la figura 5.2 se muestra un moderno modelo de manipulador paralelo para realizar
operaciones de mecanizado.

) LIPSt

FIGURA 5.2. Manipulador paralelo para mecanizado (Cortesia de Fatronik).

La necesidad de una mayor productividad industrial, asi como la demanda de movi-
mientos complejos en ambientes peligrosos (altas temperaturas, toxicidad y radiacion)
exigen una gran variedad de robots. Sin embargo, para ciertas tareas altamente repetitivas
y de escasa complejidad, es un lujo la utilizacidon de robots, dada su excesiva cualificacion
y precio. Hay que sopesar, por tanto, la eleccién de un mecanismo espacial de lazo cerra-
do con un grado de libertad o a lo sumo ajustable, frente a un robot industrial dotado de
varios grados de libertad controlados y con un sistema sensorial.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En primer lugar, se expone la herramien-
ta matematica necesaria para representar posiciones, orientaciones y objetos en el espacio.
Se han dedicado bastantes recursos a explicar el método matricial basado en los sistemas
de referencia locales y las matrices de transformacion, y a su especial aplicacion a los
manipuladores de cadena abierta. Sin embargo, no se ha dejado de lado la utilizacion del
método geométrico, ni el analisis de los mecanismos espaciales de cadena cerrada. Final-
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mente, se estudian los problemas relacionados con la matriz jacobiana, como son: el cal-
culo de velocidades, y el analisis de las posiciones singulares siguiendo el procedimiento
expuesto en el capitulo 3.

5.2. Posiciones, orientaciones y objetos

Las funciones que realizan los mecanismos espaciales estan directamente relacionadas
con la localizacidn de objetos, como el elemento terminal de un robot, la plataforma de un
manipulador paralelo o cualquier otro elemento con el que pueda interactuar. En este apar-
tado se van a especificar las caracteristicas que definen la localizacion de un cuerpo en el
espacio. Parte de ellas corresponden a la posicion de un punto en el espacio; las restantes
vienen dadas por la orientacion o disposicion angular del so6lido. Ambas caracteristicas,
posicién y orientacion, se encuentran integradas en una Unica entidad: el sistema de refe-
rencia.

1. Definicion de una posicion. Un punto cualquiera de un solido define su posicion.
Un punto en el espacio posee tres grados de libertad. Establecido un sistema de coordena-

das, la posicion de un punto quedara definida mediante un vector de tres componentes,
que son las coordenadas del punto referidas a dicho sistema (figura 5.3).

ZM

P(x, y,z)

FIGURA 5.3. Representacién de la posicién de un punto en coordenadas cartesianas.

En este tipo de problemas, aparte del sistema de coordenadas absoluto, existen
muchos otros solidarios a los distintos elementos del mecanismo. Por este motivo cada
vector deberd ser etiquetado en relacion con el sistema de coordenadas respecto del
cual se define la posicion del punto: ‘r si esta referido al sistema i. La representacion
de la figura 5.3 se ha realizado en un sistema de coordenadas cartesiano. Otros tipos
de sistemas de representacion utilizan las coordenadas cilindricas y las esféricas (figu-
ra 5.4).
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Z A Z A
P(r, 0,2) P(r, 0,9
| /o
i 2
VZ |
) : Y 0 : J
< 7 T > ~ R E >
g e o
X X
a) Coordenadas cilindricas. b) Coordenadas esféricas.

FIGURA 5.4. Ofras representaciones de la posicién de un punto.

2. Definicion de una orientacion. La localizacién de un so6lido en el espacio requiere
no soélo la representacién de uno de sus puntos, sino también su orientaciéon. Una orienta-
cion en el espacio viene definida por tres grados de libertad. Por ejemplo, cuando al extre-
mo final de un robot se le ordena mecanizar una superficie no basta con indicarle los pun-
tos sobre los que tiene que trabajar, sino que también hay que especificar la orientacion
espacial de la herramienta. Para describir la orientacion de un cuerpo respecto de un deter-
minado sistema de referencia, se sitia solidariamente al cuerpo un sistema de coordenadas
y se define la orientacion espacial de este tltimo respecto del primero (figura 5.5).

ZA

FIGURA 5.5. Representacién de la orientacién de la garra de un robot respecto
del sistema de referencia OXYZ.

La forma mas clara y directa para describir la orientacion del sistema de coordenadas
(OUVW), es expresar sus vectores unitarios en funcion de la base canoénica del sistema de
referencia (OXYZ),. Esto da lugar a tres ternas de componentes (una por cada vector uni-
tario) que dispuestas en columnas como términos de una matriz, constituyen la denomina-
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da matriz de rotacion. Formalmente deberia llamarse matriz de orientacion. Sin embargo,
al coincidir con la matriz de rotacioén, adquiere su nombre. Dicha matriz sera tratada en
detalle a continuacion, y constituye la forma mas utilizada para representar la orientacion
de un objeto respecto de un sistema de referencia.

En resumen, las posiciones de puntos son descritas mediante vectores, y las orienta-
ciones de solidos mediante sistemas de coordenadas solidarios.

3. Definicion de un objeto. Para definir completamente la localizacién de un cuerpo
en el espacio se necesitan seis grados de libertad o, lo que es lo mismo, una posicion y una
orientacion. Por sencillez, el punto del cuerpo elegido para definir la posicion es, precisa-
mente, el origen de coordenadas del sistema solidario al cuerpo. Pues bien, el conjunto
formado por la posiciéon del origen mas la orientacion del sistema de coordenadas es lo
que define el concepto de sistema de referencia (figura 5.6). Este puede considerarse un
conjunto de cuatro vectores que definen la posicion ry orientacion (i, j, , k,) del mismo,
es decir, su localizacion. En resumen, un sistema de referencia contiene los elementos
necesarios para describir la posicion y la orientacion de un objeto respecto de un sistema
de coordenadas.

W
Z A
k,
. 14
J,
02
r i,
0, Y
- U

FIGURA 5.6. Sistema de referencia.

5.3. Representacion de la orientacién

En este apartado se va a establecer la relacion entre las orientaciones de dos sistemas
de referencia. Para ello pueden utilizarse las siguientes alternativas:

— La matriz de rotacion.
— La composicidn de rotaciones basicas.
— La pareja angulo y eje de giro.
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— Los angulos de Euler.
— Los cuaterniones.

De entre todas ellas, la mas importante y utilizada es la matriz de rotacion. En este
texto se expondran las cuatro primeras, sugiriendo al lector otras referencias (Barrientos,
1997) en caso de inclinarse por la utilizacion de los cuaterniones.

Puesto que en este apartado solo se va a analizar la orientacion de sistemas de coorde-
nadas, por simplicidad se supondra que todos ellos tienen la misma posicion, es decir, el
mismo origen de coordenadas que el sistema al que seran referidos.

5.3.1. Matriz de rotacién

Considérense los sistemas de referencia 1 y 2 siguientes: (OXYZ), y (OUVW), ambos
coincidentes en la situacion de partida. Considérese, también, un objeto solidario al siste-
ma de referencia 2. A continuacion, el sistema 2 sufre un cambio en su orientacién como
consecuencia de una rotacion. En esta situacion considérese un punto cualquiera P del
solido cuya posicion viene definida por un vector r (figura 5.7). Expresando este vector en
funcion de la base canonica del sistema 1 resulta:

r=ri +rj+rk="r [5.1]
Haciendo lo propio para el sistema 2:
r=r i +rj+r k, =°r [5.2]

Donde 'r y ?r representan el mismo punto P, pero en las bases candnicas de los siste-
mas de coordenadas 1 y 2 respectivamente. Se trata de obtener la expresion de este punto
P referida al sistema 1, cuando se conoce la orientacion del sistema 2 (i, j, , k, ) respecto
del sistema 1 (i, j, , k).

ZA

X

FIGURA 5.7. Posicion de un punto P en los sistemas de referencia 1y 2.
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Las componentes de r segtin el sistema de referencia 1 son las proyecciones de dicho
vector segtn los ejes OX, OY 'y OZ:

re=icrir,=jorir.=k-r [5.3]

Haciendo uso de la definicion de producto escalar y teniendo en cuenta la ecuacion
[5.2] resulta:

ro=i @ r +i-jor+i-kr, [5.4]
ry=-iy.iuru +jy.jvrv+jy.kwrw [55]
ro=k-i,r,+k -jor+k-kr, [5.6]

Expresado de forma matricial:

rX iX‘ill iX'jV i.‘k
ry = -iy'iu jy.jv jy.kw
vl ki, k. -j, k -k

[5.7]

Sy

En funcién de los cosenos directores de los ejes OU, OV 'y OW respecto del sistema
(OXYZ),:

r C(ZJ,)() C(V;AX) C(VV"X) T

ni=[e@y ) e [5.8]
v lewz vz ewz|n,

Teniendo en cuenta que los cosenos directores de los ejes OU, OV'y OW son las com-
ponentes de los vectores unitarios i, j, y k, respecto de los ejes OX, OY y OZ, respectiva-
mente, dicha matriz puede expresarse también:

cU,X) cV,X) cW,X) u, v, w,
cU,Y) cV,Y) cW,Y)|=|u, v, w,|=,R [5.9]
C(U’ Z) C(Va Z) C(W, Z) u, vV, w,

Donde R es la forma compacta de expresar esta matriz, cuyos términos definen la
orientacion del sistema 2 respecto del sistema 1. Obsérvese que la expresion [5.7] repre-
senta una transformacion de coordenadas entre ambos sistemas. Por tanto, ;R es, también,
la matriz de cambio de coordenadas del sistema 2 al sistema 1. Por otro lado, el objeto y
el sistema 2 (ambos solidarios) han sido sometidos a una rotacion, a resultas de la cual, un
punto genérico P del objeto de coordenadas (r,, r,, r,) ha alcanzado una nueva posicion
de coordenadas (r,, r,, r,), ambas respecto del sistema 1 que ha permanecido inmovil.
Téngase en cuenta que en la posicion de partida, las coordenadas de P eran (r,, 7,, r,),
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tanto respecto del sistema 2 como del sistema 1. Por consiguiente, la matriz )R representa,
no sélo la rotacidon de un sistema a partir de otro, sino también la rotaciéon de un vector de
posicién. Ambas circunstancias determinan la razon por la cual dicha matriz se denomina
matriz de rotacion, que es su acepcidn mas conocida.

En conclusidn, de lo anterior se desprenden tres posibles interpretaciones (o aplicacio-
nes) de esta matriz:

1. Representar la orientacion de un sistema de coordenadas (OUVW), respecto de
otro (OXYZ),.

2. Definir la transformacioén o cambio de coordenadas entre dos sistemas de coorde-
nadas: (OUVW), y (OXYZ), en este caso.

3. Girar un vector de posicion 'r mediante la transformacién: '¥' = R 'r. En este caso
ry Ir' estan referidos al sistema de referencia 1; por esta razon, R no lleva asocia-
do subindice o superindice alguno.

Como se ha indicado anteriormente, la especificacién de una orientacion supone 3 gra-
dos de libertad. Por ello, aunque la matriz de rotacion tiene nueve términos, existen seis
ecuaciones que los relacionan:

ici=1jj =k, k=10 j,=0;i k,=0;j k=0 [5.10]

Para la obtencion de la relacion inversa de la ecuacion [5.7] puede seguirse un plantea-
miento analogo, el cual daria lugar a la siguiente expresion:

v, i, i iu '.iy iu 'kz

nor= jv'lx jv'jy jv.kz

Ty k, i, k., j, k,k

[5.11]

SR

Teniendo en cuenta que los productos escalares son conmutativos, puede observarse
que la matriz de rotacién de la transformacion inversa es, precisamente, la traspuesta de la
matriz de rotacion de la transformacion directa. En efecto, sea la ecuacion [5.7] en forma
compacta:

1r=12R2r [5.12]
Igualmente, la ecuacion [5.11] se puede expresar:
2r: 12RT ll" [513]

En consecuencia,

IR = R? [5.14]
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Por tanto, la matriz de rotacion es una matriz ortonormal. Ahora bien, la matriz de
rotacion de la ecuacion [5.11] define la orientacion del sistema (OXYZ), respecto del sis-
tema (OUVW),. Es decir,

2r=21R I [5.15]

Teniendo en cuenta [5.13], [5.14] y [5.15] resulta:
R L 5.16
'R=,R'=R" [5.16]

A partir de la expresion de la matriz de rotacion en cualquiera de sus formas [5.7] o
[5.8], es facil deducir las expresiones de las matrices de rotacion que representan las rota-
ciones del sistema (OUVW), alrededor de cada uno de los ejes coordenados del sistema
(OXYZ),. En efecto, la matriz de rotacion de un angulo « alrededor del eje OX, R
resulta (figura 5.8):

a, X

cos0° c0s90° c0s90° 1 0 0
ax = |€0s90° cosa cos(90° + )| = |0 cosa —sena
c0s90° cos(90° — ) cosa 0 sena cosa
[5.17]

FIGURA 5.8. Matriz bésica de rofacion R, .

De la misma manera pueden obtenerse la matriz de rotacion de un angulo ¢ alrededor
del eje OY, y la matriz de rotacién de un angulo 6 alrededor del eje OZ, es decir, R
y R, , respectivamente (ver figura 5.9).

A las matrices [5.17], [5.18] y [5.19] se las denomina matrices basicas de rotacion.

.Y

5.3.2. Composicién de rotaciones bésicas

A veces, la orientacion de un sistema de referencia (OUVW), respecto de otro
(OXYZ), viene representada mediante una composicion de rotaciones bdsicas del sistema 2
alrededor de los ejes coordenados del sistema fijo 1. Un caso concreto es el representado
por la matriz de rotacion siguiente:

21R = R(a,(p,@),(XY,Z) =R, ,ZR(p ,YRa,x [5.20]
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cos @ c0s 90° cos (90° — @) cosp 0 seng
= cos 90° cos 0° cos 90° = 0 1 0
cos (90° + @) cos90° cos @ —sen@ 0 cosg

[5.18]

cos O cos (90°+6) cos90°| [cosf —senf 0
R, , = [c0s(90° - 0) cos 0 c0s90°| =|senf cosf O
cos 90° cos 90° cos 0° 0 0 1

[5.19]

FIGURA 5.9. Matrices bésicas de rotacion Ry, y R, ;.

Que se obtiene de girar un angulo a alrededor del eje OX, seguido de una rotacion
angular ¢ alrededor del eje OY y, finalmente, de un giro 6 alrededor del eje OZ. Esta con-
vencion de rotaciones es conocida como roll (giro), pitch (elevacion) y yaw (desviacion),
respectivamente, y es muy utilizada en ingenieria aeronautica. Dado que el producto de
matrices no es conmutativo, se debe ser especialmente cuidadoso al establecer la secuen-
cia de las rotaciones.

Aunque la expresion [5.20] resulta bastante evidente, se va a demostrar a modo de
ejercicio. En efecto, sea 2r el vector que define la posicion de un punto P del cuerpo soli-
dario al sistema 2. Después de la primera transformacién, las coordenadas respecto del
sistema 1 son: R, ?r. Considérese ahora un sistema de referencia auxiliar (OUVW),, con
igual orientacion Elue el sistema 1 de forma que se podra escribir:

Ar=R_ [5.21]

A continuacion se le aplica la segunda transformacion al sistema 2A de forma que las
nuevas coordenadas de P respecto del sistema 1 seran: R (pYzAr. Considerando otro sistema
de referencia auxiliar (OUV W), orientado igual que 1, se podra escribir:

S [5.22]
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Por ultimo, realizando la tercera transformacion al sistema 2B resulta:
'r=R,, ®r [5.23]

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores se obtiene:
(. 2 _ 2, Ip 2
r= RB,Z Rqa,Y Ra,X r= R(a,(p,@)(X,Y,Z) r=,R"r [5.24]

Obsérvese que en el proceso de obtencion de la matriz [5.20] puede considerarse que
el sistema 1 permanece fijo mientras que el sistema 2 se mueve. Ademas, se ha visto como
los giros del sistema 2 estan definidos en relacién al sistema “fijo” (o en coordenadas glo-
bales).

A veces interesa componer las rotaciones refiriéndolas al sistema “mévil” 2. Por
ejemplo, se define una orientacién mediante las siguientes rotaciones: giro de un angulo «
respecto del eje OU, de un angulo ¢ respecto del eje OV 'y de un angulo 6 respecto del eje OW.
En este caso, la matriz de rotacion adquiere la expresion:

JR =R

-R,,R_,R [5.25]

(a,9,0),(U¥,W) al ey RO

Puede observarse que en este caso las rotaciones basicas se postmultiplican, mientras
que en [5.20] se premultiplican.

Cuando las rotaciones se refieren al sistema mévil 2 (también denominado local por
ser solidario al objeto) hay que proceder de forma recurrente desde la situacion final a la
inicial. Pero antes de exponer el razonamiento, considérense una serie de sistemas de refe-
rencia auxiliares. Después de la primera rotacion, el sistema local 2 queda orientado de
una determinada manera respecto del sistema 1; esta orientacion quedara recogida ubican-
do un sistema de referencia auxiliar fijo (OUVW),, coincidente con el sistema local 2 en
dicha posicion. A continuacion, se realiza la segunda rotacion y de nuevo se recoge esta
nueva orientacion del sistema 2 mediante otro sistema de referencia auxiliar fijo
(OUVW), ;.. A continuacion, se realiza la tercera rotacion del sistema 2 alrededor de su eje OW.
De acuerdo con esta tltima transformacion, la relacion entre las coordenadas de un punto P
del objeto referidas al sistema 2, y las coordenadas de dicho punto referidas al sistema 1B
sera:

Br=Ryy, r [5.26]

Ahora bien, el sistema 1B se ha obtenido al girar el sistema 1A un dngulo ¢ respecto
del eje OV; luego la posicion 'Br de P referida al sistema 1B y la posicion 'Ar de P referida
al sistema 1A, estan relacionadas mediante la ecuacion:

Ap=R__ 1Bp [5.27]

(AY

Siguiendo un razonamiento andlogo, puede escribirse:
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lp = R.u 1Ap [5.28]

Relacionando las ecuaciones [5.26], [5.27] y [5.28] resulta:
'r=R_y R, v Ryy 2y [5.29]

Que coincide con la composicion de rotaciones de la ecuacion [5.25], como se queria
demostrar.

Ejemplo de aplicacion 5.1. Apliquese a la posicion (1,0,0) la siguiente composicion
de rotaciones:

1. En el sistema de referencia fijo: giro de 90° alrededor de OZ, 90° alrededor de OX
y 90° alrededor de OY.

2. En el sistema de referencia movil: giro de 90° alrededor de OW, 90° alrededor de
OU 'y 90° alrededor de OV.

Obténgase la matriz de rotacion respecto del sistema de referencia fijo (OXYZ), en
ambos casos. Compruébese que no se obtiene el mismo resultado.
Para el caso 1, la representacion grafica de los giros es (figura 5.10):

V4 V4
0 Y 0 4
(0,1,0)
X (100) X
a) Posicion de partida b) Ry ,
V4 Z
(09051)
0 v 0 v
X X (1,0,0)
C) RQ()G,X d) R90°,Y

FIGURA 5.10. Composicién de rotaciones en coordenadas globales.
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Para el caso 1, la expresion matricial de los giros es:

1 [c0s90° -sen90° 0](1 0
Ry ,10¢ =[sen90° c0s90° 010 =11
0 0 0 1 0 0
o] [1 0 o |fo] [o
Rgpe x11¢=|0 c0s90° -sen90°K1; =40
0 _O sen 90°  cos90° ] 0 1
0] [cos90° 0 sen90°](0 1
Rgp y10¢ = 0 1 0 0t=40
1 _—sen90° 0 cos90°_ 1 0

Es decir, la posicion resultante del vector (1, 0, 0) después de los tres giros es:

1o —
r= ROO“,Y R90°,X R90°,z

S O~
I
SO~

La matriz de rotacion respecto del sistema de referencia fijo es:

0
-1

1
le = R90",Y R90°,X R90°,z =10
0 0

— o O

Para el caso 2, la representacion grafica de los giros viene dada en la figura 5.11. La
representacion del vector en los distintos sistemas de referencia al final de las transforma-
ciones es:

S. Global: 'r (-1,0,0) S. Local: 2r (1,0,0)
S. Auxiliar: 'Br (0,0,—1) S. Auxiliar: 'Ar (0,1,0)

En cuanto a la expresion matricial de los giros, cuando la transformacion se realiza en
coordenadas locales hay que empezar por la ultima transformacion:

cos90° 0 sen90°|(1 0
3.2 rotacién: "Pr = Ryp v r = 0 1 0 0p=40
-sen90° 0 co0s90°|(0 -1
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1 0 0 0 0
2.2rotacion: Ay = R900’UlBr =0 c0s90° -sen90°j 0 }=11
0 sen90° co0s90° |[-1 0

c0s90° —sen90° 0[]0 -1
1.2 rotacion: 'r = Rypo w Ap =1sen90° cos90° Of1t=40
0 0 1{|0 0

b) R90°,w
z=v, zZ=v
U
o Y="U, o Y=w
X=w, p
C) R90°,U d) R90",V

FIGURA 5.11. Composicién de rotaciones en coordenadas locales.

Es decir, la posicion resultante del vector después de los tres anteriores giros es:

1 -1
r= Ry w Roge.y Roge y10p =10
0 0

Y la matriz de rotacion respecto del sistema de referencia fijo es:

297



298  CINEMATICA DE MECANISMOS. ANALISIS Y DISENO

-1 0 0
21R = R90°,W R90",UR90°,V =10 0 1
0 1 0

Finalmente, cabe indicar que cualquier composicion de matrices de rotacion puede
interpretarse como realizada respecto del sistema de referencia fijo o como realizada res-
pecto del sistema de referencia mévil. Por ejemplo, la siguiente composicion:

cosf -senf Of|cosp 0 seng
senf cosf O 0 1 0
0 0 1||-senp O cosg

Puede verse como:

a) Una rotacion de un angulo ¢ respecto del eje OY seguida de una rotacion de un
angulo 6 respecto del eje OZ, ambas respecto del sistema de referencia fijo
(0XYZ2).

b) Una rotacion de un angulo 6 respecto del eje OW seguida de una rotacién de un
angulo ¢ respecto del eje OV, ambas respecto del sistema de referencia movil
(OUVW).

Siguiendo con el ejemplo anterior, la composicion en coordenadas locales realizada en
ultimo lugar puede verse como la siguiente concatenacion en coordenadas globales:

1.°) Rotacion de 90° alrededor del eje OY.
2.°) Rotacion de 90° alrededor del eje OX.
3.°) Rotacion de 90° alrededor del eje OZ.

Es decir,
-1 0 0
21R = R900,z R90°,x R90",Y =10 0 1
0 1 0

Resulta, pues, la misma matriz. Sin embargo, analizando cada rotacién por separado,
los resultados parciales son distintos. Esto puede verse graficamente en la figura 5.12,
cuyo resultado (figura 5.12d) es coincidente con el de la figura 5.11d.

5.3.3. Angulo y eje de rotacién

La orientacion del sistema de referencia movil (OUVW), respecto del fijo
(OXYZ), también puede expresarse mediante un giro f alrededor de un eje pasante por
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Z , Z
0 Y 0 E Y
(1,0,0)
% X (0.0-1)
a) Posicion de partida b) Ryp. v

(0,1,0)

C) R&)()D)x d) R90°,Z

FIGURA 5.12. Composicion de rotaciones en coordenadas globales.

el origen de coordenadas O cuya direccion viene dada por el vector s = [s, s, s ]. La

relacion entre ambos sistemas puede ser expresada matematicamente mediante la ecua-
cion [5.12]:

Donde ahora,
)R =Ry, [5.30]

La matriz R, ~que define la orientacién del sistema local 2 respecto del global 1
puede obtenerse mediante dos procedimientos diferentes. El primero de ellos se descri-
be a continuacion segun los siguientes pasos. En primer lugar, se hace coincidir el eje s
con uno de los ejes coordenados del sistema 1 mediante rotaciones basicas; a continua-
cion, se realiza el giro del angulo 8 alrededor de dicho eje; y, finalmente, se deshacen
los giros basicos iniciales. En la figura 5.13 se representa una secuencia concreta de
rotaciones de acuerdo con el procedimiento descrito. El orden de las rotaciones esta
indicado mediante subindices.
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Z
\) Bo
',1_‘1'“ """"""
L R
: 0o | S :
10) AN Z
: E - T E ,’/&x
A 1 ath
s i
X _______.S.)-

FIGURA 5.13. Orientacién mediante rotacién sobre un eje cualquiera.

En efecto, en primer lugar se gira el vector s un angulo -0 alrededor del eje OZ, hasta
llevarlo sobre el plano XZ. A continuacion se gira un angulo —g alrededor del eje OY hasta ha-
cerle coincidir con el eje OZ. En este momento se realiza el giro f especificado. Final-
mente, se deshacen las rotaciones basicas ¢ y 6 (en este orden) inicialmente realizadas. De
acuerdo con la secuencia de rotaciones expuesta resulta:

B.s = Re,z Rp,Y Rﬁ,ZR:R—q),Y R-e,z =

cd -s60 O||cp O s@|lcf -sB Of|lcp 0O -sp||cO s6 0 [5.31]
s ¢ 0Off 0 1 Of|lsp ¢ 0|0 1 0 [|-s6 cO6 0O '
0 0 1)f-s¢ 0 cel|0 0 1|(sp 0 co 0 0 1

Se utilizaran las expresiones cO y s0 en vez de cos 8 y sen 0 respectivamente, depen-
diendo del espacio fisico disponible.

De la figura 5.13 se deduce que:

Sy

— 5.32
NEE +s§ [ ]

[5.33]

senf =

seng = ————~% [5.34]

COSQ =~ [5.35]
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La segunda forma de obtener [5.30] consiste en realizar un cambio de coordenadas a
un nuevo sistema (OUVW),, donde el eje OW, por ejemplo, coincida con s (figura 5.14).
A continuacion se gira el angulo S alrededor de este eje OW, y posteriormente se deshace
el cambio de coordenadas.

FIGURA 5.14. Disposicién del sistema (OUVW), en funcién de s.

En primer lugar, hay que obtener la matriz del citado cambio de coordenadas. Si se
hace coincidir el eje OW con el eje s, su correspondiente vector unitario sera:

S
k=i +2j +=2k [5.36]
S h) h)

Donde:

§=st+s}+s? [5.37]

El eje OU puede elegirse de forma que esté contenido en el plano OXY, estando dada
su direccion por el siguiente producto vectorial:

i j, k.
koansk,=10 0 1|=-si +s.j, [5.38]
S8, S,
Normalizando:
. =S, . Sy .
i, = —>i +—, [5.39]
s S,
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Con

+5; [5.40]

z
1
Jo=k,ni,=|5s s, s, = [5.41]
- xy
s, s, 0
Operando,
s.S 5.8 s
. xPz . yz = xy
jomo Sy 5% Sy g [5.42]
S Sy S Sy S
Por tanto, la matriz de cambio de coordenadas, segtin [5.7] resulta:
B L P
w S Sy S
S S8 s
IR=| = -2z 2 [5.43]
Sy S Sy, S
0 Sy 82
s s

Y la ecuacion que establece el cambio de coordenadas entre el sistema fijo y el siste-
ma 3 es:

Ir=IR7r [5.44]

A continuacion, se gira el objeto referido al sistema 3 un angulo 8 alrededor del eje
coordenado OW:

3 =Ry [5.45]

Finalmente, las coordenadas 3¢’ del punto P vuelven a referirse al sistema fijo median-
te el cambio de coordenadas:

Ir =R [5.46]

De [5.44], [5.45] y [5.46] se obtiene:

'M=IR R,y {RT 'r [5.47]
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Por lo que, teniendo en cuenta la tercera interpretacion de la matriz de rotacion (giro
de un vector, p. 291), se deduce:

Rﬁ,s = %R R/s,w %RT [5.48]

5.3.4. Angulos de Euler

Los angulos de Euler ¢, 6, v constituyen un conjunto completo de coordenadas generali-
zadas que definen la orientacion de un cuerpo. En realidad, es una composicion de rotaciones
basicas alrededor de los ejes coordenados. La mas conocida es la denominada WVW (figura
5.15) consistente en la siguiente secuencia: giro de un angulo ¢ alrededor del eje OW (R, ),
giro de un dngulo 6 alrededor del eje local OV (R, y, por ultimo, una rotacion de un angulo
Y alrededor del eje local OW (R, ). Puesto que los sistemas (OXYZ), y (OUVW), son coin-
cidentes al inicio, la primera rotacion da igual definirla respecto del eje local OW (R ¢’W) que
respecto del eje global OZ (R, ;). La matriz de rotacion resultante es:

cpclhcy —spsy —cpcOsypy—spcy c¢pso
SR =Rypu wm = RouwRoyRyu =|spcOcy+chpsy —spcOsyp+chpcy sgso|[5.49]
—sOcy sO sy cl

Dada la dualidad existente entre las rotaciones respecto de los ejes fijos y las rotacio-
nes respecto de los ejes moviles, la matriz de rotacion de los dngulos de Euler WVW equi-
vale a la siguiente secuencia: giro de un angulo v alrededor del eje Z, giro de un angulo 0
alrededor del eje Y, y giro de un angulo ¢ alrededor del eje Z.

Z=W=W

FIGURA 5.15. Secuencia de rotacién euleriana WVW.
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5.3.5. Relacién entre la matriz de rotacién y los restantes métodos
de orientacién espacial

A continuacién se van a obtener las relaciones de paso (directas e inversas) entre la
matriz de rotacion:

U x Wy
R =|u y v y w v
u, v, w,

Y los siguientes métodos de orientacion espacial anteriormente vistos.

1. Composicion de rotaciones XYZ respecto del sistema fijo. Para obtener la relacion
directa basta con igualar, término a término, la matriz de rotacion y la matriz [5.20] resul-
tando:

u, = costl cosp [5.50]

v, = cos fsen @ sen a - sen 6 cos o [5.51]
w_=cos 6 sen @ cos o + sen 6 sen a [5.52]
u,=sen Ocos @ [5.53]

v, = sen 0 sen @ sen o + cos 6 cos o [5.54]
w, = sen 6 sen @ cos o — cos O sen o [5.55]
u,=—sen @ [5.56]

V,=CoSs @ sen a [5.57]

W, = C0S ¢ Cos a [5.58]

La relacién inversa se obtiene despejando a, ¢ y 0 en funcién de los términos de la
matriz de rotacion. Obsérvese que ahora se tiene un sistema de nueve ecuaciones con tres
incognitas; es, por tanto, un sistema redundante pero compatible.

De la ecuacidn [5.56] resulta:

seng = -, [5.59]

De las ecuaciones [5.50] y [5.53] se obtiene:

u}’
g0 = > [5.60]

X

Por ultimo, dividiendo [5.57] entre [5.58] queda:

tga = Yz 1
ga="—" [5.61]

z
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Las ecuaciones [5.59], [5.60] y [5.61] dan lugar a multiples soluciones, de las cuales
solo algunas son compatibles con las restantes ecuaciones del sistema: [5.51], [5.52],
[5.54] y [5.55]. Ademas, pueden producirse indeterminaciones (p. ¢j., u, = u, = 0 en la
ecuacion [5.60]) en cuyo caso habra que buscar ecuaciones alternativas entre las ecuacio-
nes no utilizadas.

2. Eje y angulo de rotacion. La relacién directa se obtiene igualando los términos de
la matriz de rotacién a los términos resultantes del producto de matrices [5.31] o también
a los términos resultantes del producto de matrices [5.48]. Téngase en cuenta que la espe-
cificacion de s requiere sélo dos parametros, los que definen su direccidn, ya que dicho
vector suele expresarse normalizado:

st+s;+si=1 [5.62]

Teniendo en cuenta esta relacion, los términos de la matriz de rotacion resultan ser:

u = s2(1 - cosp) + cosf3 [5.63]
u,=s.s, (I -cosp)+s, senfs [5.64]
u,=s.s_(1-cosp) - S, senf3 [5.65]
v,=s.5, (1-cosp)-s, senf [5.66]

v,=s; (1 - cosp) + cosf [5.67]
v,=s,s, (1 -cosp)+s, senf [5.68]
w. =55 (1 -cosp)+ s, senf3 [5.69]
w,=s,s, (1 -cosp) —s, senf [5.70]

w_=s2(1 — cosp) + cosf [5.71]

La relacion inversa consiste en expresar el angulo 'y las componentes del vector s en fun-
cién de los términos de R. Para ello, sumando las ecuaciones [5.63], [5.67] y [5.71] resulta:

u.+v, +w, -1 [5.72]

cosf =
p 2

Restando las ecuaciones [5.68] y [5.70] queda:

v, - w
s, = - [5.73]
2sen f
Restando las ecuaciones [5.69] y [5.65] se obtiene:
Wy — U,
= [5.74]

S =
7 2senpf
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Restando las ecuaciones [5.64] y [5.66] resulta:

U, =V,
S =
° 2senp

[5.75]

Esta relacion inversa también puede obtenerse, haciendo uso del concepto de valor y vec-
tor propio. En efecto, si se aplica la matriz de rotacion al propio eje s, resulta el mismo:

Rs=s [5.76]
Asi pues, si se resuelve el problema de valores y vectores propios siguiente:

Rs=1s [5.77]

Uno de los valores propios debe de ser la unidad (A = 1) y su correspondiente vector
propio, el eje de rotacion s.

3. Angulos de Euler. La relacion directa se obtiene igualando término a término, la
matriz de rotacion a la matriz [5.49]:

u, = cos ¢ cos 0 cosy — sen ¢ seny [5.78]
u,=sen ¢ cos 6 cosy + cos ¢ seny [5.79]
u, = - sen 6 cosy [5.80]
v_=—cos ¢) cos O seny — sen ¢ cos [5.81]
v, =- sen ¢ cos O sen + cos ¢ cos Y [5.82]
v, =sen 6 seny [5.83]

w_= cos ¢ sen 0 [5.84]

w, = sen ¢ sen 6 [5.85]

w,_=cos 0 [5.86]

La relacion inversa se obtiene despejando ¢, 6, 1 en funcidon de los términos de la
matriz de rotacion. El procedimiento es totalmente analogo al descrito en el punto 1:
“Composicion de rotaciones XYZ respecto del sistema fijo”.

5.4. Representacion de un objeto: matrices de transformacion

En este apartado se va a introducir un operador matematico capaz de expresar la loca-
lizacion de un objeto respecto de un sistema de referencia.

5.4.1. Transformaciones entre sistemas de referencia con la misma orientacién

Considérese la posicion de un punto genérico P de un objeto, definida por un vector 2r
respecto de un sistema (OUVW)), solidario a dicho objeto. Se pretende, ahora, expresar la
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posicion del punto P respecto de un sistema (OXYZ), con la misma orientacion que el sis-
tema 2 (figura 5.16). El sistema 2 difiere del sistema 1 exclusivamente en una traslacion,
la cual puede ser expresada por el vector yd que define la posicion del origen O, del siste-
ma 2 respecto del sistema 1.

\Z P

AN

~y

X

FIGURA 5.16. Transformacién entre sistemas igualmente orientados.

La posicion del punto P respecto del sistema de referencia 1 puede ser expresada
mediante la suma:

r = ld+*r [5.87]

Notese que ésta es una ecuacion general, valida para obtener las coordenadas 'z res-
pecto del sistema 1, de cualquier punto solidario al sistema 2, de coordenadas 2r respecto
al mismo; y esto es asi en virtud de que los sistemas 1 y 2 tienen la misma orientacion. De
acuerdo con la nomenclatura establecida, la ecuacion [5.87] puede ser expresada explicita-
mente:

Vx .| |n
rp=1d, r 10 [5.88]
rz dz rW

5.4.2. Transformaciones entre sistemas de referencia cualesquiera

Considérese, ahora, el caso general de un sistema de referencia moévil (OUVW), soli-
dario al objeto, cuya posicion y orientacién es distinta de la del sistema de referencia fijo
(OXYZ),. Sea jd el vector que define la posicion del origen del sistema 2 respecto del sis-
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tema 1, y JR la matriz de rotacion que define la orientacion del sistema 2 respecto del siste-
ma 1. Sean 'r y 2r los vectores que definen la posicion del punto P del objeto respecto de
los sistemas 1 y 2 respectivamente (figura 5.17):

FIGURA 5.17. Sistema de referencia 2 girado y trasladado respecto del sistema 1.

El vector 'r puede expresarse en funcién de ?r siguiendo los siguientes pasos:

1. Inicialmente, ambos sistemas de coordenadas son coincidentes.

2. A continuacion, se realiza un cambio de orientacion del sistema 2, a un sistema de
referencia auxiliar (OUVW), con la misma orientacién que 2, pero cuyo origen de
coordenadas coincide con O,. Las coordenadas del punto P del objeto respecto del
sistema fijo 1 son, ahora: R?r.

3. Se traslada el sistema de referencia auxiliar una cantidad vectorial )d hasta hacer
coincidir su origen con O,. Las nuevas coordenadas del punto P del objeto respec-
to del sistema fijo 1 son: )R?r + Jd.

Por tanto, la ecuacion matricial resultante sera:
'r= IR+ 1d [5.89]

Esta ecuacion constituye una representacion de la posicion y de la orientacion de un
sistema de referencia respecto de otro; es lo que se conoce como localizacion de un siste-
ma respecto de otro. Sin embargo, no es una representacion homogénea, ya que la rotacion
se expresa mediante un producto matricial, y la traslacion mediante una suma vectorial.
Lo deseable seria una representacion conjunta de la posicion y de la orientacion; es decir,
una representacion Unica y compacta mediante un operador matricial del tipo:

Ir =T %r [5.90]



CINEMATICA DE MECANISMOS ESPACIALES 309

Pues bien, para expresar la ecuacion [5.89] en la forma de la ecuacion [5.90], basta
con afadir la identidad, 1 = 1, a la ecuacién [5.89]:

1r=21R2r+;d
1=1

De forma que ambas constituyan un sistema de ecuaciones matriciales cuya expresion
en forma compacta es:

I >R ‘ vd 2,
- = - -1\ [5.91]
Ll ooo | 1|1
Esta matriz de dimension 4 x 4:
'R ld
'T=|? 2 5.92
4 -

Es denominada matriz de transformacion homogénea y representa la descripcion de la
localizacion del sistema de referencia 2 respecto del sistema de referencia 1. Teniendo en
cuenta exclusivamente el objetivo de este texto, la matriz de transformacion homogénea
puede considerarse una construccion matricial para expresar, tanto la rotacion como la
traslacion de un vector, mediante un unico operador matricial. En otras aplicaciones este
operador tiene una expresion mas general:

|:R3x3 d3x1:| [593]

Dix3 w

Donde R, , es una matriz de rotacion, d; , es un vector de traslacion, p, , es una sub-
matriz que representa una transformacion de perspectiva, y w es un factor de escala. Aho-
ra, las posiciones o puntos deben ser expresados en coordenadas homogéneas, cuya rela-
cion con las coordenadas tridimensionales cartesianas es:

X rw
r= - :y:: [5.94]
w w

Donde se observa que los vectores de coordenadas homogéneas son de dimension 4.
Para los objetivos de este texto solo interesan R, , y d, ,, adoptando:
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Pis=[000]w=1 [5.95]

Finalmente, al igual que la matriz de rotacion, la matriz de transformacion homogénea
puede interpretarse como:

1. La representacion de la localizacion de un sistema de referencia (OUVW), respec-
to de otro (OXYZ),:
R d
1
) T - |:2 2 :|

0 1

2. Un cambio de coordenadas entre los sistemas de referencia (OUVW), y (OXYZ),:

r, 7,

h

yE=dT [5.96]
" r,

I ]

3. La rotacion y traslacion de un vector @ que se transforma en otro a’, estando ambos
referenciados respecto del mismo sistema (OXYZ). En efecto, sea a un vector defini-
do por las posiciones de los puptos: final ¥ (r,, r,, r,, 1) yorigenp (p.. p,. p,. 1.
Los correspondientes puntos girados y trasladados seran:

F=Tr [5.97]
p=Tp [5.98]

Restando ambas ecuaciones resulta:
rV-p=T@-p [5.99]
Es decir,
a=Ta [5.100]
Aunque resulte una obviedad, conviene indicar que la matriz de transformacion homo-
génea entre dos sistemas coincidentes es la matriz unidad de orden 4.
5.4.3. Transformaciones bésicas y composicién de las mismas
1. Traslacion. Considérese que el sistema (OUVW), se encuentra Unicamente trasla-

dado una cantidad ,d = (d_, d,, d,, 1) respecto del sistema (OXYZ),. La matriz de trans-
formacion tendra la forma:
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100 d

T, -0 104 [5.101]
00 1 d
000 1

Que es la denominada matriz homogénea bdasica de traslacion.
La expresion [5.88] de una traslacion, expresada ahora matricialmente tendra la forma:

7, 1 0 0 d.|r, r,+d,

nl_|0 1 0 4 r,+d, [5.102]
7, 0 0 1 4l r,+d,

1 00 0 1][1 1

Este producto matricial posee todas las caracteristicas de la traslacion.

En efecto, apliquese de nuevo una traslacion T, sobre el sistema (OUVW)),. Para ello,
se considerard un sistema de referencia auxiliar (OU’V’W?’),. con igual localizacion que el
sistema 1. Las coordenadas del sistema 2 referidas a este sistema auxiliar 2’ seran:

h
-

V=T [5.103]
7,
1

La aplicacion de la nueva traslacion T, al sistema auxiliar 2’ dard lugar a las nuevas
coordenadas del sistema mdvil (OUVW), respecto del sistema fijo 1:

- ]l (1o o @ +d)]fr
' 01 0 (I, +d)||r

Tl "= y TN

I 3 14a . 00 1 (L+d)||r, [5.104]
1 1 0 0 O 1 1

Donde, como puede verse, el producto T, T, es otra matriz T,, , con la estructura de
una matriz basica de traslacion.

Por otro lado, la matriz bésica de traslacion T, es claramente regular, siendo muy sen-
cillo comprobar que su inversa es:

1 00 -d

S 101 0 -4

T, = =T 5.105

“ oo 1 —a| [5-105]
000 1
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Del mismo modo, pueden comprobarse otras propiedades de la traslaciéon como son
las propiedades conmutativa, asociativa, etc.

2. Rotacion. Considérese ahora que el sistema movil (OUVW), tiene el mismo origen
de coordenadas, pero distinta orientacion que el sistema de referencia fijo (OXYZ),. De
acuerdo con [5.92] y [5.9], la matriz de transformacion homogénea tendra la forma:

u, v, w, 0

O [5.106]
u, v, w, 0
0 0 0 1

Igual que para la matriz de rotacion, se pueden definir las siguientes matrices homo-
géneas basicas de rotacion, alrededor de los ejes fijos OX, OY y OZ, respectivamente:

1 0 0 0
T B 0 cosa —-senca 0
X~ 10 senax cosa 0 [5.107]

0 0 0 1

[ cosg 0 seng 0
T . _| 0 100

»Y | —seng 0 cosg 0 [5.108]
0 0 0 1

[cos® —senB 0 0

T _|sen6 cos6 00 5109
%=1 0 0 10 [5.109]

0 0 01

Todo lo indicado en aquel apartado sobre las matrices de rotacion es de total aplica-
cion para este tipo particular de matrices de transformacion homogéneas.

3. Traslacion y rotacion conjuntas. Como se ha indicado anteriormente, la principal
ventaja de la matriz de transformacion es su capacidad de representar conjuntamente la
posicion (mediante el vector Jd) y la orientacion (mediante la matriz JR) de un sistema
movil (OUVW), respecto de otro fijo (OXYZ),:

ux vx Wx dx
1 1
R la u, v, w, d
e N [5.110]
000 1
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Las transformaciones de rotacion y traslacion son operaciones no conmutativas entre
si por lo que habra que tener en cuenta el orden de realizacion de las mismas. Considére-
se, a modo de ejemplo, una rotacion alrededor del eje fijo OX seguida de una traslacion
respecto del sistema fijo (OXYZ). Teniendo en cuenta que dichas transformaciones se van
a realizar respecto del sistema de referencia fijo, la matriz de transformacion de rotacion
debera ser premultiplicada por la de traslacion:

100d.|[1 o 0 0 1 0 0 d,

T.T < < 0104d,||0cosa —-sena 0 _ 0 cosa -sena d,

¢7eX 10 01 4| |0 sena cosa 0| |0 sena cosa d, [5.111]
000 1|0 0 0 1] Jo o 0 1

Si se considera ahora el caso contrario, es decir, una traslacion seguida de una rotacion res-
pecto del sistema fijo (OXYZ) con idénticos valores que en el caso anterior, se obtendra:

1o o olll0O0d, 1 0 0 d,
0 ca -sa 00104, 0 ca -sa d.ca-dsa
Tox B =g 0 = ’ [5.112]
sa ca 001 4, 0 sa ca dsa+dca
00 0 Iflooo 1| [0 0 o 1

Como puede observarse, el resultado es distinto.

Ejemplo de aplicacion 5.2. Aplicar las transformaciones anteriores [5.111] y [5.112],
particularizadas para a = 90° y d(0, 0, 1), sobre un punto P de coordenadas (0, 0, 1)
y sobre un vector a = OP .

Procediendo segtin la transformacién [5.111] se obtiene:

1 0 0 0|0 0

" 00 -1 0[|0 1

r =Td T‘)O",Xr= 0 1 0 1 _1 = 1 [5113]
00 0 1]|1 1
1 0 0 0|0 0

" 00 -1 0[O0 1

@ =T Toexa=1o 1 o 1[1-1{"10 [5.114]
00 O 1110 0

Noétese que, a diferencia de las posiciones de puntos, la cuarta coordenada de un vector
es nula, ya que un vector representa una direccion, un punto impropio o punto del infinito
(w = 0). Puede parecer también que exista una cierta ambigiiedad al asimilar las coordenadas
del punto P a las del vector r cuyo extremo-origen es siempre el origen de coordenadas. Sin
embargo, si la cuarta coordenada es un 1, indefectiblemente se estara tratando con una posi-
cion (con un punto), independientemente de que se refiera al mismo como r o P.
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Graficamente (figura 5.18), las transformaciones [5.113] y [5.114] resultan ser:

Z=w=v =y
W o" a'  P"0,1,1)
b )
d ’
w O a Y=v
/ a
UH
m P(0,0,-1)
X=U0=U

FIGURA 5.18. Transformaciones [5.113] y [5.114].

Procediendo segtin la transformacién [5.112] se obtiene:

"

r' = T90°,x T, r=

"

La representacion grafica (figura 5.19) de estas transformaciones es:

a"=Tyx T,a=

100 0]fo] (o
00 -1 -1jo[_]Jo
01 0 0[]-1{"10
000 1[||1] |1
100 0]fo] (o
00 -1 -1/Jo[_]1
01 0 0[}-1["]0
00 0 1{|o] [0

V” A Z7=W= W
V'
) wl|la
W OH YE V
a” 0 EPH
U a
@ P
v X=U

FIGURA 5.19. Transformaciones [5.115] y [5.116].

[5.115]

[5.116]
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De los resultados [5.113], [5.114], [5.115] y [5.116], asi como de las figuras 5.18
y 5.19 pueden extraerse las siguientes conclusiones:

1.

2.

5.4.4.

Como se habia anticipado, las posiciones de P(0, 0, -1, 1) después de las transfor-
maciones en uno y otro caso son distintas.

Igualmente, la posicion del sistema de referencia (OU”V”W?”) es diferente en
ambos casos.

. Sin embargo, la orientacion del sistema (OU”V”W?”) es idéntica después de las dos

transformaciones, como se puede observar en [5.111] y [5.112]. Esto es debido a
que ambas transformaciones incluyen la misma matriz basica de rotacion.

. Por la misma razén, los vectores a’’ quedan igualmente orientados al final de

ambas transformaciones.

Composicién de matrices de transformacién

Como se ha visto, las matrices de transformacion pueden componerse dando lugar a
otras matrices compuestas que acumulan todas las transformaciones realizadas. A conti-
nuacion se indican resumidamente las reglas para determinar una matriz de transforma-
cion compuesta:

1.

Si las transformaciones aplicadas sobre el sistema moévil (OUVW) se refieren al
sistema fijo (OXYZ), entonces las matrices que representan las sucesivas transfor-
maciones se van premultiplicando.

Si las transformaciones aplicadas sobre el sistema mévil (OUVW) se refieren al
mismo, entonces las matrices que representan las sucesivas transformaciones se
van postmultiplicando.

. Al igual que en la composicion de rotaciones, cualquier producto de matrices de

transformacion puede interpretarse como una secuencia de transformaciones reali-
zadas sobre el sistema de referencia fijo o como una secuencia de transformacio-
nes realizadas sobre el sistema de referencia movil.

A continuacion se visualizara la regla 2, que es la mas utilizada. En la figura 5.20
estan representados dos sistemas de referencia moviles y uno fijo: (OUVW),, referido a
(OUVW),, y (OUVW),, referido al sistema fijo (OXYZ),.

Figura 5.20. Composicion de transformaciones en coordenadas locales.
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Se desea obtener la relacion entre las coordenadas 'r y 3r que definen la posicion de
un punto P con respecto a los sistemas 1 y 3 respectivamente. Para ello, 2r puede expresar-
se en funcion de 3r de la siguiente manera:

2r=3T [5.117]
A su vez, 'r en funcion de 2r:
Ir=1T 2r [5.118]
Combinando [5.117] y [5.118]:
=TT r [5.119]

Por tanto, la matriz de transformacién que define directamente la localizacion del sis-
tema 3 respecto del 1 sera:

[5.120]

1T=1T2T=[;R ;dﬂzR ;dH;RzR R+l
3 2 3

0 1]0 1 0 1

5.4.5. Transformacién inversa

Sea )T la matriz de transformacion que define la localizacion del sistema de referen-
cia 2 respecto del sistema 1. A veces, es interesante invertir dicha matriz con el objeto de
obtener la localizacién del sistema de referencia 1 respecto de 2.

En efecto:

=T r=(D) T k=0T [5.121]

>

Es decir,

T=(T) [5.122]

Por otro lado, ;T que en su forma general se expresa segun [5.110], puede representar-
se mediante la composicion de una traslacion seguida de una rotacion, ambas referidas al
sistema movil, o al revés si se refieren al sistema fijo:

1T=2'R M| [T 2d|[;R 0
1o 1] lo 1o 1 [5.123]
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Invirtiendo esta matriz:

) 'R o'[1 la]’
(ZT)’=§T=[20 U o 21 [5.124]
Teniendo en cuenta la ecuacién [5.105] resulta:
2p [GRYO|[T —3d]_[R 0][1 —d]_[LRT -)R".d
! 0 1jlo 1 0o 1j0o 1 0 1 [5.125]

Como puede verse, queda en funcion de las submatrices de T.

5.4.6. Ecuaciones de transformacién

Supdngase una situacion como la representada en la figura 5.21 en que hay varios sis-
temas de referencia, cada uno de ellos localizado respecto de otro. Precisamente, el senti-
do de cada vector apuntando de un origen a otro es lo que define qué sistema esté referido
respecto de cudl. Asi, por ejemplo, el sistema 3 esta referido tanto a 2 como a 4.

FIGURA 5.21. Composicién de transformaciones en lazo cerrado.

De acuerdo con esto, la localizacion del sistema de referencia 3 puede ser expresada
respecto del sistema fijo 1, mediante las dos siguientes composiciones de matrices de
transformacion:

IT=,T4T [5.126]
T

=3T3T [5.127]
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Igualando ambas ecuaciones se obtiene la ecuacion de transformacion, que define el
lazo establecido entre dichos sistemas de referencia:

JT4T = LT 2T [5.128]

Cuando se desconoce alguna de las matrices de transformacion, por ejemplo 3T, dicha
ecuacion puede ser utilizada para su calculo:

T=(T)" JTIT [5.129]

Esta misma ecuacion de transformacion puede escribirse directamente, sin mas que
computar la transformacion inversa cuando durante el recorrido del lazo (figura 5.21) uno
se encuentra con un vector que apunta en sentido contrario al del recorrido. Es decir,
siguiendo reglas similares a las de la composicion de vectores.

Ejemplo de aplicacion 5.3. Un robot tiene que aplicar un punto de soldadura sobre
una pieza situada en una mesa. En figura 5.22 se indican las localizaciones conocidas.
Calcular la localizacion de la pieza respecto a la garra del robot: 9T .

FIGURA 5.22. Localizacién de una pieza respecto de la garra del robot.

De acuerdo con la regla de las ecuaciones de transformacion, la solucion es:

PT=(T) " LT;T
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5.5. Método matricial

En este apartado se va a exponer un método matricial para describir la localizacion de
todos y cada uno de los elementos que constituyen el mecanismo. Por el contrario, otros
métodos solo representan la posicion del elemento de salida o del elemento util que reali-
za la funcion objetivo. Dicho método es muy utilizado en general, pero sobre todo en los
mecanismos de cadena abierta o robots, y esta basado en la conocida notacion de Denavit-
Hartenberg.

Hasta el momento se han utilizado dos sistemas de referencia: uno global (OXYZ), y
otro local (OUVW). Se ha indicado como establecer la localizacion espacial del sistema
de referencia local respecto del global mediante las matrices de transformacién homogé-
neas. Si al elemento i — 1 del mecanismo se le asigna el sistema de referencia global, y al
elemento i el local, un punto P del elemento i puede ser expresado respecto del sistema
asignado al elemento i — 1 de la siguiente manera:

Hp = T iy [5.130]

Donde r(r,, 7, ,r, , 1) son las coordenadas del punto P respecto del sistema de refe-

rencia local (OUVW),, “Ir (r_, r,,T,, 1) son las coordenadas de P respecto del sistema de
referencia global (OXYZ),, y “!T la matriz de transformacion homogénea que define la
localizacion de (OUVW), respecto de (OXYZ), ;. Esta es la idea basica implicita en el sis-
tema de representacion propuesta por Denavit y Hartenberg (1955).

Los elementos del mecanismo son numerados correlativamente desde el elemento fijo
al que se le asigna el 0, hasta el elemento extremo si el mecanismo es un robot, o hasta el
ultimo elemento que vuelve a conectarse al fijo, si el mecanismo es de lazo cerrado. Cada
elemento del mecanismo se une a los demas mediante, al menos, dos pares cinematicos
(excepto el elemento monario de un robot). Los pares cinematicos mas utilizados son los
de rotacion (R) y los prismaticos (P). Dichos pares se caracterizan por poseer un eje; en el
primer caso, de rotacion, y en el segundo, de deslizamiento. A cada elemento 7 se le van a
asignar dos parametros. El primero de ellos, a;, es la distancia en verdadera magnitud
entre los dos ejes, i e i + 1 del elemento i. Dicha distancia es un segmento perpendicular a
ambos ejes (figura 5.23); siempre existe y es tnico, excepto cuando los ejes son paralelos,
en cuyo caso hay infinitos.

El segundo parametro, o, mide el 4ngulo entre los ejes de los pares del elemento i. Se
encuentra representado (figura 5.23) en un plano I1 paralelo al plano OXZ que contiene el
eje i + 1 y es perpendicular al segmento que define la distancia a,. Se denomina longitud
del elemento a la distancia a,, y torsion del elemento al angulo o;,. La forma en que se han
definido estos parametros hace que sean independientes de las dimensiones fisicas del ele-
mento. Asi, puede decirse que elementos de la misma longitud e igual torsién son cinema-
ticamente equivalentes.

En un par cinemdtico se conectan, al menos, dos elementos. En la figura 5.24 se
representa una parte de una cadena cinematica compuesta por pares R.
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2z L
ejei+1
ai
ejei
a.
Z d.
elemento i

FIGURA 5.24. Parémetros de elemento y de par; sistemas de referencia elementales.
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El eje i que conecta el elemento i — 1 con el i tiene dos pies de perpendiculares, O, | y
0., correspondientes a las rectas que contienen las longitudes de elemento a, , y a, respec-
tivamente. Pues bien, la distancia d, = O,_, O, (sobre el eje i) entre dichas rectas se denomi-
na distancia entre los elementos i — 1 e i, y el angulo 6, formado por las mismas, dngulo
del par. Por tanto, puede decirse que estos dos parametros definen la posicion relativa
entre dichos elementos: d; mide la distancia entre las perpendiculares segtn el eje del par,
y 6, el angulo entre las perpendiculares sobre un plano normal al eje del par. Obsérvese
que en el caso de un par prismético, los parametros d; y 6, cambian su papel. Ahora d, es la
variable del par, y 6. adopta un valor constante.

En el caso de manipuladores serie (robots), al no cerrarse la cadena, algunos de los
parametros de los elementos extremos (la base y el elemento terminal del robot) se
encuentran indefinidos. En concreto, y de acuerdo con el convenio adoptado, para un
robot de n elementos, los pardmetros que estan indefinidos son: d|, 0, a,, o, d , 0.
Dichos parametros quedaran completamente definidos al adoptar sistemas de referencia
solidarios a los elementos fijo (elemento 0) y extremo (elemento 7).

En resumen, estos cuatro parametros definen completamente la configuracion cine-
matica de cada elemento del mecanismo. Los parametros de elemento (a; y «,) definen el
elemento propiamente dicho, y los pardmetros de par (d; y 6,) definen la posicion relativa
entre elementos adyacentes. En general, cuando uno se refiere a los cuatro parametros
conjuntamente, lo hace como parametros del elemento.

Toda la descripcion hecha hasta ahora ha sido pensada para pares cinematicos de clase I
(1 grado de libertad), en concreto pares R y P. Para un par cinematico de clase II como el
par cilindrico C, la adaptacion es tan facil como considerar tanto a d, como a 6, variables
del par cinematico. Finalmente, un par que permita m grados de libertad puede ser modeli-
zado mediante m pares de 1 grado de libertad (R o P) conectados mediante elementos de
longitud nula. Por tanto, bastaria con aplicar la misma metodologia.

5.5.1. Sistemas de referencia asociados a elementos

Para representar la localizacion de cada elemento respecto de su adyacente anterior, va
a asociarse a cada elemento un sistema de referencia. La numeracion de estos sistemas de
referencia se corresponde con la numeracion de los elementos previamente establecida. La
convencion adoptada para situar los ejes coordenados de cada sistema local es la siguiente
(figura 5.24):

1. Se hace coincidir el eje Z, con el eje del par i + 1. El origen de coordenadas O, se
situa sobre el eje i + 1 en el pie de la perpendicular que contiene a a,. En el caso de
que los ejes i e i + 1 sean paralelos, el origen de coordenadas se aconseja tomarlo
en un punto del eje i + 1 que anule el parametro d.. Hay que indicar que el sentido
del eje Z; no esta definido, por lo que tendra que hacerlo el usuario.

2. El eje X, coincide con la recta que contiene el segmento 0.0,, es decir, la longitud
a, del elemento i, y se encuentra orientado segun el sentido de Q;a O,. Sia, =0, O,



322  CINEMATICA DE MECANISMOS. ANALISIS Y DISENO

y O, coinciden y el eje X; es perpendicular al plano que contiene a Z | y Z.. En este
caso, el sentido positivo del eje X; se encuentra indefinido, por lo cual queda a la
libre eleccion del usuario cualquiera de los dos posibles.

3. Eleje ¥, se elige de forma que el sistema de referencia (OXYZ), sea positivo (dex-
trogiro).

De nuevo, en el caso de los manipuladores serie hay que hacer algunas puntualizacio-
nes en la eleccidn de los sistemas de referencia solidarios a los elementos extremos. Pues-
to que el sistema asociado al elemento fijo (0) es inmovil, puede adoptarse como sistema
de referencia global para describir la localizacion del resto de los elementos del mecanis-
mo. De acuerdo con la convencion anteriormente adoptada, el eje Z; se encontrard a lo lar-
go del eje del par cinematico 1. Su correspondiente origen de coordenadas podra situarse
en cualquier punto del eje 1; no obstante, su eleccion obedecera preferentemente a la sim-
plificacion de datos, es decir, a anular aquellos parametros del elemento en la medida que
sea posible. Existe una mayor incertidumbre a la hora de situar el sistema de referencia
n-ésimo, ya que no existe un par n + 1 para situar el eje Z . De nuevo su localizacion obe-
dece a la simplificacion de datos, por lo que el eje Z, suele hacerse coincidir con Z |,
colocando su origen en cualquier punto del elemento terminal.

En resumen, los parametros de un elemento pueden redefinirse (coherentemente con
lo ya indicado) de nuevo, apoyandose en los sistemas de referencia elementales adoptados.
Asi, pues:

0, es el angulo formado por los ejes X, | y X, de X, a X, en sentido antihorario
y desde el sentido positivo de Z_ .

d. es la distancia entre los ejes X, | y X; medida a lo largo del eje Z_ ;.

— a, es la distancia entre los ejes Z, | y Z medida a lo largo del eje X.. Obsérvese que
tal como esta definida, a, = 0.

o, es el angulo formado por los ejes Z., y Z, de Z, a Z, en sentido antihorario
y desde el sentido positivo de X..

Y el resumen del procedimiento de asignacion de los sistemas de referencia es el
siguiente:

[am—

. Identificar los ejes de los pares cinematicos.

2. Colocar sobre el eje de cada pari el eje Z, ;.

3. Calcular las rectas que contienen las minimas distancias entre los ejes de los pares,
y los puntos de interseccion entre unas y otros.

4. Asignar X, a la perpendicular comun a los ejes Z, , y Z, dando el sentido positivo
dei-1lai SiZ yZ secortan, X, serd la recta que pasando por el punto de corte
es perpendicular al plano que contiene a Z,, y Z,. En este caso, el sentido no esta
definido por lo que debera elegirse.

5. Elegir el eje Y, de modo que se defina un sistema de referencia positivo.

6. Situar, si fuera posible, Z alineado con Z .
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Ejemplo de aplicacion 5.4. Sea el mecanismo de un grado de libertad (figura 5.25) ya
analizado en el capitulo 3. Aplicarle la notacién de Denavit-Hartenberg obteniendo los sis-

temas de referencia elementales, asi como el valor de los parametros de sus elementos
y de sus pares cinematicos.

FIGURA 5.25. Cuadrilatero RRRP.

Los pasos a seguir son: numeracion de los elementos, numeracion de los ejes, situar

los ejes Z, y situar los ejes X,. Dichos pasos se representan en la figura 5.26 y son explica-
dos en la tabla de la figura 5.27.

Eje 3
Z, (saliente)

Z, (saliente)

Z, (saliente) X,

FIGURA 5.26. Sistemas de referencia elementales.

Obsérvese que después de numerar el elemento 3, como el siguiente adyacente es el
elemento fijo, en vez de asignarle el 4 se le asigna el 0. Sin embargo, al ser el mecanismo

de cadena cerrada, el elemento fijo no se diferencia del resto en cuanto a la sistematica de
Denavit-Hartenberg.
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02= 0
6= 6+270° d=s
d1= 0 a=0
a=0 a=270°
a=90°
2 - o s

di=0 y

02 3— a=d
a=r a=0
asz= 0

FIGURA 5.27. Pardmetros de los elementos del mecanismo.

Ejemplo de aplicacion 5.5. Sea el brazo Stanford, robot serie de 6 gdl representa-
do en la figura 5.28; establecer los sistemas de referencia de elemento siguiendo la
notacion de Denavit-Hartenberg. Obtener, asimismo, el valor de los parametros de los

elementos y de los pares.

FIGURA 5.28. Numeracién de los elementos y pares del robot Stanford.
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Una vez numerados los elementos y los pares cinematicos (figura 5.28) se van a loca-
lizar los sistemas de referencia (figura 5.29) segun el convenio de Denavit-Hartenberg
(en adelante D-H). Dada la particularidad posicional de alguno de los ejes del robot es
necesario realizar las siguientes observaciones:

— Los sentidos de los ejes Z, se eligen arbitrariamente.

— O, debe estar sobre el eje 1; se hara coincidir con O, asi d,= 0.

— O, esté indefinido segun D-H dado que Z, y Z, son coincidentes. Por simplicidad se
tomara coincidente con O,. Obsérvese que la distancia 0,0, considerada como
variable es el grado de libertad del par prismatico.

— En cuanto a la garra, segiin D-H la direccion de Z; se hace coincidir con Z;. Tam-
bién pudiera hacerse coincidir O, con O, con lo que d seria nulo; sin embargo, en
este caso sera colocado en un punto de la garra.

— Puesto que Z, y Z, se cortan, el sentido de X, se toma arbitrariamente.

— Igual ocurre con X,

— Puesto que Z, y Z, coinciden, X, es elegido (p. €j., paralelo a X;).

— Como Z, 'y Z, se cortan, el sentido de X, se elige; en este caso se hace coincidir con X;.

— Igual razonamiento para X

— X, se elige paralelo a X..

— Finalmente, como X, puede elegirse arbitrariamente, se hace coincidir con X;.

Eje 3

-

I
I
I Eje1

FIGURA 5.29. Sistemas de referencia elementales en el robot Stanford.

Por claridad, en la figura 5.29 se han omitido los ejes Y.
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En la tabla de la figura 5.30 se representan los sistemas de referencia dos a dos para

facilitar la obtencién de los parametros de elemento, cuyos valores se adjuntan al lado de
cada figura.

6,= 6, (variable)

6= 0, (variable)
d2= e

a= 0

a=90°

03= 0
ds= s (variable)
ay= 0
= 0

6s= 05 (variable)
d5= 0

as= 0

as=270°

FIGURA 5.30. Pardmetros de los elementos del mecanismo.
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5.5.2. Matrices de transformacién elementales

Una vez establecidos los sistemas de referencia elementales, se trata ahora de obtener
la matriz de transformacién homogénea "'T que relaciona el sistema de coordenadas
(OXYZ), con el sistema de coordenadas (OXYZ), ,. Obsérvese (figura 5.31) que un siste-
ma de referencia movil (OUVW), inicialmente coincidente con (OXYZ), |, puede llevarse
a coincidir con (OXYZ), a través de la siguiente secuencia de movimientos:

Rotacion alrededor de W, coincidente con Z, ; en esta posicion, del angulo 6.
Traslacion segun el eje W de la distancia d..
Traslacion segtin el eje U de la distancia a,.
Rotacion alrededor del eje U del angulo o,

Rl et

FIGURA 5.31. Secuencia de transformaciones bésicas entre dos sistemas ie i— 1.
Teniendo en cuenta que las cuatro anteriores transformaciones basicas se han realiza-

do respecto del sistema de referencia mévil (OUVW), la matriz “'T se obtendra postmul-
tiplicando las correspondientes matrices homogéneas basicas:

TT=T, wTwT,uTu [5.131]

Como puede observarse, esta matriz depende de los parametros del elemento i. A las
distintas matrices de este tipo que definen la localizacion entre elementos adyacentes se
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las denomina matrices de transformacion elementales. Recordando las expresiones de las
matrices homogéneas basicas de traslacion y rotacion, la matriz [5.131] puede expresarse
de la siguiente manera:

cd, -s6, 0 0|1 0 O Of|L O O 4|1l O 0 0
i1 s, c6, 0 0|0 1T O O((0 1 O Of|0 ca;, -sa; O
iT= [5.132]
0 0 1 0[]0 0 1 40 01 0|0 sa; coa; O
0 0 0 1J|0 0 0 1]{0 OO 1][0 O 0 1
Resultando:
cd, —sOca; sOsa; acH,
ST - sO, cOca; -cOsa; aso, [5.133]
0 sa; ca; d;
0 0 0 1

Donde o, a,, d, son constantes, mientras que 6, es la variable del par de rotacion i.
Como se indicod anteriormente, la notacion de Denavit-Hartenberg es aplicable a otros
tipos de pares cinematicos sin mas que tener en cuenta sus correspondientes particularida-
des. En cualquier caso, la notacién de Denavit-Hartenberg es una forma sistematica con-
creta de operar con sistemas de referencia solidarios a los distintos elementos de un meca-
nismo. Ello no impide que puedan utilizarse otras metodologias, o incluso compaginarlas
dependiendo de las caracteristicas del mecanismo a analizar. Lo verdaderamente impor-
tante radica en la idea del paso de un sistema de referencia a otro mediante matrices de
transformacion homogéneas.

Continuacion del ejemplo de aplicacion 5.4. Obtener las matrices de transformacion
elementales correspondientes al cuadrilatero plano RRRP del ejemplo de aplicacion 5.4.

De acuerdo con la tabla de la figura 5.27, en este ejemplo hay cuatro sistemas de refe-
rencia elementales; sus correspondientes matrices de transformacion elementales se
obtendran directamente mediante [5.133]:

c(0+270°%) —s(6+270°) c90° s(6+270°)s90° 0-cH, s 0 -c6 0
o _ [S(6+270°)  ¢(8+270°) c90°  ~c(8+270°) 590° 0-56,| _ [-cO 0 -5 0
: 0 $90° c90° 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0O 0 0 1
c0® -s0°c270° s0°s270° 0-c0° 1 0 00
1 s0° ¢c0°c270° —-c0°s270° 0-s0° 00 10
T= =
2Tlo 2700 270° s | 0 -1 0 s [5-134]
0 0 0 1 0 0 01
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ch; -s0,c0° s60,50° rcOy| |cO; -sO; 0 rco,
2 sO;  cO,c0°  —cO50° rs6 s6; c6; 0 rsO
sT=|"7 > =107 o ’ [5.135]
0 s0 c0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1

c(360° — @) -s(360° —@)c0® s(360°-@)s0° dc(360°-¢@) cp sp 0 dco
372 s(360° — @) ¢(360° —@)c0® —c(360° —@)s0° ds(360°-¢)|_|-cp cp 0 -dsp
o= =

0 s0° c0° 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
[5.136]

Continuacion del ejemplo de aplicacion 5.5. Obtener las matrices de transformacion
elementales correspondientes al robot Stanford del ejemplo 5.5.

De acuerdo con la tabla de la figura 5.30, en este ejemplo hay seis sistemas de referencia
elementales; sus correspondientes matrices de transformacion elementales se obtendran di-
rectamente mediante [5.133]:

ch, -s6,c90° s6,s90° 0-ch, - [, 0 s6, 0
o _ |6 c6,c90°  —c6;s90° 0-s6,| _|s6 O -c6 0
Pes 0 0 1o 1 o o [5.137]
0 s 90 c90 0
0 0 0 1] Lo o o 1
ch, -s6,c90° $60,590° 0-ch, 1 [e 6, 0 s6, O
1 s, ¢0,c90° —c6,590° 0-s6 s, 0 —cH, 0
T = |5Y2 2 2 2| = |5Y2 2
lo o os900 w00 e 0 1 0 e [5138
0 0 0 1] Lo o o 1
c0® -s0°c0° s0°s0° 0-c0° 1 000
27 = s0°  ¢0°c0° —c0°s0° 0-s0°|_|0 1 0 O 5139
T lo s00 o s |00 1 s [5.139]
0 0 0 1 0 0 0 1
¢, -s6,c90° s6,590° 0-cl,| |[cH, 0O sO, O
3 s, ¢0,c90° —c0,s90° 0-s6 s, 0 -cH, O
T = |50 4 4 4| =[S0 4
olo w00 00 0 0 1 o of [5140]
0 0 0 1 0 0 O 1
c; -s0;c270° s6,5270° 0-cOs| |[cO; O —sb;
. sO;  ¢c05c270°  —-cH5270° 0-sOs| _|sOs O  cbs [5.141]

0 $270° c270° 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0

- o O O
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¢y -s0,c0°  s0,50° 0-cOg| |cO, -sb
ST = sO; 0,0’ —cOs0° 0-sOg| _|sOs cbg

0 s0° c0° g 0 0

0 0 0 1 0 0

[5.142]

S = O O
— 0 O O

5.6. Anadlisis de posiciones en mecanismos de cadena cerrada

En este apartado se van a obtener las ecuaciones que relacionan las variables que defi-
nen la posicion de los elementos de un mecanismo de cadena cerrada. Cuando se conoce la
entrada del movimiento, dichas ecuaciones resuelven el problema de posicion directo. Por el
contrario, si es el movimiento del elemento util o de salida el que se conoce, las ecuaciones
de posicion representan entonces el problema inverso. Como se sabe, las ecuaciones de posi-
cion son, en cualquiera de las dos formas (problema directo o inverso), no lineales. Aunque
aqui sera suficiente con su obtencion, la resolucion de las mismas puede hacerse mediante
métodos analiticos y numéricos, de forma andloga a como se hizo en el capitulo 3 para
mecanismos planos. A continuacion, se van a presentar dos procedimientos para obtener las
ecuaciones de posicion en mecanismos de cadena cerrada. El primero es un método matri-
cial basado en la formulacion D-H, y el segundo es un método geométrico.

5.6.1. Ecuaciones de posicién mediante el método matricial

Considérese un mecanismo de n elementos moviles. Siguiendo el método matricial, el
problema cinematico ha sido subdividido en n + 1 subproblemas al establecer los n + 1
sistemas de referencia elementales (figura 5.32). Cada subproblema consiste en obtener la
localizacion de un sistema de referencia respecto de su previo adyacente. La solucion de
cada subproblema viene dada por su correspondiente matriz de transformacioén elemental
"IT, y la solucién del problema, por la relacion entre dichas matrices. Notese como ahora
en el espacio, el cierre de los lazos del mecanismo se establecerd mediante ecuaciones
matriciales, mientras que en capitulos precedentes se establecia mediante ecuaciones vec-
toriales.

Para un mecanismo formado exclusivamente por pares binarios, lo cual significa que
solo posee un lazo, la ecuacion matricial de cierre puede establecerse directamente
mediante la ecuacion de transformacion correspondiente a dicho lazo, como se explico en
el punto 5.4.6. La ecuacion matricial del lazo de la figura 5.32 es:

‘T-m' D! L ETYT)! [5.143]
Reordenando la ecuacion anterior resulta:

PTATIT .. 7T T =1 [5.144]
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FIGURA 5.32. Sistemas de referencia elementales en un mecanismo de cadena cerrada.

Es facil comprobar que a esta ecuacion también se llega mediante la composicion de
matrices de transformacion siguiente:

=T 'r; Wr=3T°r; . "r=yT [5.145]

Encadenando dichas relaciones se obtiene:
o =TT IT .. "ITJT °F [5.146]

Ecuacién que se corresponde con [5.144].

Para mecanismos con lazos multiples, se obtiene una ecuacion matricial tipo [5.144]
para cada uno de los lazos independientes del mecanismo. El conjunto de todas ellas cons-
tituye el sistema de ecuaciones de posicion del mecanismo.

Finalizacion del ejemplo de aplicacion 5.4. Obtener las ecuaciones de posicion del
cuadrilatero plano RRRP del ejemplo 5.4.

Hasta el momento se han obtenido los valores de los parametros de cada elemento
(tabla de la figura 5.27), asi como sus correspondientes matrices de transformacion ele-
mentales: [5.133]-[5.136]. La ecuacion de transformacion correspondiente al lazo cerrado
del mecanismo, segun [5.144], sera:

OT LT 2T 3T =1 [5.147]
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Sustituyendo por sus valores:

s 0 —cO O||1 0 0 0]fcOH; -sO; 0 rcO;||cp sp 0 dco 100O0
-0 0 -s6 0|10 0 1 Of|sO; cO; 0 rsOy||-s¢ cp 0 -dsp|_|0 1 00
0 1 0 0|0 -10s{|O O 1 O 0 01 o0 0010
0 0 0 1J0 001)fO 0 O 1 ({0 0 0 1 0001
[5.148]
Operando y reordenando términos resulta:

s(0+0;-¢) c(0+0;-¢) 0 ds(0+0;,-@)+rs(0+0;)—scl 1000
—0(0+60,-¢) s(0+0;-¢) 0 -dc(60+0,-¢)-rc(@+60;,)-ss6|_|0 1 0 0
0 0 1 0 0010

0 0 0 1 0001
[5.149]

De acuerdo con la figura 5.25 y los graficos de la tabla de la figura 5.27, puede esta-
blecerse la siguiente relacion angular:

0+ 6,— @=90° [5.150]

Por tanto, la ecuacidon matricial [5.149] queda:

1 0 0 d+rsen(p+90)-scosf 1 0 00O
0 1 0 -rcos(p+90)-ssen6 |_(0 1 0 0 [5.151]
0 0 1 0 00 10
0 0 0 1 0 0 01
Dejando aparte las identidades, las ecuaciones resultantes son:
d+rcosp—scosf =0 [5.152]
rseng —ssenf =0 [5.153]

Que son precisamente las ecuaciones algebraicas correspondientes al unico lazo del
mecanismo RRRP, y que ya se obtuvieron en el capitulo 3 como ecuaciones [3.66] y [3.67].

Evidentemente, no tiene logica resolver un problema plano tan sencillo como éste,
mediante un método matricial concebido para analizar mecanismos espaciales. Se ha
hecho, en primer lugar, por una razén didactica, ya que el método es mas facilmente com-
prensible al aplicarlo a un mecanismo sencillo; en segundo lugar, para reflejar que este
método es particularizable al caso plano.

Ejemplo de aplicacion 5.6. Aplicar el método matricial a un mecanismo espacial muy
utilizado en la industria: la junta Cardan (figura 5.33). Como ya se ha indicado, se trata de
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un mecanismo esférico caracterizado porque todos los ejes de los pares de rotacidn se cor-
tan en el centro de las superficies esféricas. Asimismo, se verifican las siguientes condi-
ciones geométricas: Eje 1 L Eje 2; Eje 2 L Eje 3; Eje 3 L Eje 0; y = ang(Eje 0, Eje 1).
En la posicion de la figura 5.33, los ejes 0, 1 y 3 estan en un plano.

:Eje2

“Eje3
FIGURA 5.33. Junta Cardan.

Se trata de obtener las diferentes relaciones entre la rotacion del eje 1 y las rotaciones
de los restantes ejes.

En la figura 5.34 se han representado los sistemas de referencia elementales, basando-
se en la notacién D-H.

FIGURA 5.34. Sistemas de referencia elementales (se han omitido los ejes Y)).

De acuerdo con el método matricial, los parametros de cada elemento, asi como las
correspondientes matrices de transformacion elementales de paso entre cada pareja de sis-
temas de referencia resultan ser (figuras 5.35 y 5.36):
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6, variable; d, = 0; a, = 0; o, = 270°

cf, -s6,c270° s6s270° 0| [c6 0 -s6 0
o= s6, ¢6,c270° -c;s270° 0|_ s6 0 c6 0 [5.154]
0 s270° c270° 0 0o -1 0 0
0 0 0 1 0 0 o0 1
6, variable; d, = 0; a,= 0; a,= 90°
ch, -s6,c90° 6,s90° 0| [cf, 0 s6, O
s6, ¢0,c90° -c0,s90° 0| |sf, 0 —c6, 0
2|T _| 5% 2 25 B 2 [5.155]
0 s90° c90° 0 01 0 0
0 0 0 1 00 0 1
FIGURA 5.35. Matrices de transformacién STy JT.
0, variable; d, = 0; a,= 0; a,=90°
c, 0 s6, 0
2|86 0 =6 0 [5.156]
o1 0 0
0 0 0 1
6, variable; d, = 0; a,= 0; @,=360° -
cl, -s6,c(360°-a) s6,s(360°-a) O
s sf, c6,c(360°—a) —cf,s5(360°-a) 0|
on T o_ °_ - [5.157]
0 s(360° —a) c(360°-a) O

0 0 0 1

ch, sOca -sfsa 0
s, cOca chsa 0
0
1

0 -sa ca
0 0 0

FIGURA 5.36. Matrices de transformacién 3Ty 3T.
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La ecuacion de transformacion correspondiente al inico lazo de este mecanismo es:
OT \T 3T T =1 [5.158]
Ecuacion matricial que puede expresarse también:
ITIT=GT)'GT)”’ [5.159]
Teniendo en cuenta que los vectores de posicion son nulos en JT y 3T se verificara:
ITAT =G GT) [5.160]

De esta manera s6lo hay que hacer dos multiplicaciones matriciales cuyo resultado es:

cO,c0, -s0, cOs0, 0
0 1 §6,c0, c0, 50,560, 0
TLT = |5%€%2 1 159,
12 _s6, 0 6, 0 [5.161]
0 0 0 1
c0,c0, c0,s0,4 s6, O
3T 2T | —SOcacl; —sasl; —sOcasO; +sacl; cHeca 0
T T) = 3
G GT) —sOysacl; +casl; -sfsasf, —cacl; cO,sa 0 [5.162]
0 0 0 1
De donde resultan las siguientes ecuaciones algebraicas:
c0,c0, = cOcH, [5.163]
-50, = cO,s0, [5.164]
cO,s0, = s, [5.165]
s0,c0, = —sO,co cO, — sa cO, [5.166]
cO = -sGco s0; + s o cO, [5.167]
50,50, = cO,ca [5.168]
-50, = —sOysa cO; +co s0, [5.169]
0=-s0ysasO,-coco, [5.170]

cl, = cOysa [5.171]
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Dividiendo la ecuacion [5.168] entre la ecuacion [5.165] resulta:

tg 6, = cos o cotg 0, [5.172]

Que es la ecuacion que relaciona la variable de entrada 6, con la de salida 6,. Otras
relaciones interesantes se obtienen al dividir la ecuacion [5.168] entre la [5.171]:

cotgl, = tga sen 6, [5.173]
Y la ecuacion [5.171] entre la [5.173]:

cos 8; = sena cos 0, [5.174]

5.6.2. Ecuaciones de posicién mediante el método geométrico

Aunque el método de Denavit-Hartenberg es general, se complica notablemente cuando
el mecanismo posee varios lazos. En este caso, y mas concretamente si el mecanismo es un
robot paralelo, es mas conveniente emplear el método geométrico. Este es un método més
sencillo que el anterior, pero no es tan sistematico. Basicamente, consiste en obtener una
ecuacion vectorial de cierre por cada lazo independiente, de modo analogo a como se expli-
c6 en el capitulo 3 para mecanismos planos. En el caso de los robots paralelos,
se obtiene una ecuacion vectorial de cierre por cada “pata” de la plataforma. Al final de este
capitulo se presentara un ejemplo de un robot paralelo de orientacion que ilustrara este mé-
todo. Mientras tanto, se va a aplicar el método geométrico nuevamente a la junta Cardan.
De esta manera, podra establecerse una comparacion con el método matricial.

En efecto, considérese el esquema cinematico de la junta Cardan en la posicion indi-
cada en la figura 5.37, manteniendo los angulos de la notaciéon D-H:

La posicién del punto 4 comun a los elementos 1 y 2 es:

X,=0
YA =RCOS(61—.7'[) [5175]
Z,=Rsen(6, - )
La posicién del punto B comun a los elementos 2 y 3 es:
Xg=Rcos(2rx-6,) cos(o—m /2)

Yy, = Rcos(2m - 6,) sen(a - /2) [5.176]

Zy=-Rsen(2n -6,)
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oy 4

NN

\
. X
R, radio esfera %

FIGURA 5.37. Esquema cinemdtico de la junta Cardan.

Teniendo en cuenta la condicién de perpendicularidad (54)- OB = 0) que en todo ins-
tante deben mantener los ejes 2 y 3, resultara:

R? cos 6, cos 6, cosa — R? sen6, senf, =0 [5.177]

Reordenando esta ecuacion, se obtiene de nuevo la anterior ecuacion [5.172], que rela-
ciona las variables angulares de entrada (eje 1) y salida (eje 0):

cotg O, cosa = tgh,

5.7. Andlisis de posiciones en mecanismos de cadena abierta

La aplicacion del método matricial a los manipuladores serie es idéntica a la expues-
ta para los mecanismos de cadena cerrada. La particularidad estriba en el mecanismo, no
en el método. En el caso que nos ocupa, la ecuacion matricial no se cierra, con lo cual la
relacién no se establece entre las variables de los pares cinematicos, sino entre la locali-
zacion del elemento terminal del robot (elemento monario) y las variables de los pares
cinematicos.

Al igual que en los mecanismos de cadena cerrada, existen dos tipos de problemas a
resolver (figura 5.38). El primero es el problema de posicion directo, y consiste en deter-
minar la posicion y orientacion de la garra del robot con respecto a un sistema de referen-
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cia fijo, cuando se conocen los valores de las variables de los pares. El segundo es el pro-
blema de posicion inverso, que como su nombre indica, consiste en, dada la localizacion
de la garra del robot, obtener las configuraciones posibles que puede adoptar el robot.

93 P, Directo
—_—
(W)
q,
(-...>q1 u, v, w, d,
! i u, v, w, d,
P, Inverso nT= u, v, w, d,
Variables de los pares: g, . — 0 D 0 1

FIGURA 5.38. Relacién entre los dos problemas de posicién.
5.7.1. Problema de posicién directo

Sea un robot de n elementos mdviles, representados en la figura 5.39 mediante sus
correspondientes sistemas de referencia. El método matricial expuesto proporciona cada
matriz de transformacion elemental Hl.T, la cual define la localizacion del sistema de refe-
rencia i respecto del sistema de referencia i — 1.

FIGURA 5.39. Sistemas de referencia elementales en un manipulador serie.
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La ecuacion de transformacion del lazo de este manipulador es:

OT =0T IT .. 22T »IT [5.178]

También puede llegarse a esta ecuacion matricial mediante la siguiente composicion
de matrices de transformacion:

Op =TT .. "2T"'T"r [5.179]

Una vez multiplicadas las » matrices de la ecuacion [5.178], se llega a una matriz con-
creta, cuyos términos seran representados de la siguiente manera:

ux VX WX dx
B R 5.180
uZ VZ WZ dZ [ . ]
0 0 0 1
Particionando esta matriz en las submatrices habituales resulta:
R 04
Uy n
n [ 0 1 ] [5.181]
Donde:
ux vx Wx
0
Ro=lu, v,ow, [5.182]
uZ vZ WZ
Representa la orientacion de la garra respecto de la base del robot, y
d’ =[d, d, d.] [5.183]

Representa la posicion de la garra respecto de la base del robot.

En resumen, la resolucion del problema de posicioén directo consiste en obtener la
matriz [5.180].

Ahora bien, si la base del manipulador estd referida a otro sistema de referencia S
mediante la matriz de transformacion §T; y si la garra mantiene asida una herramienta
cuya localizacion respecto de la misma viene representada por la matriz ;;T, entonces la
localizacion de la herramienta respecto del sistema S vendra dada por la matriz:

ST =5TOT 2T [5.184]
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Finalizacion del ejemplo de aplicacion 5.5. Obtener las ecuaciones de posicion (reso-
lucion del problema directo) del robot Stanford (ejemplo 5.5).

En la tabla de la figura 5.30 se representaron los valores de los parametros de cada
elemento a partir de los cuales se llegd a las matrices de transformacion: [5.137]-[5.142].
De acuerdo con esto, la matriz que representa la localizaciéon de la garra respecto de la
base del robot sera:

OT =0T LT 3T 3T T T [5.185]

Un procedimiento eficaz para la obtencién de los términos de T consiste en calcular
primero la multiplicacion de las tres primeras matrices, en segundo lugar el producto de
las tres ultimas, y finalmente realizar el producto de las dos matrices resultantes.

En efecto:

c cO, sO, cO, s0, esO
sO, c0, -—cO, s0, s0, -ech,

0 1
T,T= 5.186
b s6, 0  -cb, 0 [5.186]
0 0 0 1
cO, cO, sO, cO s0, scO sO,+esh
O L 2 s, cO, —cO, sb, s0, ss06,s0,-ech
T!T 2T = |8%1 €% 1 189, 189, 1
I 6, 0 —cb, _s6c 6, [5.187]
0 0 0 1
c,cl; -sO, -cO,s6; O
3 4 sO,cl; cO, -s0,s05 0
T 4T = [SY4 €05 4 4 805
415 0, 0 ¢ 0 [5.188]
0 0 0 1
c0,c0,c0, —s0,86, —cO,cO;s0,-s0,c0, —-cO,505 -g c0,s0s
0,c0,cO, +c0,56, -s0,c0ss0, +cO,c0, -s0,50; -gs0,s0
2T§T2T=S4C506+C 80y  —-s0,c0,56, +cO,c0, -s0,50; -g s0,50; [5.189]
sOscO —-s05506, cO; g cO;
0 0 0 1

Finalmente, multiplicando la matriz [5.187] por la [5.189] se obtienen los términos de
la matriz T, resolviendo, por tanto, el problema de posicién directo:

u = cb,cOy(c,co,cH,— s0,s6,) + s0,(s0,cO,cH, + cO,56,) + c0;56,50.cO, [5.190]
u,=s06,c0,(c0,c0,c0, - s0,36,) — c0,(s0,c0;c0, + cO,s6;) + s6,56,505c6, [5.191]
u,=s0,(c,cO,cO, — s6,56,) — cO,s6.cO, [5.192]

v, =—cb,cl,(cH,c0,50,+ s6,cO,) + sO,(- s0,c0.56, + cO,c6,) — cO,50,50,50, [5.193]
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v,=- s6,c0,(cO,c0,56, + s6,c6) — cb,(— s0,cO,50, + cO,cH,) — s0,56,50,50, [5.194]
v, =—156,(c0,cO;56, + s6,c6,) + 0,506,560, [5.195]

w, = —c0,c0,c0,50, — s60,50,50, + cO,s60,c0; [5.196]

w,=- s6,c0,c0,50; + cO,s0,s0; + s0,s0,cH, [5.197]

w, = s6,c60,s6, — cb,cb, [5.198]

d.=-gc0,c0,c0,50, — gs0,50,80; + gcO,s0,c0; + s:cO;s0, + e's0, [5.199]
dy= - g's6,c0,cO,cl; + g-cO,50,50, + gs0,50,c0, + 5:s0,50, — e:cH, [5.200]

d = - gs0,c0,50, — g-c,c, —sco, [5.201]

5.7.2. Problema de posicién inverso

La operacién principal de un robot es controlar la localizacién de la garra. Se trata,
pues, de obtener el valor de los grados de libertad del robot para que su elemento terminal
ocupe una determinada localizacidn espacial. Por esta razon, de los dos problemas citados,
el mas importante y habitual es el inverso.

Obsérvese que, una vez resuelto el problema de posicion directo (ver, p. ej., ecuaciones
[5.190] a [5.201] del robot Stanford), se conoce ya la estructura de la matriz T (caso de un
robot de 6 elementos y 6 gdl). Pues bien, aqui esta la clave de la resoluciéon del problema
inverso. Conociéndose ahora los términos de dicha matriz, se trata de expresar las variables
de los pares g, en funcion de aquéllos (u,, Uy U VeV Vo W W LW, d., dy, d).

Como se sabe, hay varias formas de especificar la localizacion del elemento terminal
de un robot. Por tanto, hay varias maneras de expresar los términos de {T. Asi, la posicién
% puede ser definida en coordenadas cartesianas, polares y esféricas. La orientacion (R
puede definirse, segun lo visto en este capitulo, mediante una composicion de rotaciones
basicas alrededor de los ejes fijos o alrededor de los ejes moviles, un giro S alrededor de
un eje s, o los angulos de Euler. Por tanto, los términos de T tendran una u otra expresion
segun se especifique la localizacion, y la resolucion del problema inverso adoptara diver-
sas formas en cada caso.

De las 16 ecuaciones que resultan de igualar término a término los elementos de la
matriz gT, 4 de ellas son triviales, con lo cual restan 12 ecuaciones con 6 incdgnitas. De
las 9 correspondientes a la submatriz YR s6lo 3 son independientes que, junto con las 3 del
vector od, constituyen un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas. Dicho sistema posee
muchas funciones trascendentes, lo que le convierte en un sistema fuertemente no lineal
con multiples soluciones.

La existencia de soluciones lleva a la definicion del espacio de trabajo del manipula-
dor como aquella regién del espacio accesible al elemento terminal del robot. La obten-
cion de la region accesible es una de las tareas ineludibles aparejadas al calculo de posi-
ciones en robots. En definitiva, para que una solucion exista, debe de encontrarse dentro
del espacio de trabajo. En la figura 5.40 se representa el espacio de trabajo de un manipu-
lador plano de 3 gdl.
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FIGURA 5.40. Espacio de trabajo (zona punteadal).

La existencia de soluciones multiples conlleva una dificultad adicional ya que obliga al
sistema a elegir una determinada. El criterio de decision mas razonable consiste en quedarse
con la solucién mas cercana a la posicion actual. En cualquier caso, es importante conocer
todas las soluciones disponibles para el robot, cuando el elemento terminal ocupa una deter-
minada localizacion. Ello es debido a que, por regla general, los robots se encuentran en
entornos complicados, con zonas prohibidas dentro de su region accesible (debido a obs-
taculos por ejemplo), donde puede ser que la soluciéon mds cercana no sea admisible.

En el punto 3.2.1 del capitulo 3 se hizo una breve introduccion a los métodos de reso-
lucion de los problemas de posicion. De alli puede extraerse que para resolver este tipo de
manipuladores existen basicamente dos alternativas: los métodos analiticos y los métodos
de computacién matricial. Estos ultimos se apoyan basicamente en el algoritmo de New-
ton-Raphson o en alguna de sus variantes. Poseen dos limitaciones: no obtienen mas que
una solucion de las multiples posibles y su convergencia no esta siempre garantizada. Esto
ultimo puede provocar paradas del manipulador durante su movimiento. Por el contrario,
son métodos potentes, cuya aplicacion a la resolucion del problema inverso en tiempo real
es ineludible, siempre que la resolucion analitica en forma cerrada sea imposible.

Los métodos analiticos proporcionan todas las soluciones. Cuando consiguen hacerlo
en forma cerrada, el tiempo de resolucién es minimo. Por el contrario, si no se consigue
una solucién en forma cerrada, la resolucion debe ser numérica y el tiempo de calculo es
inadmisible para funcionar en tiempo real. La consecucion de todas las soluciones exige
introducir criterios selectivos para obtener la solucion mas adecuada.

Teniendo en cuenta el tipo de manipuladores con los que se esta tratando en este apar-
tado, resulta admisible abordar de forma analitica su resolucion. Dentro de los métodos
analiticos cabe distinguir los de caracter geométrico y los algebraicos. Realmente, la dife-
rencia entre ellos es de planteamiento, ya que finalmente ambos utilizan expresiones alge-
braicas. Sin embargo, no todos los manipuladores serie de 6 gdl tienen solucion analitica.
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En la mayoria de los casos, la obtencion de una solucién analitica es consecuencia de rea-
lizar ciertas simplificaciones geométricas en el robot. La realidad es que el disefio de la
mayoria de los robots industriales tiene como objetivo adicional la consecuciéon de una
cinematica facil de resolver. Una condicidon suficiente para que un robot de 6 gdl con
pares R tenga solucion analitica es que tres de sus ejes adyacentes intersecten en un punto.
Para este caso, es conocida la solucion algebraica dada por Pieper, 1969.

Los métodos geométricos son, en general, mas intuitivos aunque menos sistematicos
que los algebraicos. Dentro de los existentes, se va a exponer, por su sencillez, el método
de desacople cinematico. Este método es aplicable a aquellos robots cuyos tres ultimos
ejes se cortan en un punto coloquialmente denominado “muifieca del robot”. Precisamente,
los giros asociados a estos ejes, aunque también originan un cambio en la posicidn final
del elemento terminal del robot, su verdadero objetivo es la orientacion de dicho elemen-
to. La idea del método consiste en desacoplar ambos problemas: posicién y orientacion.
Para ello, es determinante el hecho de que la posicion de la muifieca del robot dependa
exclusivamente de los tres primeros grados de libertad del robot: g, , g, , g;. En la siguien-
te figura queda representada esta circunstancia:

FIGURA 5.41. Obtencién de la mufieca del robot.

El punto O, de la mufieca coincide con uno de los origenes O, de los sistemas de refe-
rencia de elemento, en concreto con O,. Por tanto, su posicion, d,, respecto del sistema
fijo (OXYZ), es {d. Téngase en cuenta que al cortarse Z, y Z,, el parametro a, se anula, y
por tanto d ya no depende de g,. Por otro lado, la posicion del elemento terminal del
robot, definida respecto del sistema fijo por el vector od = (d,, d, d,), es el origen del sis-
tema (OXYZ),. Por tanto, podra escribirse:

°% = d, + 0,0, [5.202]
Y como 0,0, = g k,, resulta:

d,=¢d-gk, [5.203]
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Expresando las componentes de este vector de forma explicita:

d,, =d.—gw, [5.204]
dpy=d, =g W, [5.205]
d,.=d.-gw. [5.206]

Conocidas las expresiones algebraicas de d,, y los valores numéricos de sus componen-
tes a partir de [5.204]-[5.206], ya se pueden obtener las tres primeras variables q,, g,, g;.
A continuacion, a partir de los datos de la orientacion de la garra:

ux Vx WX
R=|u, v, w, [5.207]
uZ VZ WZ

Y, de los valores de las variables ya calculadas, se obtienen los valores de las restantes
variables gq,, g, q,. Para ello considérese la ecuacion matricial:

¢T=S5T{T [5.208]
A partir de esta ecuacion y teniendo en cuenta [5.120] se verificara:
‘R=9IR/R [5.209]

Donde {R y ;R son las submatrices de rotacién de las matrices de transformacion JT
y 2T respectivamente. La submatriz gR se obtiene de

9R = 'R IR 2R [5.210]

Asi, conocido YR y calculado IR ya se pueden obtener numéricamente los términos
de R a partir de [5.209]. Por otro lado, las expresiones algebraicas de los elementos de
°R, las cuales dependen exclusivamente de los tres ultimos giros g,, ¢s, ¢,, pueden obte-
nerse de

JR=RIRR [5.211]

Basta, ahora, elegir adecuadamente las ecuaciones més sencillas para determinar g,,
qs> e

Conviene resaltar que en muchos manipuladores, los giros de estos tres ultimos ejes se
corresponden exactamente con la transformacion de Euler WVW anteriormente vista.
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Ejemplo de aplicacion 5.7. Aplicar el procedimiento anteriormente descrito para la
resolucion del problema inverso en el robot Stanford.

1. Calculo de 0, 0,y s. A partir de las ecuaciones [5.204]-[5.206] se obtienen los
valores numéricos de la posicion O, del centro de la mufieca. Puesto que, en el caso del
robot Stanford O, y O, son coincidentes, las expresiones algebraicas de las componentes
de O, = O, pueden extraerse de la cuarta columna de $T segun la ecuacion [5.187]. Por
otro lado, d,, también puede obtenerse haciendo g = 0 en jd. De cualquier manera, resultan
las siguientes ecuaciones:

s-ch,-sb,+e-s0,=d, [5.212]
s-s0yst,-e-cO,=d, [5.213]
-s-cO,=d [5.214]

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones [5.212] y [5.213] resulta:

dp +dy, = 5%(s0,)* +e? [5.215]
Elevando al cuadrado [5.214] y sumandola a [5.215] resulta:
d2 +d? +d? = s*+e? [5.216]

my

Teniendo en cuenta la geometria del brazo Stanford, s siempre es positivo:

s =+dl, +d2, +d}. - e [5.217]

mx my

Ahora, a partir de [5.214] resulta:

0, = arccos (— %) [5.218]
s
De donde se obtienen dos soluciones:
0y 62 =21-0} [5.219]

Multiplicando [5.212] por d,,, y [5.213] por d,,, y restando ambas ecuaciones, resulta
tras operar:

sd, st,+e-d,

= [5.220]
s+d, sb,-e-d,

tg 6,
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A partir de s y 6}, se obtiene:

0) = Awn2 (e-d, +d,, J&o, vl =&, d, & vd =& —ed,)  [5.221]

mx

A partir de s y 63 se obtiene:

0% = Awn2(e-d,, ~d,, J&5, + &3, -, —d,Jd+ A ¢ —ed,,)  [5.222]

En la figura 5.42 se representan graficamente las dos soluciones (61, 6, 5) y (63, 63, 5):

FIGURA 5.42. Soluciones del robot Stanford.
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2. Calculo de 0, 0,y 6. Conocidos los valores de 6,, 0, y s, la submatriz gR se obtie-
ne de [5.187]. Teniendo en cuenta [5.207] y [5.209] es facil obtener numéricamente zR:

2R= 2R+2R= Ny TIn Ing [5.223]

Por otro lado, las expresiones algebraicas de los términos de esta matriz se correspon-
den con las de los términos de la submatriz de rotacion en zT, ecuacion [5.189]:

cO,cb;c6 - 50,56, —cb,cO;s6;—s0,c6, —cO,s0,
R = s6,cO;cO,+ cO,s6; —s0,cO;s0,+ cO,cH, —s0,s0, [5.224]
s, cH, -0, 56, cl,

Obsérvese que esta ecuacion se corresponde con la transformacion de Euler WVW
dada por las ecuaciones [5.78] a [5.86], sin mas que hacer: 6, = ¢, 6, = - 0y 6, = y. Por
tanto, la solucion vendria dada por la relacion inversa. Siguiendo el criterio anteriormente
adoptado, se trabajara con la funcidon arcotangente de doble argumento. De esta manera
pueden establecerse las siguientes relaciones entre las matrices [5.223] y [5.224]:

065 = r33 [5225]

50, = -2 [5.226]
s0;
713

¢, = ——= [5.227]
s6,

s6, = ——2 [5.228]
so,

cf, =L [5.229]

6 <O .

De [5.225] se obtiene:
s0, = =+[1- r2 [5.230]
Que da lugar a dos soluciones:
0} = Atan2 (\1- 13, rs5) [5.231]

62 = Atan2 (-1 1, 15) = -6} [5.232]
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De [5.226] y [5.227]:

6! = Atan2 (—r23,—r13) [5.233]
03 = Atan2 (1, 1i5) = 04 + 7 [5.234]
De [5.228] y [5.229]:
6! = Atan2(—r32,r31) [5.235]
02 = Atan2 (ryy,-13,) = 6} + 7 [5.236]

Asi pues, las dos soluciones son: (6}, 6%, 6})y (0} + m, -61, 6} + m).

Combinando las dos soluciones de las tres primeras variables y las dos soluciones de las
tres ultimas, se obtiene un total de cuatro soluciones para el manipulador.

Siry, =1, entonces 6= 0°y la solucion [5.226] a [5.229] degenera. En este caso, pue-
de comprobarse que so6lo se puede calcular (6, + 6;), lo cual es suficiente para localizar al
elemento terminal. Por ello, puede adoptarse la convencion de elegir uno de los angulos,
por ejemplo 6, = 0°. Asi, la solucion sera:

6L = 0° 6. = 0° 6. = Atan2 (r,, r,)

Algo similar ocurre si 7y, = —1.

5.8. Andlisis de velocidades y aceleraciones

En algunas aplicaciones es necesario que el elemento terminal de un manipulador se mue-
va a lo largo de su trayectoria con una determinada velocidad. Para ello, es necesario una pre-
cisa coordinacion entre los actuadores del manipulador. Al igual que en el analisis de posicio-
nes, en el de velocidades también existen dos tipos de problemas: el problema de velocidad
directo y el inverso. El problema de velocidad directo consiste en determinar las componentes
de velocidad del elemento terminal, a partir de las velocidades de los elementos de entrada.
Por el contrario, en el inverso se trata de obtener las velocidades de los actuadores para que el
elemento terminal adquiera un estado de velocidad conocido (prescrito segun la aplicacion
concreta a desarrollar). Como se sabe, esta coordinacion de movimientos se realiza a través de
la matriz (o de las matrices) jacobiana. En cualquier caso, en velocidades, el grado de dificul-
tad de estos dos problemas es similar, sea cual sea el tipo de manipulador considerado.

En realidad, el calculo de velocidades y aceleraciones es igual, tanto para mecanismos
planos como espaciales, para mecanismos de cadena abierta como de cadena cerrada. El
desarrollo analitico de este calculo fue explicado en el capitulo 3. En definitiva, hay dos
variantes: derivar sucesivamente respecto del tiempo las ecuaciones de posicion o plantear
directamente las ecuaciones de velocidad sobre el mecanismo. En cualquier caso, es requi-
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sito previo haber resuelto previamente el problema de posicion. Si se derivan las ecuacio-
nes de posicion, la primera derivacion da lugar a un sistema lineal de ecuaciones que rela-
cionan las velocidades de entrada con las de salida. Derivando de nuevo, se obtienen las
ecuaciones de aceleracion. La complejidad de estas ecuaciones si es dependiente del tipo
de mecanismo y del procedimiento utilizado para obtener las ecuaciones de posicion. Asi,
por ejemplo, en el referido caso de la junta Cardan, en el que se ha utilizado un procedi-
miento geométrico, la ecuacion de posicion se obtiene a partir de [5.172]:

cotg 0, ‘cosa = tg g,

Derivando dicha ecuacion respecto del tiempo se obtiene la ecuacion de velocidad:

: cosa :
6. =— -0 [5.237]
0 sen26, +cos? a -cos2 6,

Derivando [5.237] se obtiene la ecuacion de aceleracion:

cos o -sen’ a -sen? 6, cos o

0= 2 2 292 T <en? 2 2 6 [5.238]
(sen” 6, +cos* a - cos” 6,) sen” 6, +cos” a - cos” 0,

En cambio, si se utiliza el método matricial, las ecuaciones de posicion se extraen de
la ecuacién de transformacion. En el caso de un mecanismo de cadena cerrada la ecuacion
de transformacion es la ecuacion matricial [5.144].

En general, el planteamiento para un mecanismo espacial de cadena cerrada es idénti-
co al realizado en el subapartado 3.7.5 del capitulo 3 para mecanismos planos de cadena
cerrada. En aquel punto, se describieron con detalle las relaciones entre las variables de
entrada y las variables secundarias, entre las que se encuentran las variables pasivas y las
variables de salida. Dichas relaciones fueron establecidas mediante la matriz jacobiana de
las coordenadas secundarias, Jg, y la matriz jacobiana de las variables de entrada, J,
segun la ecuacion [3.156] que se reproduce a continuacion:

Jss=-Jp ¢

Donde ¢ es el vector de velocidades de entrada y § el vector de velocidades de salida
y de los pares pasivos. Dicha ecuacion matricial [3.156] constituye un sistema lineal de
ecuaciones algebraicas del que, una vez resuelto el problema de posicion, se conocen las
dos matrices jacobianas y el vector de velocidades de entrada.

En el caso de los robots espaciales de 6 gdl se trata de establecer la relacion entre las
velocidades de las articulaciones (¢, ¢,, ¢35, 4y 45> g5) ¥ €l estado de velocidades del ele-
mento terminal. Suponiendo que la localizacion del elemento terminal se encuentre defi-
nida por su posicién en coordenadas cartesianas y su orientacion mediante los dngulos de
Euler, pueden establecerse las siguientes ecuaciones de posicion:
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d, = fx(ql, ..... ,q6)
d, = fy(ql, ..... ,q6)
d, = fz(ql, ..... ,q())
¢ = f¢(ql, ..... ,qé) [5.239]
0= fg(ql, ..... ,qé)
Y= fw(%’ ----- a%)

Este sistema es una forma particular de las ecuaciones de posicion [3.154] presentadas
en el capitulo 3, en la que no hay pares o articulaciones pasivas. Derivandolo respecto del

tiempo resulta:

. o,
99,
oy
dq,
I
99,
Uy
dq,
e
dq,
o,

| 99,

< o R e

I,
9q,
o,
9q,
I
g,
Yy
9q,
Wy
dq,
Uy
99,

En ese caso la matriz jacobiana es:

of,
dq,
oy
dq,
Jf.
J= dq
Uy
9q,
o,
9q,
oy
| 99,

o,
dq,
Yy
9q,
.
dq,
Yy
9q,
oy
99,
Yy
9q,

U,
945
o,
943
I
045
Yy
945
Wy
945
o,
0q;

o,
045
I,
945
Jf.
945
6f¢
945
A
045
wa
045

U,
94,
o,
g,
.
94,
Yy
04,
oy
94,
(')fw

dq,

.
dq,
o,
dq,
Jf.
99,
qu,
9,
A
0q,
afw
dq,

U,
9gs
o,
g5
I
9gs
Yy
9gs
oy
9gs
o,
9gs

.
9gs
Iy
9gs
J.
9gs
6f¢
9gs
A
995
afw
9gs

o

99
Iy
g
Jf.
99,
Yy
9,
Ay
99,
o,

99 |

%_

94
I,
94
Jf.
94
af¢
94
A
94
”f,

9 |

G
9
s
94
gs
s

[5.240]

[5.241]
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Hay determinadas posiciones para las que la matriz jacobiana del robot es singular. En
estas circunstancias el sistema [5.240] se encuentra indeterminado: una (o mas) de las ecua-
ciones es combinacion lineal de las restantes. Si se fija el elemento terminal, hay infinitas
soluciones para la entrada ¢. Por otro lado, el hecho de que una de las ecuaciones sea combi-
nacion lineal de las restantes significa que el robot, en esa posicion, tiene ligadas las compo-
nentes de velocidad del elemento terminal, por lo que tiene impedido cierto tipo de movi-
mientos. Esto supone una pérdida de movilidad (gdl) del elemento terminal.

Desde otro punto de vista, la expresion [5.240] puede considerarse una particulariza-
cion de [3.156], donde J se convierte en la matriz unidad y J, en la matriz jacobiana
[5.241]. Por ello, las singularidades de los robots se asemejan a las singularidades en el
problema inverso de los mecanismos de cadena cerrada, lo cual estd completamente de
acuerdo con lo razonado en el parrafo anterior.

Como se ha indicado anteriormente, las ecuaciones de velocidad pueden plantearse
también directamente. En realidad, éste es un método maés efectivo que derivar las ecua-
ciones de posicion.

En efecto, considérese el estado de velocidad del elemento terminal, dado por la velo-
cidad del origen O del sistema de referencia asociado al elemento terminal (elemento 6),
v, ¥ su velocidad angular w,. Estas velocidades pueden expresarse en funcion de las veloci-
dades articulares de los elementos de entrada, teniendo en cuenta el método de las velocida-
des relativas aplicado a los sistemas de referencia elementales (OXYZ):

6

Vo = E(éi 2 A 006 + di Zi1) [5.242]
6
w, = 21 6z, [5.243]

Donde:

éi y dl. son las derivadas respecto del tiempo de los parametros de par 6,y d..
zZ,, es un vector unidad segun la direccion del eje i, referido al sistema de referencia
fijo (OXYZ),:

0
z,= R (1) [5.244]

0, ,0q es un vector cuyo origen es O, | (origen del sistema de referencia i — 1) y cuyo
extremo es O, (origen del sistema de referencia 6). Dicho vector esta referido al sistema
de referencia fijo. Por tanto:

0,0 =¢d -, }d= \R"d [5.245]



352  CINEMATICA DE MECANISMOS. ANALISIS Y DISENO

Escribiendo [5.242] y [5.243] conjuntamente en forma matricial:

.| v .
= =J
§ { wb} q [5.246]
Donde:
J=[J Iy Iy T T T [5.247]
Con
Z,AO,_0
J; ={ - : 6} [5.248]
-1
Para un par de rotacion, y con
Z:
J. = (8
i { 0 } [5.248]

Para un par prismatico.
La columna i de la matriz jacobiana [5.247] representa el efecto de la velocidad de la
articulacion i sobre el estado de velocidad del elemento terminal.

Ejemplo de aplicacion 5.8. En la figura 5.43 se representa un manipulador paralelo de 3
grados de libertad de rotacion. Dicho manipulador estd constituido por una plataforma movil
OB,B,B, en forma de tetraedro. Las aristas de la plataforma en el vértice O forman un trie-
dro trirrectangulo. El vértice O estd unido al elemento fijo mediante una rétula esférica. Las
distancias OB,, OB, y OB, son iguales entre si e iguales a . Cada vértice B, de la plataforma
estd unido a un punto 4, del suelo mediante un émbolo con rétulas esféricas en sus extremos.
Los puntos A4, del suelo forman un tridngulo equilatero cuyo baricentro es el punto O. La dis-
tancia entre O y cualquiera de los vértices 4, es L. Los sistemas de referencia adoptados son:
el fijo (OXYZ), solidario al suelo y el mévil (OUVW), solidario a la plataforma.

Las ecuaciones de posicidn se obtienen planteando los vectores longitud del émbolo a
partir de los vectores de posicion de los vértices 4,y B;:

m= @_ O_Az} = I, = 'b,-a, [5.249]

El producto escalar de cada uno de estos vectores /. por si mismos, proporcionan las
tres ecuaciones de posicion de la plataforma:
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FIGURA 5.43. Manipulador paralelo espacial.

U =17 = b +a” -2 ('a;',) [5.250]

Para expresar la rotacion de la plataforma se utilizaran los angulos de Euler ¢, 0, v
segun el convenio de giro WVW. De esta forma, los vectores 'b; pueden ser expresados a
partir de los vectores %b, de la siguiente manera:

cpcOcy —sgsy -cPcOsy—spcy cgso
lbi =R 2bi =|sgpcOcy +chsy -sPpcOsy+cpcy s@sb zbi [5.251]
—sOcy sOsy ch

Teniendo en cuenta las ecuaciones [5.250] y [5.251], puede escribirse para cada una
de las “patas” de la plataforma:

a) i=1
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cpcOcy—s¢psy -cpcOsy—-spcy c¢sO||0
112 =h2+L2—2[0 0 L] spcOcy+copsy -spcOsy+cpcy s¢sf|0
-s6cy sO sy cO ||h

I = h*+I* -2Lhco

b) i=2

2%, =[n 0 0]

3 I cpclhcy—-spsy -cpcOsy—-spcy cosO|lh
[22=h2+L2_2T 0 ——l spcOcy+copsy -spcOsy+cpcy spsOK0
-sOcy sOsy cO |0
122 =h?2+1?-hL (ﬁ(cqﬁ cO cy —s¢ sw)+s6 czp)
c)i=3
T
w220 ]
2 2

I =h*+ 22

3 I cpcOcy -spsy -cpclsy-spcy cosOf|0
- 0 ——] spcOcy +chpsy -spcOsy+cpcy sPpsO|ih
-sOcy sOsy ch (|0

132 =h?+1?-hL («/g(cqb cO sy +s¢ czp) -s6 sw)

1. Resolucion del problema de posicion inverso. Los datos son los dngulos de Euler ¢,
0, v, que definen la orientacion de la plataforma, y las incdgnitas son las longitu-
des /. de los émbolos, que pueden obtenerse directamente de las ecuaciones:

2

> =h?+1?-2Lhc6 [5.252]

L =2+ 12~ L (N3(co cO cp - s¢ sy) +56 cy) [5.253]

132 =h?>+ 17 -hL («@(cq) cl sy +s¢ cw) -s6 sw) [5.254]
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2. Resolucion del problema de posicion directo. Conocidas las longitudes de los
émbolos /,, para obtener la orientacion de la plataforma es preciso tratar las ecua-
ciones obtenidas previamente. De la ecuacion [5.252] se obtiene el angulo 0:

W+ P -1}

2Lh

6 = arccos [5.255]

Esta expresion proporciona dos soluciones que no son diferentes por la pecu-
liaridad de los angulos de Euler al expresar orientaciones.
A partir de las ecuaciones [5.253] y [5.254] se plantea el siguiente sistema:

hL(\3c¢ cO +50) cy +(~hLs¢) sy = h> + [* - I

(hLs¢) cyp+ hL(\3co cO —s8) sy = h* + [* - [

Que puede ser expresado de la forma:

ay CY+ ap, SY = ag;z
Ay CY + ay SY = ay,
De este sistema se despejan ci y sy que relacionados mediante la ecuacion tri-

gonométrica c?y + s?yp = 1, da lugar a una ecuacion de una sola variable, ¢, de la
forma:

f(s¢.cp)=0
Realizando el cambio de variable:

1= s = 2t
1+¢2° 14¢2

c

Se obtiene una ecuacion polinémica de grado 8 en ¢ de la que se obtienen las
soluciones del manipulador.
3. Problema de velocidades. Derivando las ecuaciones de posicion [5.249] y teniendo
en cuenta las bases moviles, se obtienen las ecuaciones de velocidad:

[n,+@, \l, =@ A b, -0 [5.256]
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Donde n, es un vector unitario solidario a la base del émbolo y en la direccion
de I, w, es la velocidad angular de la base del émbolo, y w es la velocidad angular
de la plataforma.

Multiplicando escalarmente por /; es posible eliminar el término que contiene
la velocidad angular del émbolo:

L-in+1-(w,AL)=1-(@Ab); L-ln =w-(bAl)

Con lo que se obtiene la relacion matricial entre las velocidades de entrada

y salida:
T
Lo o](h (blAll)T o
0L Ofht-= (bz’\lz) o, [5.257]
0 0 LJ|L (b3/\l3)T o,

Que expresada en forma compacta resulta:

Ji=J, o

4. Andlisis de singularidades.

a) Singularidad en el problema inverso. El jacobiano de la matriz J, vale:
‘Jl‘ =hLL

Que solo se anula cuando alguna de las distancias /,, [, [; es cero, lo cual es
fisicamente imposible.
b) Incremento de la movilidad. La expresion de la matriz jacobiana es:

J=[J,:-J,]

Puesto que ‘J,‘ = 0, el rango de J es 3. De acuerdo con la ecuacion [3.154],
el numero de gdl para cualquier posicion del mecanismo es 3. Por tanto, no
existe este tipo de singularidad.

¢) Singularidad en el problema directo. Se trata de obtener las condiciones con las
que ‘Jw‘ se anula. Alguna de estas condiciones son las siguientes:

— Al alinearse los vectores b, y [, los términos correspondientes a la fila i se
anulan (figura 5.44):
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FIGURA 5.44. Singularidad en el problema directo I.

— Cuando existe una dependencia lineal entre los vectores de las filas de la
matriz. Cada fila es el resultado de un producto vectorial que involucra dos
vectores que forman un plano (el plano OA4,B,). Si dos de los tres planos son
coincidentes (figura 5.45) o si los tres se cortan en una recta, se producira
una singularidad.

FIGURA 5.45. Singularidad en el problema directo II.

Ejercicios propuestos

1. Obtener la matriz de transformacién T entre las localizaciones 1y 2 de la figura 5.46
mediante la composicion de transformaciones bésicas, tanto en coordenadas globa-
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les como en coordenadas locales. En ambos casos, representar graficamente cada
transformacion.

Obtener, asimismo, dicha transformacion de forma directa a partir del conoci-
miento del sistema (OUVW) en la localizacion 2.

Localizacion 1

Localizacion 2

FIGURA 5.46. Objeto en las localizaciones 1y 2.

2. Sea el palpador de 3 gdl de la figura 5.47. De acuerdo con la notacion D-H, obtener:

I
1
L}
L : i P ’
T —3 5 4
, -
L] ’ -
L
Py — ¢
' 7yl 03
.
K ®
I ’
] ’
'’
[
e
PZ e :
; ! R,: par de rotacion
. P,, P,: pares prismaticos
]
; R,
E— —
1
O]
1
L)
1
. ©
]

FIGURA 5.47. Palpador de 3 gdl.
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— Los sistemas de referencia asociados a cada elemento.

— Los parametros de cada elemento y las correspondientes matrices de ele-
mento.

— La posicion de la punta del palpador respecto del sistema de referencia fijo.

Adoptese el punto O, como origen de coordenadas del elemento 3.

3. Considérese el robot de 6 gdl de la figura 5.48. Obtener, de acuerdo con la nota-
cion D-H, lo siguiente:

— Los sistemas de referencia asociados a cada elemento.

Los parametros de cada elemento y las correspondientes matrices de ele-
mento.

— Lalocalizacion del elemento terminal respecto de la base del robot.

— La matriz T particularizada para la posicién de la figura 5.48.

FIGURA 5.48. Robot de 6 gdl.
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