
A partir de aquí se procederá de acuerdo con el método de Newton-Raphson
hasta obtener el vector de incógnitas [3.140].

2. Cálculo de velocidades. Puesto que en este caso el problema de posición tiene solu-
ción analítica, bastaría con derivar respecto del tiempo las expresiones explícitas
[3.129], [3.130] o [3.131], [3.134] y [3.135] para obtener las velocidades: s

.
1, s

.
2, s

.
3 y θ

.
.

A veces resulta más práctico derivar directamente las ecuaciones escalares de
cierre y despejar las incógnitas lazo a lazo.

Para mecanismos más complejos, el procedimiento de resolución exige una
mayor sistematización. Considérese su aplicación al mecanismo de la figura 3.72.
Las ecuaciones algebraicas de cierre en velocidades se obtienen derivando respecto
del tiempo las ecuaciones de posición [3.136]-[3.139]:

[3.142]

En notación compacta:

[3.143]

Donde: 

[3.144]

Es la matriz-vector jacobiana del sistema de la variable de entrada. Reordenan-
do [3.143], queda el sistema lineal de ecuaciones:

[3.145]

Donde, de nuevo, vuelve a aparecer la ya conocida matriz jacobiana [3.141] como
matriz de coeficientes. Sólo queda por especificar el vector del miembro de la derecha:
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Así pues, obteniendo la solución del sistema lineal de ecuaciones [3.145] que-
dará resuelto el problema de velocidades.

3. Cálculo de aceleraciones. En este caso, como se disponen de las expresiones analí-
ticas explícitas de s

.
, bastará con derivarlas nuevamente con respecto al tiempo. Si

no se dispusieran de ellas, habría que proceder de forma genérica, tal y como se
expondrá en el siguiente apartado.

Ejemplo de aplicación 3.7. Obténgase la ecuación matricial de posición del mecanis-
mo de Stephenson, de acuerdo con la notación de la figura 3.74a. Estudiar analíticamente
la posición de bloqueo del mecanismo de Stephenson de la figura 3.33 para las dimensio-
nes concretas que se especifican en la figura 3.74b. Asimismo, considérese dicho meca-
nismo en la posición de la figura 3.74c. Comprobar analíticamente si se trata de una posi-
ción singular e indicar de qué tipo.

FIGURA 3.74. Configuraciones del mecanismo de Stephenson.

Planteando las ecuaciones de cierre de los lazos simples del mecanismo y derivándo-
las, se obtiene:

CINEMÁTICA DE MECANISMOS. ANÁLISIS Y DISEÑO206

a) b)

c)

Entrada



Particularizando las variables de este sistema para la configuración de la figura 3.74b,
resulta la siguiente matriz jacobiana:

Puede comprobarse que el rango de esta matriz es 4, y como el sistema tiene 5 coorde-
nadas lagrangianas, el mecanismo posee 1 gdl en dicha configuración. Ahora bien, consi-
derando la matriz jacobiana de las coordenadas secundarias, la cual se obtiene eliminando
la columna correspondiente a la coordenada generalizada (1.ª columna), se observará que
el determinante se anula, y por tanto el mecanismo se encuentra en una posición de 
bloqueo.

Considérese ahora el mecanismo en la posición de la figura 3.74c. Los términos de la
matriz jacobiana adquieren los siguientes valores:

Puede observarse que la tercera fila está compuesta de ceros. El rango de esta
matriz resulta ser 3. Este hecho implica que el mecanismo ha adquirido un grado de
libertad adicional en dicha posición y se encuentra, por tanto, en una posición de inde-
terminación.

3.7.4.  Procedimiento general para mecanismos con 1 gdl

Hasta ahora, el procedimiento de análisis cinemático ha sido expuesto mediante ejem-
plos, estudiando las posibles variantes que surgían en cada caso. Al hilo de las explicacio-
nes, se han realizado ciertas generalizaciones y se han apostillado notas de interés. En este
subapartado se va a exponer un procedimiento general de análisis cinemático, válido para
cualquier mecanismo de 1 gdl y fácilmente extrapolable a mecanismos de varios gdl.
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Sea ϕ el gdl o coordenada generalizada del mecanismo, y s = [s1 s2 ...   sn] el vector
de coordenadas secundarias o incógnitas.

1. Problema de posición. Las ecuaciones de cierre correspondientes a un conjunto
completo de lazos independientes del mecanismo dan lugar a un sistema no lineal
de ecuaciones algebraicas como el representado en [3.115]:

Si hubiese alguna restricción adicional en el movimiento del mecanismo (al-
gún enlace), habría que incluir su correspondiente expresión analítica en el anterior
sistema. Conviene recordar que, si el número de ecuaciones es bajo, merece la
pena inspeccionar el mecanismo por si estuviera débilmente acoplado. Si así fuera,
resultaría más sencillo acometer el proceso de resolución de una forma analítica,
despejando incógnitas de ecuación en ecuación. En caso contrario, deberá utilizar-
se un método numérico tipo Newton-Raphson, en cuyo caso se procederá según
los pasos de la figura 3.69. Una vez resuelto el problema de posición, se dispondrá
de la expresión analítica de los términos de la matriz jacobiana (también de la
expresión numérica) y de los valores numéricos del vector de incógnitas s.

2. Cálculo de velocidades. Si se dispusiera de las expresiones explícitas de s, bastaría
con derivarlas respecto del tiempo. En caso contrario, hay que derivar las ecuacio-
nes de posición [3.115] respecto del tiempo, igual que se hizo en el apartado ante-
rior, obteniendo la ecuación [3.145]:

De esta ecuación matricial se conocen los términos de la matriz jacobiana y el
miembro de la derecha. Así pues, dicha ecuación matricial constituye un sistema
lineal de ecuaciones algebraicas del que, operando, se obtienen los valores numéri-
cos de las incógnitas s

.
.

Una alternativa de la expresión anterior es la siguiente:

[3.147]

Donde gs(ϕ) es el vector de coeficientes de influencia de velocidad. El valor
numérico de este vector puede obtenerse, ahora, resolviendo el sistema de ecuacio-
nes [3.147].
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3. Cálculo de aceleraciones. Igual que en el problema anterior, si se dispone de la
expresión explícita de s

.
, simplemente bastaría con derivarla respecto del tiempo

para obtener s
..
. Si de lo que se dispone es de las expresiones analíticas de los coefi-

cientes de velocidad, entonces s
.
puede expresarse:

[3.148]

Derivando de nuevo respecto del tiempo:

[3.149]

Sin embargo, si gs se ha obtenido numéricamente a través de [3.147], tal deri-
vación no es posible. En estas circunstancias hay que buscar otras expresiones para
la obtención de las aceleraciones. Derivando de nuevo la ecuación [3.145] respecto
del tiempo, resulta:

[3.150]

Operando y teniendo en cuenta [3.148], se llega a:

[3.151]

Reorganizando,

[3.152]

En la que son conocidas las expresiones analíticas de los términos de la matriz
jacobiana JS y del vector JE al derivar las ecuaciones de posición [3.115]. Por tan-
to, el miembro de la derecha de la ecuación [3.152] es completamente conocido.

Si resultase más conveniente trabajar con los coeficientes de influencia, com-
parando la ecuación [3.152], con [3.149] se llega, de un lado, a la conocida expre-
sión [3.147] y, de otro, a la siguiente:

[3.153]
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La obtención de los coeficientes de influencia de aceleración pasa, de nuevo, por
resolver un sistema lineal de ecuaciones en que la matriz de los coeficientes vuelve a ser
la matriz jacobiana de las coordenadas secundarias.

Por fin, llevado este resultado a la ecuación [3.149], se obtienen las aceleraciones s
..
.

3.7.5.  Procedimiento general para mecanismos multi-lazo con varios gdl

En este subapartado se va a generalizar el procedimiento descrito en el punto anterior
para mecanismos con varios gdl. También se establecerá aquí una clasificación de las sin-
gularidades en mecanismos, así como un método para el análisis de las mismas.

Sea � = [ϕ1 ϕ2 ...   ϕF] el vector de coordenadas generalizadas o variables de entra-
da del mecanismo, y  s = [s1 s2 ...   sn] el vector de coordenadas secundarias o incógni-
tas. Si el mecanismo no es redundante, el número de variables de entrada es igual al
número de variables de salida. Por tanto, el mecanismo tendrá F gdl de entrada, F varia-
bles de salida y (n − F) variables pasivas.

1. Problema de posición. A partir de un conjunto completo de lazos independientes
del mecanismo se obtiene el siguiente sistema no lineal de n ecuaciones:

[3.154]

Una vez especificados los valores de las variables de entrada, el sistema
[3.154] se convierte en un sistema no lineal de n ecuaciones con n incógnitas que
puede ser resuelto analítica o numéricamente. Este sistema es del todo análogo al
expresado en [3.115]. El hecho de que haya múltiples coordenadas generalizadas
no lo hace diferente pues todas ellas son conocidas.

2. Cálculo de velocidades. Una vez resuelto el problema de posición, las ecuaciones
de velocidad se obtienen derivando respecto del tiempo las ecuaciones de posición
[3.154]:

[3.155]
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Separando las variables de entrada de las variables secundarias y expresando el resul-
tado en notación compacta, resulta la ecuación matricial:

[3.156]

donde:

[3.157]

es la matriz jacobiana de las coordenadas secundarias, y

[3.158]

es la matriz jacobiana de las variables de entrada.
La ecuación matricial [3.156] constituye un sistema lineal de ecuaciones algebraicas

del que se conocen las dos matrices jacobianas y el vector de velocidades de entrada; de
su resolución se obtienen los valores numéricos de las incógnitas s

.
.

3. Cálculo de aceleraciones. Una vez calculadas las velocidades, las ecuaciones de
aceleración se obtienen derivando respecto del tiempo las ecuaciones de velocidad
[3.156]. Para ello hay que tener en cuenta que las matrices jacobianas dependen tanto de
las coordenadas generalizadas como de las coordenadas secundarias:

[3.159]

Reordenando y expresando el sistema de forma más compacta, resulta:

[3.160]
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Éste es un sistema lineal de ecuaciones donde, igual que en el sistema de ecuaciones
de velocidad [3.156], la matriz de coeficientes vuelve a ser JS. En el miembro de la derecha 

aparecen las matrices JE, , , , , cuyos términos se conocen explícita-

mente, y 
.
s, que se ha obtenido de [3.156], bien explícitamente (rara vez), bien numérica-

mente (lo habitual). Por tanto, las aceleraciones del mecanismo se obtienen resolviendo el
sistema [3.160].

Otra expresión de este sistema se obtiene despejando 
.
s en [3.156] y sustituyendo su

valor en [3.160]:

[3.161]

donde:

[3.162]

[3.163]

Como puede apreciarse, el sistema [3.161] tiene una cierta similitud con el sistema
más simple [3.152] correspondiente a los mecanismos de 1 gdl.

4. Análisis de singularidades. La posición del mecanismo está gobernada por el siste-
ma de n ecuaciones [3.154] que relacionan (n + F) coordenadas lagrangianas, de las cua-
les F son generalizadas y n secundarias. Este punto de partida asume implícitamente la
independencia funcional entre las n ecuaciones del sistema [3.154]. No obstante, esta cir-
cunstancia está regida por el rango de la matriz jacobiana del sistema. En este análisis apa-
recen tres matrices jacobianas cuya degeneración da lugar a tres tipos de singularidades:

a) Incremento de la movilidad. El número de gdl del sistema es igual al número de
coordenadas lagrangianas menos el número de ecuaciones independientes; el
número de ecuaciones independientes es igual al rango de la matriz jacobiana del
sistema [3.154] respecto de todas las coordenadas lagrangianas; por tanto:

[3.164]
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que es lo que se conoce como gdl de ciclo completo. Sin embargo, es posible que
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táneamente su número de gdl, estando ante lo que previamente se denominó posi-
ción de indeterminación, y que desde un punto de vista más general se denomina
singularidad de incremento de movilidad. Hay que indicar que pueden encontrarse
mecanismos que encadenen una serie de posiciones de indeterminación, de forma
que el incremento de movilidad adquiera la condición de permanente. También, el
rango de la matriz jacobiana puede disminuir en más de uno, con lo que el incre-
mento del número de gdl del mecanismo en tal posición puede ser superior a 1.

b) Singularidad en el problema directo. Este tipo de singularidad no altera el número
de gdl de ciclo completo del mecanismo, sin embargo afecta localmente a su movi-
lidad. Para detectarla se parte de la ecuación de velocidades expresada según la
ecuación [3.156] que se reproduce a continuación:

El mecanismo alcanza una singularidad de este tipo cuando el determinante de
la matriz JS se anula:

[3.165]

En esta posición el mecanismo puede tener una entrada �
.

nula, que sin embar-
go permite un movimiento no nulo en los elementos dependientes de las variables
s
.
. A veces se consigue eliminar las variables pasivas, de forma que las componen-

tes de s
.

sean exclusivamente variables de salida. De esta manera queda un sistema
que relaciona directamente las variables de salida con las de entrada. Por otro lado,
el sistema lineal [3.156] debe ser compatible, por lo que la matriz de coeficientes
JS debe tener el mismo rango que la matriz ampliada. Ello obliga a que exista una
dependencia lineal entre las variables de entrada �

.
. En los mecanismos de 1 gdl

esto significaba una posición de bloqueo (ϕ
.
= 0).

c) Singularidad en el problema inverso. El mecanismo alcanza una singularidad de este
tipo cuando el rango de JE sea manor que F. En el caso de que JE sea una matriz
cuadrada, la singularidad ocurre cuando el determinante de la matriz JE se anula:

[3.166]

En esta posición el mecanismo puede tener una salida s
.

nula, que sin embargo
permite una entrada �

.
no nula. Por otro lado, el sistema lineal [3.156] debe ser

compatible, por lo que la, ahora, matriz de coeficientes JE debe tener el mismo
rango que la matriz ampliada. Ello obliga a que exista una dependencia lineal entre
las variables de salida en s

.
.

Ejemplo de aplicación 3.8. El mecanismo de la figura 3.75 es un manipulador parale-
lo plano de 3 grados de libertad cuyos accionamientos son los émbolos situados en cada
una de sus tres “patas”. En consecuencia, los parámetros de entrada son las longitudes l1,

J E = 0

   J S = 0

    J s JS E˙ ˙= − �
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l2 y l3 correspondientes a las distancias entre las articulaciones OA
⎯⎯⎯

, DB
⎯⎯⎯

y EC
⎯⎯⎯

, respectiva-
mente. Los parámetros de salida son aquellos que definen la posición de la plataforma;
para este caso se adoptan xA, yA y θ. Las variables pasivas son las posiciones angulares de
cada una de las patas: ϕ1, ϕ2 y ϕ3. La plataforma móvil es un triángulo equilátero de lado h.
Asimismo, las articulaciones fijas O, D y E están en los vértices de otro triángulo equilá-
tero de lado r. Se pide la resolución de los problemas de posición (directo e inverso), cál-
culo de velocidades y análisis de singularidades.

FIGURA 3.75. Manipulador paralelo.

Teniendo en cuenta que este mecanismo posee 8 elementos, 9 pares clase I y 0 pares
clase II, su movilidad será G = 3 (8 − 1) − 2 ⋅ 9 = 3. Por otro lado, de la aplicación de la
fórmula de Euler resulta que el mecanismo tiene L = j − N + 1 = 9 − 8 + 1 = 2 lazos inde-
pendientes. Las ecuaciones vectoriales de cierre de estos lazos son:

[3.167]

[3.168]OA AC OE EC+ = +

 OA AB OD DB+ = +
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Puede comprobarse fácilmente que el lazo DBCED se obtiene sumando los dos ante-
riores.

Proyectando las ecuaciones [3.167] y [3.168] según los ejes x e y, se obtiene:

[3.169]

[3.170]

[3.171]

[3.172]

Que es un sistema de 4 ecuaciones con 7 coordenadas lagrangianas (xA, yA, θ, l2, l3,
ϕ2, ϕ3). Como el manipulador tiene 3 gdl hay que especificar el valor de 3 variables; las 
4 restantes se obtienen con las ecuaciones [3.169]-[3.172]. Sin embargo, lo que se busca
es la relación entre las variables de entrada (l1, l2, l3) y las de salida (xA, yA, θ). Para ello,
hay que añadir a las ecuaciones anteriores otras relaciones que incluyan la variable de
entrada l1 que todavía no ha aparecido:

[3.173]

[3.174]

El siguiente paso consiste en la eliminación de las variables pasivas del sistema de
ecuaciones [3.169] y [3.174]. Así, entre [3.173] y [3.174] se elimina ϕ1:

[3.175]

Entre [3.169] y [3.170] se elimina ϕ2:

[3.176]

Y entre [3.171] y [3.172] se elimina ϕ3:

[3.177]

1. Resolución del problema inverso. Los datos de este problema son las variables que
definen la posición de la plataforma (xA, yA, θ ), y las incógnitas son las longitudes de cada

x h
r

y h r lA A+ +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ −

⎛
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⎜
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⎠
⎟ −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =cos θ

π
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3
2sen
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2 2
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2sen
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2 2
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  y lA = 1 1senϕ
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⎛
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uno de los actuadores (l1, l2, l3). En este manipulador, la resolución del problema inverso
es inmediata a partir de las ecuaciones [3.175], [3.176] y [3.177].

2. Resolución del problema de posición directo. Los datos de este problema son las
variables que definen las longitudes de los actuadores (l1, l2, l3) y las incógnitas los pará-
metros que definen la posición de la plataforma (l1, l2, l3).

De [3.175] y [3.176] resulta:

[3.178]

De [3.175] y [3.177] resulta:

[3.179]

En conclusión, el sistema resultante para el problema de posición directo está consti-
tuido por las ecuaciones [3.175], [3.178] y [3.179] que presentan la siguiente forma:

[3.180]

[3.181]

Donde los términos a1, b1, c1, a2, b2 y c2 dependen únicamente de la variable θ. Por
tanto, aplicando Cramer al sistema [3.180] y [3.181] en las variables xA, yA se obtiene:

[3.182]

[3.183]

Llevando [3.182] y [3.183] a la ecuación [3.175] se obtiene una ecuación en senθ y
cosθ. Realizando el cambio:

[3.184]

[3.185]
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Resulta un polinomio en t que da las soluciones del problema de posición directo.
Deshaciendo los cambios para cada una de las soluciones obtenidas, el problema directo que-
da resuelto.

3. Cálculo de velocidades. El sistema no lineal de ecuaciones [3.175], [3.178] y
[3.179] tiene la forma:

[3.186]

Derivando estas ecuaciones respecto del tiempo, reordenando las variables y expresan-
do el resultado en forma matricial queda:

Donde los términos de JS valen:

; ;

;

;

Y la expresión de la matriz JE es:
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[3.188]

Definiendo las velocidades de entrada y resolviendo el sistema lineal de ecuaciones
[3.187], se obtienen de forma directa las componentes de velocidad de la plataforma.

También puede obtenerse un sistema equivalente a [3.187] planteando directamente
las ecuaciones de velocidad de los puntos A, B y C de la plataforma.

4. Análisis de singularidades.

a) Singularidad en el problema inverso. El jacobiano de la matriz JE vale:

[3.189]

Que sólo se anula cuando alguna de las distancias l1, l2, l3 es cero, lo cual es
físicamente imposible.

b) Incremento de la movilidad. La expresión de la matriz jacobiana es:

[3.190]

Puesto que |JE | ≠ 0, el rango de J es 3. De acuerdo con la ecuación [3.154], el
número de gdl para cualquier posición del mecanismo es 3. Por tanto, no existe
este tipo de singularidad.

c) Singularidad en el problema directo. Se trata de obtener la condición por la cual
|JS | se anula. Introduciendo las relaciones:

; ;   ; ;  

;  

en |JS | y realizando una serie de operaciones elementales de filas y columnas
resulta:

[3.191]

La condición |JS| = 0 significa que las tres rectas siguientes:
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CINEMÁTICA DE MECANISMOS. ANÁLISIS Y DISEÑO218



[3.192]

[3.193]

[3.194]

Constituidas con los términos de cada una de las filas de |JS | se cortan en un
punto. La recta [3.192] pasa por los puntos O y A; la recta [3.193] pasa por los
puntos D y B; la recta [3.194] pasa por los puntos E y C. En conclusión, existe una
singularidad en el problema directo si las rectas OA, DB y EC se cortan en punto.

Como muestra analicemos un caso particular de esta condición; por ejemplo,
el caso en que:

[3.195]

Que corresponde a la configuración geométrica de la figura 3.76:

FIGURA 3.76. Caso de singularidad en el problema directo.

En este tipo de singularidad se sabe que las variables de entrada guardan una
determinada relación. Para la posición de la figura 3.76, esta relación se obtiene lle-
vando las condiciones [3.195] al sistema [3.187] particularizado, de donde resulta:

Ejercicios propuestos

1. A partir del posicionamiento de los polos de velocidad del mecanismo de la fi-
gura 3.77, indicar qué elementos se encuentran en posición de bloqueo. Razonar la
respuesta.

  
˙ ˙l l1 2 0+ =

  y yA B= = 0

  − − ⋅ + − ⋅ + − + =( ) ( ) ( )y Y x x X y Y x X yC E C E E C E C 0

  − ⋅ + − ⋅ + =y x x X y y XB B D B D( ) 0

  − ⋅ + ⋅ =y x x yA A 0
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FIGURA 3.77. Mecanismo de barras articuladas.

2. En la figura 3.78 se presenta el diagrama cinemático de un mecanismo de tren de
aterrizaje. Dicho mecanismo es accionado mediante un actuador hidráulico no
representado y que empuja a la deslizadera 2. Se pide:

FIGURA 3.78. Tren de aterrizaje.
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a) Obtener las ecuaciones de posición y las ecuaciones de velocidad del mecanismo
a partir de los parámetros de la figura 3.78, donde s2 es la variable de entrada.

b) El tren de aterrizaje se acciona mediante una fuerza F2 que permite vencer la
fuerza resultante FR de resistencia al aire aplicada sobre el eje de la rueda.
Obténgase la ventaja mecánica del mecanismo. Dibujar las posiciones de los
polos que aparezcan en la expresión de la ventaja mecánica.

c) Obténgase en función de la longitud L, las longitudes l4 y l5 para que las posi-
ciones plegada (θ6 = 150°) y desplegada (θ6 = 90°) del tren de aterrizaje coinci-
dan con las posiciones de bloqueo del mecanismo.

3. Realícese el estudio del diseño de los alicates ajustables de la figura 3.79 desde el
punto de vista de la ventaja mecánica.

FIGURA 3.79. Alicates ajustables.

4. Obténgase para el mecanismo desmodrómico, en la posición representada en la
figura 3.80, las velocidades y aceleraciones de todos los puntos señalados median-
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te los métodos gráficos de análisis cinemático. Se considera que existe rodadura en
los puntos G y B.

FIGURA 3.80. Mecanismo del problema 4.

5. Ídem para los mecanismos de la figura 3.81.

FIGURA 3.81. Mecanismos del problema 5.

6. El diagrama cinemático de la figura 3.82 representa un dispositivo mecánico para la
generación de cargas variables y, por tanto, para inducir vibraciones. El mecanismo
se encuentra en una posición genérica. Aplicando los métodos gráficos de análisis
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cinemático, y para los datos cinemáticos del elemento 2, obtener las velocidades y
aceleraciones de los puntos A y B. Para este problema, el muelle entre los elementos
4 y 6 tiene el único propósito de mantener el cierre de los pares de leva.

FIGURA 3.82. Mecanismo del problema 6.

7. Considérese la máquina con movimiento alternativo horizontal de retorno rápido,
conocida como limadora y representada en la figura 3.83. Sobre el carnero va
montado en uno de sus extremos la herramienta cortante, cuya posición viene defi-
nida por la variable x. El movimiento alternativo viene generado por una manivela
OBB cuya posición angular ϕ define la coordenada generalizada del mecanismo.
Las características geométricas adicionales de la máquina vienen representadas en
el diagrama cinemático de la figura 3.83. Se pide:

FIGURA 3.83. Mecanismo de retorno rápido.
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1) Calcular la carrera (rango de movimiento) de la herramienta en función de los
datos del problema.

2) Resolución del problema de posición del mecanismo: expresar x, y, s y θ en
función de ϕ, y de los datos geométricos.

3) Resolución del problema de velocidades: expresar x
.
, y

.
, s

.
y θ

.
en función de ϕ, x,

y, s y θ, y la velocidad de entrada ϕ
.
.

4) Realizar el análisis de singularidades del mecanismo.
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4.1.  Introducción

Anteriormente (capítulo 1), se establecieron dentro del proceso de síntesis de meca-
nismos dos etapas bien diferenciadas: síntesis estructural y síntesis dimensional (por este
orden). En la primera de ellas se trata de determinar, una vez definida la función objetivo,
qué tipo de mecanismo es el más adecuado para cumplirla: ¿un mecanismo de levas? ¿un
tren de engranajes? ¿un mecanismo de barras? Estas preguntas eran respondidas en una
subetapa dentro de la síntesis estructural denominada síntesis de tipo.

A continuación, pero todavía dentro de la etapa de síntesis estructural, quedan pregun-
tas por responder como: ¿Cuántos elementos debería tener el mecanismo? ¿Cuántos gra-
dos de libertad son requeridos? ¿Qué configuración estructural es la más adecuada? La
obtención de las distintas cadenas cinemáticas con un determinado número de elementos y
un determinado número de grados de libertad constituye la respuesta a estas preguntas 
y es el objeto de la que se denominó síntesis de número en el capítulo 1.

Una vez determinado el mecanismo concreto a utilizar, se inicia la etapa de síntesis
dimensional, cuyo objeto es la determinación de las dimensiones significativas del meca-
nismo para que realice una tarea previamente especificada. Por mecanismo concreto se
entiende: todo aquel que tenga definida su configuración topológica aunque no sus dimen-
siones, como por ejemplo, una biela-manivela, un cuadrilátero articulado o una leva de
rotación con seguidor de pie plano. Son dimensiones significativas: las distancias entre
rótulas, la forma del perfil de una leva, los diámetros, las excentricidades, etc. Es decir, las
dimensiones que definen el comportamiento cinemático del mecanismo, y que en su
momento se denominó geometría esencial. Como se verá, algunos planteamientos de sínte-
sis dimensional parten de las ecuaciones de posición del mecanismo, en las cuales apare-
cen como parámetros a determinar las dimensiones del mismo.

En general, éste es un capítulo con muchas oportunidades para los programas de orde-
nador MECAN4 y BIEMAN, a los que se aludió en el prólogo de este texto por sus capaci-

4
Síntesis dimensional 

de mecanismos planos
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dades en el diseño de mecanismos basados en los bloques cuadrilátero articulado y biela-
manivela.

4.1.1.  Tipos de síntesis dimensional

Dentro de la síntesis dimensional puede establecerse una clasificación basada en el
tipo de tarea que debe cumplir el mecanismo. Así se tiene:

1. Generación de función. Tiene por objeto la obtención de mecanismos que satisfa-
gan una relación funcional prescrita que coordine las características cinemáticas del movi-
miento (desplazamiento, ángulos, velocidades, aceleraciones...) entre las barras de entrada
y de salida.

Se trata de diseñar un mecanismo que, mientras el elemento de entrada se mueva
según la variable x, el de salida lo haga según la función y = f(x), dentro del rango de
movimientos del elemento de entrada: x0 ≤ x ≤ xn+1 (figura 4.1). A veces, la función pres-
crita no puede ser generada exactamente por el mecanismo, o simplemente es suficiente
con que el mecanismo verifique dicha función y = f(x) en un determinado número de pun-
tos, denominados puntos de precisión: P1(x1, y1), P2(x2, y2), ... Pj(xj, yj), ... Pn(xn, yn).

La diferencia entre la función generada y la prescrita recibe el nombre de error estructu-
ral y se representa por E = yg − y. Esta función de error es nula en los puntos de precisión.

FIGURA 4.1. Generación de función.
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Frecuentemente las variables de entrada y salida, en vez de ser magnitudes lineales,
son magnitudes angulares. En la figura 4.2 se representa una coordinación angular entre el
elemento de entrada de longitud ra y el de salida de longitud rb:

FIGURA 4.2. Generación de función con magnitudes angulares.

El subíndice j indica la posición prescrita j del mecanismo; Δϕ, Δx, Δψ, Δy son los
rangos de las variables ϕ, x, ψ, y, respectivamente, en los que se especifica la generación
de función:

Δϕ = ϕn+1 − ϕ0

Δx = xn+1 − x0 [4.1]

Δψ = ψn+1 − ψ0

Δy = yn+1 − y0

Como la relación existente entre las variables lineales y angulares es una relación lineal,
se verificará:

[4.2]

Donde: ϕ0, ψ0, x0, y0 son los valores de las variables a partir de los cuales se refieren
las correspondientes posiciones ϕj, ψj, xj, yj de los puntos de precisión. Dados x0 y xn+1,
pueden obtenerse a través de la función a generar, y0 e yn+1. A continuación, pueden elegir-
se los extremos de los rangos angulares (ϕ0, ϕn+1) y (ψ0, ψn+1) donde ubicar los puntos de
precisión. A veces es más práctico elegir (ϕ0, Δϕ) y (ψ0, Δψ). En resumen, las posiciones
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angulares correspondientes a los puntos de precisión se despejan de la ecuación [4.2],
resultando:

[4.3]

[4.4]

En los diseños es típico elegir Δϕ y Δψ entre 60º y 120º, para que tanto la barra de
entrada como la de salida no tengan que rebasar la línea de articulaciones fijas dentro del
rango en que se desea generar la función.

2. Generación de trayectorias. El objetivo o función a desempeñar consiste en que un
punto de un elemento flotante (figura 4.3) de un mecanismo trace una trayectoria previa-
mente especificada. Si la trayectoria deseada está definida mediante puntos de precisión a
los que, además, se les hace corresponder con una serie de posiciones del elemento de
entrada, a esta síntesis se la denomina generación de trayectorias con restricción del ele-
mento de entrada (figura 4.3).

FIGURA 4.3. Generación de trayectorias.

3. Guiado de sólido rígido. Su objetivo es que un elemento flotante de un mecanis-
mo se sitúe según una secuencia de posiciones preestablecida (figura 4.4). En este caso,
también se da la posibilidad de guiado de sólido rígido con restricción del elemento de
entrada.
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FIGURA 4.4. Guiado de sólido rígido.

4.2.  Síntesis de generación de funciones

El método que va a presentarse para generar la función deseada, hará uso del cuadrilá-
tero articulado como medio de explicación. Sin embargo, es totalmente válido para cual-
quier mecanismo cuya relación entrada-salida puede ser expresada mediante una relación
funcional entre dos variables. Obsérvese que de la afirmación anterior se desprende que
los mecanismos a los que se está aludiendo son desmodrómicos. La relación funcional
puede expresarse de la siguiente manera:

[4.5]

Donde: ϕ y ψ son las variables de entrada y salida respectivamente, y a1, a2, ..., an son
los parámetros dimensionales. En principio, el mecanismo cuya ecuación de posición es
[4.5] puede coordinar hasta n puntos de precisión (ϕi, ψi) para sus variables de entrada y
salida. Sustituyendo cada uno de estos puntos en la ecuación [4.5] se obtienen n ecuacio-
nes con n incógnitas, las variables a1, a2, ..., an que definen las dimensiones del mecanis-
mo. Como se vio en el capítulo 3 estas ecuaciones no son lineales y exigen (en general)
una técnica de resolución numérica.

4.2.1. Relación funcional entrada-salida para un cuadrilátero articulado: 
Ecuación de Freudenstein

Esta ecuación relaciona las posiciones de los elementos de entrada y salida de un cua-
drilátero articulado. Para obtener dicha ecuación se utilizará un procedimiento fácilmente
extrapolable a cualquier tipo de mecanismo. De hecho, al final de este epígrafe se aplicará
también al mecanismo de biela-manivela.

Sea el cuadrilátero articulado de la figura 4.5:

    f a a a1 1 2 0, , , ,… n ϕ ψ( ) =
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FIGURA 4.5. Polígono vectorial de cierre.

La ecuación vectorial de cierre es:

[4.6]

Esta ecuación puede descomponerse según las direcciones x e y:

a cosϕ + c cosθ = d + b cosψ [4.7]

a senϕ + c senθ = b senψ [4.8]

A continuación se elimina θ entre ambas ecuaciones. Para ello se despejan los térmi-
nos en θ en cada ecuación, se elevan al cuadrado ambas y se suman; reordenando y agru-
pando términos se obtiene el siguiente resultado:

c2 = d 2 + b2 + a2 − 2ab cos(ψ − ϕ) − 2ad cosϕ + 2db cosψ [4.9]

Dividiendo la anterior ecuación por 2ab queda:

(d/a) ⋅ cosψ − (d/b)⋅cosϕ + (d2 + b2 + a2 − c2)/2ab = cos(ψ − ϕ) [4.10]

Siendo esta última expresión, la denominada ecuación de Freudenstein. También pue-
de escribirse de la siguiente manera:

K1 cosψ − K2 cosϕ + K3 = cos(ψ − ϕ) [4.11]

Con

K1 = d/a [4.12]

K2 = d/b [4.13]

K3 = (d 2 + b2 + a2 − c2)/2ab [4.14]

De esta forma, la ecuación [4.10] no lineal en las variables de diseño a, b, c, d, se con-
vierte ahora en una ecuación lineal en K1, K2, K3.

Operando de la misma manera, pueden obtenerse las relaciones (ψ, θ) y (ϕ, θ):

  
I I I I
a c b d+ = +
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R1 cosψ − R2 cosθ + R3 = cos(ψ − θ) [4.15]

P1 cosϕ + P2 cosθ − P3 = cos(ϕ − θ) [4.16]

Con

R1 = d/c; R2 = d/b; R3 = (d 2 + c2 + b2 − a2)/2bc [4.17]

P1 = d/c; P2 = d/a; P3 = (d 2 + c2 + a2 − b2)/2ac [4.18]

Siguiendo el mismo procedimiento, pueden obtenerse ecuaciones análogas a la de
Freudenstein en otros mecanismos. Así, para el caso del mecanismo de biela-manivela
representado en la figura 4.6:

FIGURA 4.6. Mecanismo de biela-manivela.

La ecuación de cierre es:

[4.19]

Realizando la descomposición de esta ecuación según abscisas y ordenadas:

r cosϕ + l cosθ = s [4.20]

r senϕ + l senθ = a [4.21]

Operando de forma análoga al caso anterior resulta:

s2 = l 2 − r2 − a2 + 2rs cosϕ + 2ar senϕ [4.22]

Ecuación que puede expresarse de la siguiente manera:

s2 = T1 s cosϕ + T2 senϕ − T3 [4.23]

Donde:

T1= 2r; T2 = 2ar; T3 = r2 + a2 − l 2 [4.24]

  
I I I I
r l s a+ = +
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4.2.2. Síntesis de generación de funciones con tres puntos de precisión

Considérese inicialmente la resolución de este problema por medio de un cuadrilátero
articulado. Se trata de obtener las longitudes de los lados a, b, c, d para tres posicio-
nes dadas: P1(ϕ1, ψ1), P2(ϕ2, ψ2), P3(ϕ3, ψ3). Sustituyendo en la ecuación de Freudenstein
las tres parejas de valores, se obtendrá el siguiente sistema lineal de tres ecuaciones con
tres incógnitas:

K1 cosψ1 − K2 cosϕ1 + K3 = cos(ψ1 − ϕ1)

K1 cosψ2 − K2 cosϕ2 + K3 = cos(ψ2 − ϕ2) [4.25]

K1 cosψ3 − K2 cosϕ3 + K3 = cos(ψ3 − ϕ3)

Puesto en forma matricial:

[4.26]

Este sistema puede ser resuelto mediante la regla de Cramer u otro procedimiento,
obteniéndose los valores de las incógnitas Ki. A partir de estos valores y de las relaciones
[4.12]-[4.14], se obtiene un sistema de tres ecuaciones con cuatro incógnitas (a, b, c, d).
Eligiendo un valor para una de ellas, las otras tres quedan determinadas. El tamaño del
mecanismo depende del valor elegido para el primero de los lados. Sin embargo, la solu-
ción obtenida (K1, K2, K3) es independiente del tamaño del mecanismo ya que todos los
cuadriláteros dimensionalmente semejantes verifican las mismas relaciones angulares. Es
decir, considerando dos soluciones posibles de este problema, (a1, b1, c1, d1) y (a2, b2, c2,
d2), se verifica:

[4.27]

donde λ es el factor de escala entre los dos cuadriláteros.
Nótese que a y b pueden resultar negativos. Cuando esto ocurre, significa que el senti-

do del vector que representa la barra en cuestión es el contrario (figura 4.7).
Hay que realizar otra aclaración. El procedimiento garantiza que el mecanismo pueda

ser ensamblado en las posiciones de diseño P1(ϕ1, ψ1), P2(ϕ2, ψ2), P3(ϕ3, ψ3). Sin embar-
go, puede ocurrir que dichas posiciones pertenezcan a distintas configuraciones. Como se
sabe, si el cuadrilátero cumple el criterio de Grashof, no se puede pasar de una configura-
ción a otra sin desmontar el mecanismo. En este caso, el diseño no sería válido.

Como se indicó en el apartado 4.1, otra relación funcional entrada-salida, distinta de
la que relaciona los ángulos ϕ y ψ, es la que relaciona las longitudes de los arcos descritos
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por los puntos extremos de las barras con punto fijo (figura 4.8). Es decir, la relación y = f(x)
a través de los puntos de precisión P1(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3).

FIGURA 4.8. Relación entre variables lineales en un cuadrilátero articulado.

Las relaciones funcionales y = f(x), ψ = ψ(ϕ) son equivalentes, y puede pasarse de una
a otra a través de las ecuaciones [4.3] y [4.4] que en este caso pueden expresarse de la
siguiente manera:

[4.28]

4.2.3. Generalización para m puntos de precisión

A continuación se va a generalizar este procedimiento para cualquier mecanismo de 
1 gdl. Tal como se indicó en el punto 4.2, para ciertos mecanismos puede obtenerse una
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relación funcional no lineal entre la variable de entrada ϕ y la de salida ψ como la expre-
sada por la ecuación [4.5]. No obstante, en determinadas ocasiones es posible linealizar
dicha ecuación siguiendo un procedimiento análogo al de Freudenstein. Cuando se consi-
gue, la relación funcional entrada-salida puede expresarse en función de m parámetros de
diseño Ki, según la siguiente ecuación:

K1 f1(ϕ, ψ) + K2 f2(ϕ, ψ) + ... + Km fm(ϕ, ψ) = g (ϕ, ψ) [4.29]

O, de forma abreviada,

[4.30]

Dado que hay m parámetros de diseño, puede realizarse una síntesis de generación
de función de hasta m parejas de puntos Pi(ϕi, ψi). En caso de no poder linealizar la
ecuación de posición [4.5], lo único que cambia es el método de resolución del sistema
de ecuaciones.

4.2.4. Selección de los puntos de precisión

En principio, la función deseada y = f(x), y la generada yg = fg (x), sólo coinciden en
los puntos de precisión. La variación del error estructural depende de donde se hayan
colocado los puntos de precisión dentro del rango de variación de la variable x. Se trata,
por tanto, de seleccionar los n puntos de precisión xi dentro del rango Δx, de manera que el
error estructural (E = yg − y) sea minimizado. Puede demostrarse que ello se consigue
mediante “el espaciado óptimo de Chebyshev”, el cual distribuye los puntos de precisión
de acuerdo con la siguiente fórmula:

[4.31]

Siendo (x0, xn+1) los extremos del rango Δx = xn+1 − x0 donde se encuentran los n pun-
tos de precisión xi, tal y como se dispuso en la figura 4.1.

4.2.5. Aumento del número de puntos de precisión

El número de puntos de precisión puede aumentarse introduciendo en la ecuación de
Freudenstein (o en la del mecanismo que se esté utilizando) nuevos parámetros de diseño
que hagan el papel de incógnitas. El problema estriba en que, al aumentar el número de
parámetros en la ecuación, ésta deja de ser lineal, con lo que el procedimiento de cálculo
es más complejo y costoso.
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A modo de ejemplo, se pueden conseguir cinco puntos de precisión, sin más que
introducir como parámetros de diseño los ángulos que definen los inicios de los intervalos
ϕ0 y ψ0 (figura 4.9).

FIGURA 4.9. Aumento del número de puntos de precisión.

Ahora, la ecuación de Freudenstein adopta la forma:

K1cos(Δψ + ψ0) − K2 cos(Δϕ + ϕ0) + K3 = cos(Δψ − Δϕ + ψ0 − ϕ0) [4.32]

Donde los parámetros de diseño son: K1, K2, K3, ϕ0 y ψ0.

Ejemplo de aplicación 4.1. Diseñar un cuadrilátero articulado que genere la función
en el intervalo: .

De acuerdo con los datos del problema, los extremos y el rango de la variable x son:

Utilizando el espaciado de Chebyshev para obtener los puntos de precisión:
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Los correspondientes valores de y son:

Para ubicar las anteriores parejas de puntos en sus correspondientes intervalos angula-
res, inicialmente se eligen los siguientes valores:

A partir de ellos, las coordenadas lineales (xi, yi) de los puntos de precisión se trans-
forman en sus correspondientes coordenadas angulares (ϕi, ψi) mediante las ecuaciones
[4.3] y [4.4]:

Despejando los parámetros de diseño en la ecuación [4.26]:

Adoptando para el elemento fijo d = 10 unidades, el resto de los lados se obtienen de
las ecuaciones [4.12]-[4.14]:

  c = 5 92456, un.
  b = −6 99076, un.

  a = −3 90843, un.
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En la figura 4.10 se representa el mecanismo a escala:

FIGURA 4.10. Cuadrilátero solución del ejemplo 4.1.

4.3.  Síntesis de generación de trayectorias

Inicialmente, se presentará la generación de trayectorias con tramos cuasi-rectilíneos.
Ésta es una aplicación habitual en el diseño de mecanismos, cuyo fundamento se encuentra
en las bases del movimiento plano, expuestas en el capítulo 2. A continuación, se expone
una metodología para construir trayectorias a partir de puntos de precisión. Será estudiada
tanto desde un punto de vista gráfico como analítico. Finalmente, se incluye una propiedad
de los cuadriláteros articulados mediante la que se obtienen los denominados mecanismos
cognados, y que es de gran importancia para obtener distintas alternativas de diseño.

4.3.1.  Generación de tramos cuasi-rectilíneos

En este subapartado se describe la propiedad de un punto del acoplador para generar
trayectorias con tramos aproximadamente rectilíneos, y su aplicación a casos prácticos de
diseño. La demostración completa en torno a esta propiedad exige desarrollos matemáti-
cos complejos que aportan poco conceptualmente, y que podrían desviar la atención del
lector. Por esta razón, no todos ellos han sido incluidos aquí. Un mayor detalle de las
demostraciones matemáticas puede encontrarse en las referencias clásicas (Hall, 1961;
Hain, 1967; Dijskman, 1976).

1. Cúbica de curvatura estacionaria. Este epígrafe podría estar perfectamente ubica-
do dentro del capítulo 2 de geometría cinemática del movimiento plano. Sin embargo, tie-

237SÍNTESIS DIMENSIONAL DE MECANISMOS PLANOS



ne una aplicación muy específica en la síntesis de generación de trayectorias. En dicho
capítulo se explicó la forma de obtener radios de curvatura de puntos del plano móvil a
partir de la fórmula de Euler-Savary o del teorema de Hartmann. El conocimiento del
radio de curvatura permite obtener la circunferencia osculadora de la trayectoria del punto
considerado. Ya se estudió cómo una curva y su circunferencia osculadora poseían un con-
tacto de segundo orden (igualdad hasta la segunda derivada), lo cual supone tres puntos de
contacto infinitamente próximos. La búsqueda de un contacto de orden superior (cuatro o
más puntos de contacto), entre la trayectoria de un punto y su circunferencia osculadora
conduce hacia aquellos puntos de la trayectoria en los que su radio de curvatura es estacio-
nario para una posición dada. Es decir,

[4.33]

El lugar geométrico de los puntos del plano móvil que cumplen esta propiedad es una
curva que recibe el nombre de cúbica de curvatura estacionaria (c.c.e.), dado que, como
se verá, es un polinomio de grado tres.

Puede demostrarse que dicho lugar geométrico puesto en coordenadas polares, según
la referencia (ya utilizada en el capítulo 2) de la figura 4.11, tiene la expresión:

[4.34]

donde A y B son dos parámetros que dependen de la geometría del movimiento, y que
adquieren un valor concreto para una determinada posición del plano móvil.

FIGURA 4.11. Sistema de referencia de la c.c.e.
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En coordenadas cartesianas:

[4.35]

[4.36]

De [4.36] se deduce que dicha curva algebraica es una cúbica. Utilizando las coorde-
nadas paramétricas α y β, se obtiene otra interesante forma de representar esta curva:

[4.37]

[4.38]

Que sustituyendo en [4.36] da lugar a la recta:

[4.39]

Las ecuaciones [4.37] y [4.38] representan dos haces de circunferencias de diámetros
α y β sobre los ejes x e y, respectivamente:

[4.40]

[4.41]

A partir de la cúbica en coordenadas paramétricas, ecuaciones [4.37]-[4.39], se va a
describir un procedimiento gráfico para obtener puntos de la cúbica.

Se toma un punto cualquiera v de la recta [4.39] de coordenadas (αv, βv). Los valores
de estos parámetros se llevan a las circunferencias [4.40] y [4.41]. Estas circunferencias
intersectan en puntos de la cúbica. En la figura 4.12 puede verse dicha construcción gráfi-
ca. En realidad, basta trazar la línea ZT

⎯⎯
y en la intersección con la recta perpendicular a la

misma que pasa por el polo P, se encontrará el punto V(xV, yV) de la cúbica. En efecto, al
ser PZ

⎯⎯
y PT

⎯⎯
diámetros de las circunferencias, V ve bajo un ángulo de 90º a PZ

⎯⎯
y PT

⎯⎯
, lue-

go VZ
⎯⎯

y VT
⎯⎯

están alineados.
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FIGURA 4.12. Obtención de puntos de la c.c.e.

2. Cúbica de centros de curvatura estacionarios. Los centros de curvatura de aquellos
puntos que poseen curvatura estacionaria constituyen, asimismo, un lugar geométrico
estacionario. Dicho lugar geométrico puede determinarse a partir de las ecuaciones de la
cúbica estacionaria [4.34] y de la fórmula de Euler-Savary [2.44] que aquí se reproduce:

Ésta es una ecuación algebraica en la que los términos con (*) tienen un módulo y un
signo que depende de su orientación. En concreto, se asumió el criterio de adoptar PA*⎯⎯

siempre positivo, y OAP
⎯⎯⎯* positivo si coincide con el sentido de PA*⎯⎯

y negativo en caso con-
trario. Para la situación representada en la figura 4.11, el segmento orientado PA*⎯⎯

es igual
a la coordenada polar r y OAP

⎯⎯⎯* es un segmento positivo que se puede escribir OAP
⎯⎯⎯* = r−.

Sustituyendo estos valores en la fórmula de Euler-Savary, queda:

[4.42]

Llevando [4.34] a [4.42] resulta:

[4.43]
1 1 1 1

r A B
+

⋅
+

⋅
=

⋅cos *θ θ δ θsen sen

1 1 1

r r
+ =

⋅δ θ* sen

  

1 1 1

O P PAA

* * *
+

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⋅ =senθ

δ
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La posición de OA viene definida por las coordenadas polares r– y θ– (ver figura 4.11).
Teniendo en cuenta que, en este caso, θ– = θ + π, queda:

[4.44]

Donde:

[4.45]

Se puede comprobar que a esta ecuación [4.44] se llega, igualmente, en el caso de que
OAP
⎯⎯⎯* esté orientado en sentido contrario a PA*⎯⎯

.
La ecuación [4.44] es similar a la ecuación [4.34], siendo la única diferencia el coefi-

ciente B
–
. Es también una cúbica que se denomina cúbica de centros de curvatura estacio-

narios (c.c.c.e.). Para la obtención de puntos de esta curva puede realizarse la misma
construcción que se explicó anteriormente para la obtención de puntos de la c.c.e. En la
figura 4.13 se muestra una construcción gráfica en la que se indica cómo obtener el centro
de curvatura de un determinado punto de la cúbica de curvatura estacionaria.

FIGURA 4.13. Obtención de puntos de la c.c.c.e.

La intersección de vP
—

con NL
—

da lugar al punto v0 cuyas coordenadas paramétricas
definen las coordenadas cartesianas del centro de curvatura OV. Esto es debido a que, por
ser paralelas las diagonales principales de los rectángulos, éstos son semejantes, y por tan-
to sus diagonales secundarias son coincidentes. A partir de v0 y aplicando la construcción
de la figura 4.12, se obtiene OV.

  

1 1 1

B B
= −

δ*

  

1 1 1

r A B
=

⋅
+

⋅cosθ θsen
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3. Propiedades de las cúbicas. Ambas curvas poseen las mismas propiedades ya que
la forma de sus ecuaciones es la misma. Sus propiedades más importantes son:

1. Poseen un punto doble en el polo P cuyas tangentes son precisamente los ejes
coordenados.

2. Cada cúbica posee una asíntota. En efecto, si se expresa la curva en polares y se
hace tender r hacia infinito se obtiene:

En conclusión:

Pendiente de la c.c.e: [4.46]

Pendiente de la c.c.c.e: [4.47]

La figura 4.14 muestra la c.c.e. y la c.c.c.e correspondientes a una posición concreta
del plano acoplador de un cuadrilátero articulado:

FIGURA 4.14. Cúbicas.

tgθ = −
A

B

  
tgθ = −

A

B

tgθ = −
A

B
0

1 1
= + →

A Bcosθ θsen
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4.  Punto de Ball. Hay un punto de la c.c.e. que presenta un especial interés práctico.
Es aquel punto cuya curvatura no sólo es estacionaria, sino que además es nula. Dicho
punto se conoce con el nombre de punto de Ball y está situado en la intersección de la
c.c.e. con la circunferencia de las inflexiones.

El punto de Ball, K, tiene su centro de curvatura en el infinito, y por lo tanto, la nor-
mal a la trayectoria de dicho punto, recta PK

⎯⎯
, es la asíntota de la c.c.c.e. Así pues, una for-

ma sencilla de obtener el punto de Ball consiste en obtener la intersección de una recta
que pasando por P es paralela a la asíntota de la c.c.c.e., y la circunferencia de las infle-
xiones (figura 4.15). Como no existe más que una dirección asintótica, sólo existe un pun-
to de Ball.

FIGURA 4.15. Obtención del punto de Ball.

A continuación se presenta un procedimiento gráfico (figura 4.16) para la obtención
del punto de Ball en el plano acoplador de un cuadrilátero articulado:

1. Las articulaciones móviles A y B son puntos de la c.c.e. y sus correspondientes
centros de curvatura OA y OB son puntos de la c.c.c.e.

2. A partir de estas dos parejas de puntos conjugados se obtiene la circunferencia de
las inflexiones.

3. A partir de OA y OB se obtienen dos puntos a0 y b0 de la recta en coordenadas para-

métricas, cuya pendiente es .

4. Trazamos una recta perpendicular a la anterior por el polo P. Su pendiente será, por

tanto, .

5. Una recta simétrica a la anterior respecto de la tangente polar tiene por pendiente 

, justo la misma que la asíntota de la c.c.c.e. La intersección de esta recta con 

la circunferencia de las inflexiones da lugar al punto de Ball, K.

De la trayectoria de un punto de Ball puede esperarse un tramo cuasi-rectilíneo. Esto
es debido a que, en general, las trayectorias cambian su curvatura siguiendo una transición

−
A

B

 

A

B

 
−

B

A
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suave. En la práctica, es probable que en las cercanías del punto de Ball se tengan grandes
radios de curvatura. 

FIGURA 4.16. Método gráfico para la obtención del punto de Ball.

En la figura 4.17 se representa la posición de un punto de Ball en el acoplador de un
cuadrilátero articulado. Puede comprobarse que se encuentra ubicado en la intersección de
la circunferencia de las inflexiones y la c.c.e.

A continuación se representa la trayectoria generada por el anterior punto de Ball de la
figura 4.17 que como puede observarse posee un tramo cuasi-rectilíneo (figura 4.18).

5. Posición cicloidal. Aplicaciones prácticas. El diseño de un mecanismo queda
extraordinariamente simplificado cuando alguna de las cúbicas (o las dos) degeneran en
el producto de una circunferencia por una recta. Estas degeneraciones ocurren, en gene-
ral, en posiciones particulares del mecanismo que pueden producirse varias veces a lo lar-
go de un ciclo del movimiento. Concretamente, existe una posición del plano móvil,
denominada posición cicloidal, en que las dos cúbicas degeneran. Un plano móvil pasa
por una posición cicloidal cuando el diámetro de la circunferencia de las inflexiones
permanece estacionario en dicha posición. Esta denominación tiene su origen en la analo-
gía existente con el movimiento cicloidal, en el que por ser las polodias circunferencias,
el valor de δ es constante para todo el movimiento.

δ
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FIGURA 4.17. Posición de un punto de Ball.

FIGURA 4.18. Trayectoria con tramo cuasi-recto de un punto de Ball.

Puede demostrarse que la estacionariedad de δ implica:

[4.48]
  

1
0

A
=
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Despejando de la ecuación de la cúbica resulta:

[4.49]

Las soluciones de la ecuación [4.49] son:

[4.50]
[4.51]

La ecuación [4.50] implica , que es la normal polar. La ecuación [4.51] repre-

senta una circunferencia de diámetro B, tangente a la tangente polar en el CIR.
De igual manera, la c.c.c.e. degenera en la normal polar y en una circunferencia,

r– = B
–
⋅ senθ–, tangente a la tangente polar en el CIR. Así pues, en la posición cicloidal, B, B

–

y δ * son los diámetros de tres circunferencias tangentes en el CIR. En este caso, la direc-
ción de la asíntota a la c.c.c.e. tiene por pendiente ±∞, es decir, la dirección de la normal
polar, por lo que el punto de Ball coincide con el polo de inflexiones I. Este hecho simpli-
fica notablemente el diseño de un cuadrilátero articulado con un tramo aproximadamente
rectilíneo. Un ejemplo es el caso de las grúas portuarias (figura 4.19), muy utilizadas en los
muelles para la carga y descarga de barcos. En la figura 4.20 se muestra su construcción
cinemática en una posición cicloidal. La trayectoria del punto de acoplador posee un tramo
aproximadamente recto, cuyos extremos definen el rango de movimientos de la grúa.

FIGURA 4.19. Grúa portuaria.
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2

r B= ⋅ senθ
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FIGURA 4.20. Construcción cinemática de una grúa portuaria.

A continuación se indica la metodología para obtener un cuadrilátero articulado en
posición cicloidal (figura 4.21):

1. Se construye un cuadrilátero articulado cualquiera ORRSOS de forma que su aco-
plador RS

⎯⎯⎯
sea paralelo al elemento fijo OR

⎯⎯⎯⎯
OS. Esto es condición suficiente para que

dicho cuadrilátero se encuentre en posición cicloidal.
2. Las circunferencias que pasan por P, R y S de diámetro B, y por P, OR y OS de diá-

metro B
–
, son la c.c.e. y la c.c.c.e, respectivamente (sin olvidar que la normal polar

también forma parte ellas). Dichas circunferencias son tangentes entre sí, y a la
tangente polar en el polo.

3. Utilizando la ecuación [4.45] se obtiene el diámetro de la circunferencia de las
inflexiones. Alternativamente, puede obtenerse algún punto de la misma mediante
alguna de las construcciones gráficas vistas en el capítulo 2. La punta de la grúa se
situará en el polo de inflexiones que, en la posición cicloidal, coincide con el punto
de Ball.

En efecto:

1. A partir de R, S, OR y OS se obtiene el polo P.
2. Por P se traza una paralela a RS

⎯⎯⎯
, obteniéndose el eje de colineación E.C.
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FIGURA 4.21. Cuadrilátero articulado en posición cicloidal.

3. Aplicando el teorema de Bobillier se obtienen la tangente (tp) y la normal polar (np).
4. Las circunferencias PRS y POROS son tangentes en el polo a la tangente polar ya

que el ángulo PRS (de valor α por alternos internos) es igual al ángulo tpPS, por 
lo que abarcan el mismo arco de circunferencia PS. El mismo razonamiento se
puede hacer con la otra circunferencia.

5. Las intersecciones de la normal polar con las dos circunferencias serán, respectiva-
mente, Z y OZ.

6. Con R, S, tp y np se hace la construcción correspondiente al cálculo de los parámetros
A y B de la cúbica. Se observa que las normales a PR

⎯⎯
y PS

⎯⎯
pasan por Z. Luego rs–

será paralelo a tp, lo que implica que A = ∞, es decir, se encuentra en posición
cicloidal. Además PZ

⎯⎯⎯
= B.

7. Con OR, OS, tp y np se hace la misma construcción obteniendo A = ∞ y POZ

⎯⎯⎯
= B

–
.

Otros casos particulares de posiciones cicloidales del cuadrilátero articulado son los
mecanismos de Roberts y de Chebyshev (figura 4.22).

4.3.2. Curvas de acoplador del cuadrilátero articulado: posibilidades 
y limitaciones en la síntesis de generación de trayectorias

Antes de aplicar cualquier procedimiento a un mecanismo para que genere una deter-
minada trayectoria es necesario conocer las capacidades que el mismo posee para ello. El
principal mecanismo que va a utilizarse en la generación de trayectorias es el cuadrilátero
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articulado, de ahí la necesidad de estudiar sus curvas de acoplador. El análisis de esta cur-
va puede hacerse a partir de la expresión analítica de la trayectoria de un punto genérico
P(x, y) de su acoplador (figura 4.23).

FIGURA 4.23. Obtención de la ecuación de la curva de acoplador.
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FIGURA 4.22. Mecanismos de Roberts (a) y Chebyshev (b).
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Las coordenadas de las articulaciones móviles A(xA, yA) y B(xB, yB) pueden expresarse:

[4.52]

[4.53]

[4.54]

[4.55]

Las trayectorias de A y B son dos circunferencias:

[4.56]

[4.57]

Sustituyendo [4.52] y [4.53] en [4.56], y [4.54] [4.55] en [4.57], resulta:

[4.58]

[4.59]

Desarrollando y posteriormente reordenado las ecuaciones [4.58] y [4.59], queda:

[4.60]

[4.61]

Donde:

[4.62]

[4.63]

[4.64]

[4.65]

[4.66]

[4.67]

Mediante la regla de Cramer se despeja cos(α + θ) y sen(α + θ) en el sistema [4.60]
[4.61]. Después, aplicando la identidad cos2(α + θ) + sen2(α + θ) = 1, se consigue elimi-
nar (α + θ ) quedando:

[4.68]  U V W2 2 2+ =

  N x d y f b= − + + −( )2 2 2 2

  M x y e a= + + −2 2 2 2

  D f y x d= − −( ( ) )cos senγ γ

  C f y x d= + −( ( ) cos )sen γ γ

 B ey=

 A ex=

  2 2C D Ncos ( ) ( )α θ α θ+ + + =sen

  2 2A B Mcos ( ) ( )α θ α θ+ + + =sen

  ( cos ( ) ) ( ( ))x f d y f b− + + − + − + + =α θ γ α θ γ2 2 2sen

  ( cos ( )) ( ( ))x e y e a− + + − + =α θ α θ2 2 2sen

  ( )x d y bB B− + =2 2 2

  x y aA A
2 2 2+ =

  y y fB = − + +sen ( )α θ γ

  x x fB = − + +cos ( )α θ γ

  y y eA = − +sen ( )α θ

  x x eA = − +cos ( )α θ
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Que es la ecuación de la curva de acoplador en la denominada forma de Roberts, y
donde:

[4.69]

[4.70]

[4.71]

U y V son funciones de grado 3 y W es de grado 2. Por tanto, de la ecuación [4.68] se
deduce que la curva de acoplador es de orden seis o séxtica; concretamente, es una séxtica
tricircular. Esto quiere decir que contiene a los puntos circulares o cíclicos I y J triplemen-
te. Los puntos circulares son puntos imaginarios del infinito que pertenecen a todas las
circunferencias del plano (Hunt, 1978).

Si se analiza el corte de una circunferencia con esta curva de acoplador, de acuerdo
con el teorema de Bézout, se obtienen: 2 × 6 = 12 puntos de intersección. Seis de ellos
corresponden a los puntos cíclicos (por ser triples). Por tanto, sólo un máximo de seis per-
tenecen al campo real. Por esta razón, no se puede imponer una síntesis de generación de
trayectorias con más de seis puntos de precisión sobre una circunferencia.

Análogamente, la intersección de una recta con esta curva de acoplador da lugar,
según el teorema de Bézout, a 1 × 6 = 6 puntos de corte. Por tanto, no se puede imponer
una síntesis con más de seis puntos de precisión alineados.

En ambos casos, aunque por distintas razones, se produce la misma limitación en las
curvas de acoplador del cuadrilátero articulado: no pueden especificarse más de seis pun-
tos de precisión en línea recta o sobre una circunferencia. 

Una vez definido el punto del mecanismo que tiene que generar la trayectoria, hay que
analizar la capacidad que el mecanismo posee para pasar por los puntos de precisión, y averi-
guar el número máximo de puntos de precisión que el diseñador puede exigir al mecanismo.
De acuerdo con el sistema de referencia utilizado en la figura 4.23, la familia de curvas de
acoplador depende de seis parámetros: a, b, c, d, e, f (γ es función de c, e, f). En un sistema de
referencia más general (figura 4.24), la ecuación que define la posición del punto de acopla-
dor P(x, y) puede expresarse en función de nueve parámetros (los anteriores más xA0

, yA0
, λ):

[4.72]

De esta ecuación a la dada en [4.68] puede pasarse sin más que aplicar una simple
transformación de coordenadas (giro más traslación). Evidentemente, podrían haberse uti-
lizado otros parámetros diferentes, aunque equivalentes, a los de la figura 4.24.

  
f x y x y a b c d e fA A, , , , , , , , , ,

0 0
0λ( ) =

W
A B

C D
ef d y x x d y= = − − +2 2 2( ( ( ) )cos ) senγ γ

  

V
M B

N D

f y x d x y e a ey x d y f b

= =

− − + + − − − + + −( ( ) )( ) (( ) )cos senγ γ 2 2 2 2 2 2 2 2

U
A M

C N

ex x d y f b f y x d x y e a

= =

− + + − − + − + + −(( ) ) ( ( ) )( )2 2 2 2 2 2 2 2sen cosγ γ
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FIGURA 4.24. Parámetros de diseño en la curva de acoplador de un cuadrilátero articulado.

El número máximo de puntos de precisión coincide con el número de parámetros de
diseño: nueve en este caso. El proceso se desarrolla sustituyendo las coordenadas de los
nueve puntos de precisión en la ecuación [4.72]. De esta manera se obtiene un sistema no
lineal de nueve ecuaciones con nueve incógnitas: xA0

, yA0
, λ, a, b, c, d, e, f. De las múltiples

soluciones de este sistema no lineal, algunas no serán admisibles por resultar alguno de
los parámetros con valor imaginario y/o infinito; otras, simplemente, por no ajustarse a las
condiciones reales de diseño.

En la siguiente tabla (figura 4.25) se representan las posibles relaciones de diseño en
un cuadrilátero articulado:

FIGURA 4.25. Relación entre puntos de precisión y parámetros de diseño.

En dicha tabla se observa que, si se especifican nueve puntos de precisión en la tra-
yectoria del punto de acoplador, resulta un sistema definido con un número finito de posi-
bles soluciones. En cualquier otro caso, la elección de parámetros de diseño abre la posibi-
lidad de, en teoría, infinitas soluciones.
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4.3.3. Método analítico para la generación de trayectorias con puntos de precisión

A continuación, se va a plantear para el cuadrilátero articulado un procedimiento ana-
lítico basado en la técnica de los números complejos. Como se verá, resulta de aplicación
sencilla y eficaz en la síntesis con tres puntos de precisión.

Sea (OXY) la referencia fija; sean r1
→ y rj

→ los vectores de posición de los puntos de
precisión P1 y Pj (con j = 2, 3) respectivamente; z→A0

,  z→B0
,  z→a,  z

→
b,  z

→
e y  z→f los vectores que

definen de una forma relativa las posiciones de las articulaciones en la posición de partida
del mecanismo; δ

→

1j el vector de posición del punto Pj respecto de P1; y sean ϕ1j, θ1j y ψ1j

los ángulos girados por los vectores  z→a,  z
→

e (o  z→f) y  z→b respectivamente, desde la posición
1 a la j, todo ello de acuerdo con la figura 4.26.

FIGURA 4.26. Paso de la posición 1 a la posición j.

Las ecuaciones de posición del punto P1 del acoplador pueden escribirse de las dos
siguientes maneras:

[4.73]

[4.74]

Cuando P1 pasa a ocupar la posición Pj, el vector complejo z→a pasa a ser z→a ⋅ eiϕ1j, ya
que el módulo no ha variado y únicamente ha girado un ángulo ϕ1j. Análogamente, z→b

pasa a valer z→b ⋅ eiψ1j después del giro. Los vectores complejos z→e y z→f giran ambos el mis-
mo ángulo θ1j por pertenecer al mismo sólido rígido. Por tanto, las ecuaciones de posición
del punto P del acoplador en la posición j son:

   
I I I I I
r z z z zA B b f1

0 0
= + + +

   
I I I I
r z z zA a e1

0
= + +
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[4.75]

[4.76]

Restando miembro a miembro la ecuación [4.75] de la [4.77] y la [4.76] de la [4.78],
resulta:

[4.77]

[4.78]

Para j = 2 y j = 3, las ecuaciones [4.77] y [4.78] se convierten en:

[4.79]

[4.80]

[4.81]

[4.82]

Agrupando las ecuaciones [4.79] y [4.81], de un lado, y [4.80] y [4.82], de otro, se
obtienen dos sistemas de ecuaciones en los que los vectores δ

→

12 y δ
→

13 son conocidos, pues
dependen directamente de las coordenadas de los puntos P1, P2 y P3.

Puesto que la síntesis es de tres puntos de precisión, de acuerdo con la tabla de la
figura 4.25, se podrán especificar los valores de seis parámetros. En concreto, eligiendo
los valores de ϕ12, ϕ13, ψ12, ψ13, θ12 y θ13, y resolviendo por la regla de Cramer el sistema
[4.79]-[4.81] se obtiene:

[4.83]

[4.84]

Haciendo lo mismo con el sistema [4.80]-[4.82] se obtiene:

 

I

I
I

z

e

e

e e

e e

e

i

i

i i

i i

=

−

−

− −

− −

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

ϕ

ϕ

ϕ θ

ϕ θ

δ

δ

12

13

12 12

13 13

1

1

1 1

1 1

12

13

 

I

I
I

z

e

e

e e

e e

a

i

i

i i

i i

=

−

−

− −

− −

δ

δ

θ

θ

ϕ θ

ϕ θ

12

13

12

13

12 12

13 13

1

1

1 1

1 1

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

   
I I I
δ ψ θ

13
13 131 1= ⋅ − + ⋅ −z e z eb

i
f

i( ) ( )

   
I I I
δ ϕ θ

13
13 131 1= ⋅ − + ⋅ −z e z ea

i
e

i( ) ( )

   
I I I
δ ψ θ

12
12 121 1= ⋅ − + ⋅ −z e z eb

i
f

i( ) ( )

   
I I I
δ ϕ θ

12
12 121 1= ⋅ − + ⋅ −z e z ea

i
e

i( ) ( )

   
I I I I I
δ ψ θ

1 1
1 11 1j j b

i
f

ir r z e z ej j= − = ⋅ − + ⋅ −( ) ( )

   
I I I I I
δ ϕ θ

1 1
1 11 1j j a

i
e

ir r z e z ej j= − = ⋅ − + ⋅ −( ) ( )

   
I I I I I
r z z z e z ej A B b

i
f

ij j= + + ⋅ + ⋅
0 0

1 1ψ θ

   
I I I I
r z z e z ej A a

i
e

ij j= + ⋅ + ⋅
0

1 1ϕ θ
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[4.85]

[4.86]

Finalmente, los vectores z→A0
y z→B0

que definen la posición de las articulaciones fijas se
obtienen de las ecuaciones [4.73] y [4.74], respectivamente.

4.3.4. Métodos gráficos para la generación de trayectorias con puntos de precisión

Los métodos que van a describirse en este apartado son de aplicación exclusiva al cua-
drilátero articulado. Todos ellos están basados en el denominado concepto de la inversión
que se expone a continuación.

Sea el cuadrilátero articulado de la figura 4.27 en dos posiciones. Para un observador
solidario al acoplador las articulaciones A1 y B1 son fijas, mientras que, por ejemplo, la articu-
lación B0 se mueve respecto de él según una rotación alrededor de B1. Supóngase que se posi-
ciona el punto B′0 de forma que el triángulo A1P1B′0 sea igual al triángulo A2 P2 B0. El punto B′0
se encontrará sobre la circunferencia de radio B1B0 ya que, en realidad, lo que se ha hecho es
dibujar la posición de B0 respecto a un observador situado en el acoplador A1B1.

FIGURA 4.27. Concepto de la inversión.

 

I

I
I

z

e

e

e e

e e

f

i

i

i i

i i
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−

−

− −

− −

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

ψ

ψ

ψ θ

ψ θ

δ

δ

12

13

12 12

13 13

1

1

1 1

1 1

12

13

   

I

I
I

z

e

e

e e

e e

b

i

i

i i

i i

=

−

−

− −

− −

δ

δ

θ

θ

ψ θ

ψ θ

12

13

12

13

12 12

13 13

1

1

1 1

1 1

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
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Repitiendo este razonamiento para otra posición se obtendrá otro punto B0′′ de manera
que B1 sea el centro de la circunferencia que pasa por B0, B′0 y B0′′.

1. Tres puntos de precisión. Sean P1, P2 y P3 los tres puntos de precisión por los que
se desea que pase el punto P del acoplador. Se adoptarán como datos de partida las posi-
ciones de las articulaciones fijas A0 y B0, la longitud a (A0 A) de la manivela y la longitud
e (AP) del acoplador (total seis parámetros). Se procede entonces del siguiente modo
(figura 4.28):

1. Con centro en A0, se traza una circunferencia de radio a.
2. Con centro en P1, P2 y P3, y radio e, se trazan tres arcos de circunferencia que se

cortan con la anterior circunferencia en tres puntos A1, A2 y A3. 
3. Se construyen los triángulos A1P1B′0 y A1P1B0′′ iguales a A2 P2 B0 y a A3 P3 B0 respecti-

vamente, obteniendo los puntos B′0 y B0′′.
4. Se obtiene el centro de la circunferencia que pasa por los puntos B0, B′0 y B0′′, que es

la articulación móvil B en la posición 1: B1.

FIGURA 4.28. Tres puntos de precisión.

En la figura 4.28 (parte superior izquierda) también aparece una solución obtenida
con MECAN4.
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2. Cuatro puntos de precisión. Este caso es una variante del anterior. El procedimiento
hará uso tanto del concepto de la inversión como de otro denominado reducción de posi-
ciones, y que permite incrementar el número de puntos de precisión.

Sean P1, P2, P3 y P4 los cuatro puntos de precisión. Se eligen como datos: la posición
de las articulaciones fijas A0 y B0 y la longitud e (AP) del acoplador (total cinco paráme-
tros). Los pasos a seguir son los siguientes (figura 4.29):

1. Se posiciona el punto B0 en cualquiera de las seis posibles mediatrices a los puntos
P1, P2, P3 y P4; por ejemplo, en la correspondiente al segmento P1P4. La idea del
concepto reducción de posiciones es hacer que B0 sea el centro de rotación de las
posiciones 1 y 4 del plano acoplador.

FIGURA 4.29. Cuatro puntos de precisión.

2. Con centro en B0 y radio arbitrario, se traza un arco de circunferencia.
3. Con centro en P1 y P4 y radio e (valor supuesto) se trazan dos arcos que cortan al

anterior en los puntos A1 y A4.
4. Se traza la mediatriz al segmento A1 A4. Evidentemente, esta mediatriz pasa por B0.

Sobre la misma se posiciona A0, quedando definida, por tanto, la longitud a (A0 A)
de la manivela.

5. Mediante la intersección de la circunferencia trazada con centro en A0 y radio 
a (A0A) y los arcos trazados con radio e (AP) y centros P2 y P3, se determinan las
posiciones A2 y A3.
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6. Se construyen los triángulos A1P1B′0 y A1P1B0′′ iguales a A2 P2 B0 y a A3P3B0 respec-
tivamente, obteniendo los puntos B′0 y  B0′′.

7. Se obtiene el centro de la circunferencia que pasa por los puntos B0, B′0 y B0′′. Este
centro es el punto B1 correspondiente a la articulación B en la posición 1.

La importancia del procedimiento estriba en haber situado la posición de B0 en la
intersección de las mediatrices a los segmentos A1A4 y P1P4. De esta manera, B0 coincide
con el centro de rotación P14 de las posiciones 1 y 4 del acoplador. Por tanto, si se obtiene
B0′′′ construyendo el triángulo A1P1B0′′′ igual al triángulo A4 P4 B0, se encontrará que ocupa
la misma posición que B0. En resumen, se ha conseguido pasar de cuatro puntos B0, B′0, B0′′
y B0′′′ a tres, B0 ≡ B0′′′, B′0 y B0′′, con lo que ahora queda ya unívocamente definido el centro
B1 de la circunferencia.

En la figura 4.29 (parte inferior izquierda) también aparece una solución dada por
MECAN4.

3. Cinco puntos de precisión. Este método puede aplicarse también a la síntesis de
cinco puntos de precisión. En este caso sería necesario reducir dos posiciones. En la figu-
ra 4.30 se presenta un ejemplo con 5 puntos de precisión según la secuencia ordenada P1,
P2, P3, P4 y P5, realizado con el programa MECAN4.

FIGURA 4.30. Generación de trayectorias con 5 puntos de precisión.

4.3.5. Errores de orden y de rama

Los errores de orden y de rama aparecen en todos los tipos de síntesis: generación de
función, de trayectorias y de guiado de sólido rígido (que se verá al final del capítulo).
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Para el lector será mucho más fácil entender estos dos defectos si se explican aquí, para el
caso particular de la generación de trayectorias con puntos de precisión.

El error de orden se comete cuando la solución alcanzada incumple la secuencia orde-
nada de puntos de precisión impuesta por la síntesis. Por ejemplo, la solución dada al pro-
blema de la figura 4.30 no comete error de orden, ya que sigue la secuencia impuesta: P1,
P2, P3, P4 y P5. En la figura 4.31a se presenta otra solución al problema anterior, que tampoco
comete error de orden, aunque puede ser una solución menos óptima ya que el paso del
punto P4 al P5 se hace mediante un bucle excesivamente largo. Sin embargo, la solución
dada al mismo problema en la figura 4.31b, sí comete error de orden, ya que sigue una
secuencia distinta (P1, P3, P5, P4 y P2) a la impuesta en la síntesis.

FIGURA 4.31. Soluciones sin (a) y con (b) error de orden, dibujadas a distinta escala.

El error de rama o de circuito se comete cuando la trayectoria de la solución alcanzada
está compuesta por más de un circuito, y los puntos de precisión se encuentran repartidos
entre dichos circuitos. Como se sabe, a cada circuito le corresponde una configuración
distinta del mecanismo, no pudiendo pasar de una a otra sin desmontarlo. Por ello, en la
práctica, el mecanismo sólo puede pasar por los puntos de precisión que se encuentran en
el circuito correspondiente a la configuración geométrica en la que se encuentra. En la
figura 4.32 se presenta otra solución al problema de la figura 4.30, que como puede obser-
varse tiene defecto de rama. En ella aparecen las dos configuraciones del cuadrilátero ar-
ticulado. El circuito correspondiente a la configuración abierta contiene a los puntos P1,
P2 y P3. Mientras que el circuito correspondiente a la configuración cruzada contiene a los
puntos P4 y P5.
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FIGURA 4.32. Solución con error de rama.

Finalmente, hay que indicar que tanto el defecto de orden como el de rama son inevi-
tables. Lo único que puede hacerse es intentar la búsqueda de otras soluciones de entre las
múltiples que tiene la síntesis.

4.3.6. Mecanismos cognados, teorema de Roberts-Chebyshev

Se conocen como mecanismos cognados o emparentados a aquellos que realizan la
misma función; por ejemplo: generar la misma relación funcional entre el ángulo de entra-
da y el de salida, la misma trayectoria, el mismo guiado de un sólido, etc.

Los mecanismos cognados constituyen interesantes alternativas de diseño capaces
de sustituir al mecanismo original. Por ejemplo, cuando al final de un proceso de diseño
se ha obtenido un determinado mecanismo, puede ocurrir que los índices que miden la
calidad de su movimiento (ángulo de transmisión, relación de longitudes entre barras, etc.)
no sean admisibles. Sin embargo, estos índices pueden ser aceptables en alguno de sus
cognados.

Inicialmente este término fue aplicado a los mecanismos de cuatro barras que se
obtienen mediante la aplicación del teorema de Roberts-Chebyshev. Dicho teorema 
se enuncia de la siguiente manera: “existen tres cuadriláteros articulados diferentes que
trazan la misma curva de acoplador”. Fue descubierto casi simultáneamente, pero de for-
ma independiente, por Roberts (1875) y por Chebyshev (1878), de ahí el nombre.

La construcción geométrica que, a partir de uno de ellos, lleva a los otros dos se des-
cribe a continuación. Sea el cuadrilátero articulado de la figura 4.33.
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FIGURA 4.33. Cuadrilátero articulado.

A partir de él se construirá el mecanismo articulado de diez barras (representado en la
figura 4.34) de acuerdo con los siguientes pasos:

1. Las barras A′P y A0A′ son iguales y paralelas a A0 A y AP, respectivamente.
2. Las barras B′P y B0B′ son iguales y paralelas a B0 B y BP, respectivamente.
3. El triángulo PA′C′ es semejante al BAP.
4. El triángulo B′PC ′′ es semejante al BAP.
5. Las barras C′C0 y C0C ′′ son iguales y paralelas a PC ′′ y C′P, respectivamente.

FIGURA 4.34. Construcción geométrica de los cognados.
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De esta forma se obtiene fácilmente la posición del punto C0 que es la restante articu-
lación f ija de los dos cuadriláteros cognados: A0A′PC ′C0 (elementos 5, 6 y 7) y
B0B′PC ′′C0 (elementos 8, 9 y 10). Se demostrará también, la relación de semejanza entre
los triángulos ABP y A0B0C0, condición de la que puede obtenerse C0 de una forma más
sencilla. En la figura 4.35 se muestran cada uno de los cuadriláteros de forma indepen-
diente, pero generando todos la misma trayectoria.

En efecto, considérese el mecanismo de la figura 4.34, en el que ahora la articulación
C0 está libre. Tanto de la propia construcción como de la aplicación del criterio de Grübler
(G = 3(N − 1) − 2P = 3 · (10 − 1) − 2 · 13 = 1) puede comprobarse que tiene un único gra-
do de libertad. Más adelante se demostrará que el punto C0 permanece inmóvil mientras
varía el ángulo de entrada ϕ. Por tanto, si C0 se articula al elemento fijo, el movimiento del
mecanismo de diez barras no varía. Sin embargo, si se aplica el criterio de Grübler al nuevo
mecanismo, resultará (G = 3 · (10 − 1) − 2 · 14 = −1) una estructura hiperestática de grado 1.
Esto indica que la articulación añadida en C0 es una restricción redundante, y que se mueve
en virtud de las especiales dimensiones con que se ha construido.

FIGURA 4.35. Cognados con la misma trayectoria.

En estas condiciones (C0 articulado al elemento fijo) se observa que el mecanismo se
compone de tres cuadriláteros (2-3-4, 5-6-7 y 8-9-10), articulados en el punto P de sus
correspondientes acopladores (figura 4.34). Dicha articulación es, en realidad, innecesaria,
ya que el punto P como perteneciente a cualquiera de los tres cuadriláteros, tiene ya una
trayectoria definida. Por lo tanto, los tres cuadriláteros articulados deben generar la misma
curva de acoplador (ver figura 4.35).

A continuación se demostrará la anterior afirmación de que el punto C0 (no articulado
al elemento fijo) permanece inmóvil a lo largo del ciclo de movimiento del mecanismo de
la figura 3.34.

En efecto, considérese la ecuación vectorial de cierre:
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[4.87]

Donde:

[4.88]

[4.89]

[4.90]

Puesto que los tres acopladores son semejantes se verificará:

[4.91]

Por tanto, la ecuación [4.87] puede expresarse de la siguiente manera:

[4.92]

Del resultado de esta ecuación se deduce que:

1. A0

⎯⎯⎯→
C0 es un vector constante en magnitud y dirección ya que no contiene variable

alguna. Por tanto, C0 es un punto fijo, independiente de la posición del mecanismo.
2. Los triángulos A0C0B0 y APB son semejantes pues poseen un ángulo igual, α, y

dos lados proporcionales: 

Volviendo a la figura 4.34, puede observarse que los elementos 2, 6 y 8 se mantienen
permanentemente paralelos. Lo mismo puede decirse de los elementos 4, 9 y 7 y de 5, 3 
y 10. Por tanto, se verificará:

ω2 = ω6 = ω8 [4.93]

α2 = α6 = α8 [4.94]
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ω4 = ω9 = ω7 [4.95]

α4 = α9 = α7 [4.96]

ω5 = ω3 = ω10 [4.97]

α5 = α3 = α10 [4.98]

El mecanismo de biela-manivela puede considerarse un cuadrilátero articulado dege-
nerado, debido a que una de sus dimensiones se ha hecho infinita. Por ello, si se le aplica
la construcción de la figura 4.34 se obtiene un solo cognado. En la figura 4.36a se repre-
senta un mecanismo de biela-manivela y su correspondiente cognado obtenido con el pro-
grama BIEMAN. En las figuras 4.36b y 4.36c se encuentran dichos cognados generando
la misma trayectoria.

FIGURA 4.36. Cognados de un mecanismo de biela-manivela.

4.4. Síntesis de guiado de sólido rígido

En este punto, el objetivo es el posicionamiento del acoplador. En primer lugar, se
presentará un método para obtener un elemento que se traslade a lo largo de todo el ciclo
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de movimiento del mecanismo. Después se expondrán diversos métodos gráficos para
colocar el acoplador en una serie de posiciones de precisión.

4.4.1.  Generación de un elemento con movimiento de traslación

A partir de la construcción de los mecanismos cognados (figura 4.34) puede conseguirse
un mecanismo que tenga una barra con movimiento de traslación. Para ello (figura 4.37), se
traslada el cognado C0C′′B′B0 hasta hacer coincidir C0 con A0, resultando el cuadrilátero
A0C′′′B′′B′0. Teniendo en cuenta el paralelismo de las barras A0C ′′′ y C0C ′′ en esta posición, y
puesto que A0A se mueve permanentemente con la misma rotación angular que  C0C ′′, si se
hacen solidarias las barras A0A y A0C ′′′ (elemento A0AC ′′′), los puntos de acoplador P y P′no
sólo trazarán la misma trayectoria, sino que lo harán de forma acompasada; es decir, ocupan-
do las mismas posiciones relativas a dicha trayectoria y con la misma velocidad. De esta
manera, la distancia PP′ siempre permanece constante. Es más, si los puntos de acoplador P
y P′ fueran articulados mediante una barra, ésta en modo alguno afectaría a la movilidad del
mecanismo y tendría además, un movimiento de traslación permanente (ω = 0).

FIGURA 4.37. Construcción del movimiento de traslación.

La barra PP′ constituye una restricción redundante ya que la distancia PP′ se manten-
drá constante independientemente de que se ponga o no la barra. Si se decide incluir la

265SÍNTESIS DIMENSIONAL DE MECANISMOS PLANOS

C′

P

A′
B′

C′′

B′′

C′′′

A0

C0

B

B0

B′0

P′

A



barra PP′, el mecanismo puede simplificarse quitando la restricción equivalente .
Igualmente pueden eliminarse las barras B′′P′ y B′′C ′′′ ya que no influyen en el movimien-
to del mecanismo (figura 4.38).

FIGURA 4.38. Elemento PP′ con movimiento de traslación.

En la figura 4.39 queda patente el movimiento paralelo de la barra PP′:

FIGURA 4.39. Movimiento paralelo de la barra PP′.

′ ′′B B0
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4.4.2.  Métodos gráficos

El guiado de sólido rígido tiene por objeto el diseño de mecanismos cuyas funciones
objetivo están directamente relacionadas con el posicionamiento de alguno de sus acopla-
dores. Los procedimientos gráficos que van a ser descritos en este apartado se apoyan de
nuevo en el concepto de la inversión y en la reducción de posiciones.

La primera construcción es una síntesis de tres posiciones de biela. Se trata de obtener
un cuadrilátero articulado A0ABB0, que sitúe las articulaciones móviles de su acoplador en
las siguientes posiciones: A1B1, A2B2 y A3B3 (figura 4.40). La solución a este problema es
directa ya que por tres puntos puede trazarse siempre una determinada circunferencia. Por
tanto, los centros de las circunferencias que pasan por A1, A2 y A3 y por B1, B2 y B3 pueden
tomarse como las rótulas fijas A0 y B0, respectivamente, del cuadrilátero.

FIGURA 4.40. Guiado de tres posiciones.

La anterior solución es la única posible (con esa secuencia), si se desea que A y B sean
las articulaciones móviles. Sin embargo, si las articulaciones móviles no están previamen-
te especificadas, sino unos segmentos cualesquiera del plano acoplador, existen infinitos
mecanismos que permiten situar el acoplador en dichas posiciones. Éste es el caso en que
las tres posiciones del acoplador vienen definidas por los segmentos C1D1, C2D2 y C3D3
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(figura 4.41). Una posible solución es fijar, de forma arbitraria o interesada, las articula-
ciones móviles respecto a los puntos C y D, y operar como en el caso anterior.

FIGURA 4.41. Guiado de tres posiciones, definidas por puntos cualesquiera del plano.

Otra variante de la síntesis de tres posiciones es aquella en que las posiciones de las
articulaciones fijas A0 y B0 están prefijadas. Por tanto, los datos son las tres posiciones
C1D1, C2D2 y C3D3 del sólido rígido, y las rótulas fijas A0 y B0 (figura 4.42). Para realizar
esta síntesis se va a utilizar el concepto de la inversión. Un observador situado en el sólido
rígido verá que el punto A0 sigue una trayectoria circular, cuyo centro es precisamente la
articulación móvil. Así pues, se construyen los triángulos C1D1A′0 y C1D1A′′0 iguales 
a  C2D2A0 y a C3D3A0, respectivamente, obteniendo los puntos A′0 y A′′0.

El centro de la circunferencia que pasa por A0, A′0 y A′′0 es precisamente la articulación
móvil A en la posición 1, es decir, A1. Procediendo del mismo modo para B0, se obtiene B1.

En la figura 4.42 (parte inferior derecha) también aparece la solución dada por
MECAN4.

Finalmente se estudiará el caso de síntesis de guiado de sólido rígido para cuatro posicio-
nes C1D1, C2D2, C3D3 y C4D4. Aplicando el método de reducción de posiciones, este proble-
ma se iguala al anterior, y se resuelve según el siguiente procedimiento (figura 4.43):

1. De los seis centros de rotación posibles P12, P13, P14, P23, P24 y P34 que existen para
las cuatro posiciones C1D1, C2D2, C3D3 y C4D4 del plano móvil, se eligen dos, los
cuales se utilizarán como articulaciones fijas. Por ejemplo: P12≡ A0 y P34≡ B0.

2. Se construyen los triángulos C1D1A′′0 y C1D1A0′′′ iguales a C3D3A0 y a C4D4A0, res-
pectivamente, obteniendo los puntos A′′0 y A0′′′ . El centro de la circunferencia que
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pasa por A0 (coincidente con A′0 por ser el centro de rotación de las posiciones 1 
y 2), A′′0 y A0′′′ es la articulación móvil A, en la posición 1, es decir, A1.

3. De igual manera se construyen los triángulos C1D1B′0 y C1D1B′′0 iguales a C2D2B0 y

a C3D3B0, respectivamente, obteniendo los puntos B′0 y B′′0. El centro de la circun-

ferencia que pasa por B0, B′0 y B′′0 (coincidente con B0′′′, por ser el centro de rotación

de las posiciones 3 y 4) es la articulación móvil B, en la posición 1, es decir, B1.

En la figura 4.43 (parte superior derecha) también aparece la solución dada por
MECAN4.

4.4.3. Aplicaciones prácticas

1. Asiento de pared plegable. Diseñar un asiento de pared mediante un mecanismo
que posea las articulaciones fijas sobre la pared y que sitúe el acoplador en las dos
siguientes posiciones (figura 4.44):
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FIGURA 4.42. Síntesis de tres posiciones con los apoyos prefijados.
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1. Asiento recogido pegado a la pared.
2. Asiento desplegado perpendicular a la pared.

FIGURA 4.43. Guiado de cuatro posiciones del acoplador.

FIGURA 4.44. Síntesis de una silla de pared.

CINEMÁTICA DE MECANISMOS. ANÁLISIS Y DISEÑO270

Solución MECAN4

D2

B0

B0′

B0′′ = B0′′′

A0= A0′ A0′′

A0′′′

D1

D3

D4

C4

C3

C1

C2



Datos: A1(0, ), B1(0, 1), A2(0, 0,5) y B2( , 0,5).

El mecanismo ha de cumplir la condición de que ningún elemento interfiera con la
pared durante el movimiento.

La solución se representa en la figura 4.44.

2. Trasvase de paquetes. Se trata de diseñar un mecanismo cuadrilátero articulado
para trasladar paquetes de una cinta transportadora a otra. En la figura 4.45 se muestran
las posiciones de las articulaciones fijas.

FIGURA 4.45. Diseño para trasvase de paquetes.

Aplicando el método de guiado de sólido rígido con tres posiciones de precisión se
obtiene el diseño de la figura 4.46.

Sin embargo, este diseño tiene algunas desventajas. De hecho, entre la segunda y la
tercera posición de precisión existe una posición de bloqueo, lo cual imposibilita la entra-
da por cualquiera de las barras con punto fijo. Incluso, sería bastante complejo plantear un
accionamiento hidráulico mediante una díada P.

En la figura 4.47 se presenta una solución dada por el programa MECAN4. Des-
pués de varios tanteos en el posicionamiento de las articulaciones fijas, se ha consegui-
do un diseño en el que una de las barras es manivela. Por lo tanto, la entrada puede ser
accionada mediante un motor de rotación continua. La figura 4.48 muestra una secuen-
cia del giro de la manivela. Por otro lado, el acoplador va y viene por el mismo sitio
prácticamente, evitando cualquier colisión con las cintas u otros elementos del entorno.
Además, precisamente las posiciones extremas 1 y 3 son los límites del movimiento del
acoplador.

 

3

2 

3

2
1+

271SÍNTESIS DIMENSIONAL DE MECANISMOS PLANOS

C1

C2

C3

D3D3

D2

D1

B0

A0



FIGURA 4.46. Diseño para trasvase de paquetes.

FIGURA 4.47. Diseño mejorado.
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FIGURA 4.48. Posiciones sucesivas para un giro completo de la manivela.

3. Transformación rampa-escalera (Erdman, 1997; idea original de Wandzel, Kivi y
Feist). Se pretende diseñar un mecanismo que facilite el acceso al almacén de un supermerca-
do. En principio se accedía a dicho almacén por medio de dos peldaños, pero esto originaba
problemas cuando los empleados pretendían acceder con un carro de carga. Para solucionar
este problema se ha pensado en utilizar un mecanismo como el de la figura 4.49. Dicho meca-
nismo permite dos posibilidades: la primera (figura 4.49) mantiene la anterior configuración
escalera, mientras que la segunda (figura 4.50) permite acceder por medio de una rampa.

FIGURA 4.49. Configuración escalera.
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FIGURA 4.50. Configuración rampa.

Es evidente que un problema de diseño tiene múltiples soluciones que, además, pue-
den alcanzarse por diferentes caminos. Concretamente, para resolver este problema se va a
apoyar en la solución gráfica de la figura 4.51, en la que aparece el mecanismo en las dos
configuraciones exigidas. Los pasos para alcanzar las dimensiones del mecanismo solu-
ción pueden ser los siguientes:

1. Considérense como datos, las posiciones de los extremos O, A, B.
2. Se traza una línea horizontal por el punto medio del segmento AB que define la

cota del primer escalón.
3. Se toma la articulación C (en la configuración escalón) de forma que CB sea apro-

ximadamente un tercio de OA.
4. Se toma la articulación D sobre la línea horizontal del primer escalón de forma que

el ángulo EDC sea ligeramente menor que 90º.
5. Se obtiene D′ mediante el siguiente doble despliegue:

a) Con centro en C y radio CD, arco hasta la horizontal, obteniendo D′′.
b) Con centro en B y radio BD′′, arco hasta cortar a la línea OB, obteniendo D′.

6. La articulación fija OD se obtiene mediante la intersección de la mediatriz DD′con OA.
7. Se toma E, a partir de D, sobre la horizontal del primer escalón, de forma que ED

sea igual a OD′. Téngase en cuenta que O ≡ E′. Hay que comprobar, además, que
la dimensión ED sea suficiente para el apoyo de un pie.

8. La articulación fija OE se obtiene mediante la intersección de la mediatriz EE′ con OA.

FIGURA 4.51. Solución gráfica.
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En la figura 4.52 se presenta una secuencia de posiciones (realizadas con el programa
GIM), donde se muestra como el mecanismo diseñado se despliega desde la configuración
escalera a la configuración rampa.

FIGURA 4.52. Secuencia de posiciones del mecanismo solución.

Se deja al lector que generalice el diseño para tres o más escalones.

4.5.  Proyecto de mecanismo de elevación

Tanto este apartado como el punto anterior tienen como objeto mostrar la utilidad
práctica de los conceptos desarrollados a lo largo de este capítulo. Para ello se propone la
realización del diseño mecánico que se expone a continuación.

Se pretende diseñar un mecanismo de elevación para un vehículo de transporte en
planta. En este caso, no se desea que el mecanismo de elevación sea de los que disponen
de una guía vertical. Durante el movimiento de ascenso, la pala debe permanecer aproxi-
madamente horizontal. Las articulaciones fijas deben situarse en el cuerpo del vehículo.
El mecanismo debe tener un solo grado de libertad.

Éste es un caso típico de guiado de sólido rígido con movimiento de traslación rectilí-
neo. El primer paso consiste en sintetizar un cuadrilátero articulado con un tramo cuasi-
rectilíneo. En principio se tienen dos opciones: utilizar varios puntos de precisión en línea
recta o un punto de Ball. Para evitar defectos de orden y/o de rama, se optará por la segun-
da opción. Además, por simplicidad se utilizará una posición cicloidal.

Tómense, por ejemplo, 6 unidades para el diámetro de la c.c.e., y 12 unidades para el
de la circunferencia de las inflexiones. De acuerdo con la ecuación: 

el diámetro de la c.c.c.e. será de 12 unidades. Se tratará aquí con unidades sin especifica-
ción, teniendo presente que obtenido un mecanismo, la adecuación de su tamaño a su ubica-
ción real es cuestión de mera proporcionalidad. Orientando el cuadrilátero para que la tra-
yectoria de su punto de acoplador sea vertical, se obtiene el siguiente diseño (figura 4.53):

  

1 1 1

B B
= −

δ
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FIGURA 4.53. Punto de Ball en posición cicloidal.

A continuación se construyen los cognados de este cuadrilátero (figura 4.54):

FIGURA 4.54. Cognados.

Utilizando los conceptos explicados en el apartado 4.4.1, se obtiene el mecanismo de la
figura 4.55 a partir de la traslación del cognado inferior según la dirección definida por las arti-
culaciones C0A0. Dicho mecanismo posee un elemento (KK′) con movimiento de traslación.
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FIGURA 4.55. Mecanismo con un elemento que se traslada.

Sin embargo, la barra KK′ es excesivamente larga para ubicarla en el vehículo, por lo
cual se procederá a reducir su longitud. Para ello, se va a obtener un cuadrilátero semejan-
te a AKK′C ′′′, pero de menor tamaño. Con esto se garantizará el paralelismo a lo largo de
todo el movimiento, entre el cuadrilátero AKK′C ′′′ y el resultante de menor tamaño que, en
este caso, es el AEFD (figura 4.56):

FIGURA 4.56. Mecanismo resultante de la reducción del lazo AKK′C ′′′.

Ahora, la barra que lleva el movimiento de traslación es EF. Por tanto, hay que llevar
el movimiento paralelo de esta barra a un elemento articulado en el punto K, que es quien
tiene el movimiento rectilíneo. Esta operación puede realizarse añadiendo una díada R a
las barras EF y EK, de manera que el conjunto constituya un paralelogramo articulado, en
el que la nueva barra GK tiene ahora un movimiento de traslación rectilíneo (figura 4.57).
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FIGURA 4.57. Mecanismo con movimiento rectilíneo paralelo del elemento GK.

Por último, se construye la pala del mecanismo de elevación (elemento GKL con base
KL horizontal), que obviamente tiene movimiento de traslación vertical, por ser solidaria a
GK. En la figura 4.58 se representa el movimiento de ascensión de la pala.

El programa MECAN4 tiene una opción para realizar diseños semejantes al descrito
en este apartado.

FIGURA 4.58. Movimiento de ascenso de la pala.
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Ejercicios propuestos

1. Dadas las rectas canónicas de la figura 4.59 correspondientes a las c.c.e. en coor-
denadas paramétricas, obtener utilizando el método gráfico, los puntos del plano
móvil correspondientes a los puntos señalados en dichas rectas. ¿Qué forma parti-
cular adopta la cúbica en el caso b)? ¿Por qué?

FIGURA 4.59. Rectas canónicas relativas al problema 1.

2. Sea el mecanismo de biela-manivela de la figura 4.60. Obtener y representar para
la posición de la figura, la c.c.e. del elemento 3.

Figura 4.60. Mecanismo de biela-manivela del problema 2.

3. Dado el cuadrilátero articulado de la figura 4.61 donde OAA = AB = BOB, se pide: 

1) Obtener gráficamente los cognados de dicho cuadrilátero.
2) Tomando como base el cuadrilátero dado, obtener un mecanismo en el que uno

de sus elementos tenga un movimiento de traslación.
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FIGURA 4.61. Cuadrilátero articulado del problema 3.

4. Se desea aplicar un movimiento intermitente a la cinta transportadora de la figu-
ra 4.62. Dicha cinta abastece de piezas a una máquina que realiza una operación de
taladrado sobre cada una de ellas. Mientras transcurre la operación, la cinta debe
permanecer inmóvil. A continuación, la cinta posiciona una nueva pieza en la
máquina, a la vez que sale de ella la que acaba de ser taladrada.

Se pretende conseguir el movimiento intermitente mediante un cuadrilátero
articulado, accionado por un motor de corriente alterna al que será necesario inter-
calarle un reductor. Asimismo, será necesario un volante de inercia para evitar que
la manivela del cuadrilátero se embale durante el período en que trabaja en vacío.
El avance es producido por el punto de acoplador al empujar los pivotes de la parte
baja de la cinta durante el recorrido de su tramo cuasi-rectilíneo, que debe corres-
ponderse con la distancia entre pivotes. Durante el resto del movimiento, el cuadri-
látero no debe tocar elemento alguno de la cinta, estando situado necesariamente,
entre la misma y el suelo.

FIGURA 4.62. Dispositivo cinta transportadora.
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5. Se pretende diseñar un dispositivo de cierre y apertura de una puerta de garaje
(figura 4.63). Para ello se va a utilizar un cuadrilátero articulado a cuyo elemento
acoplador será solidaria la puerta del garaje. Las posiciones de precisión requeri-
das para dicha puerta serán: abierta (lo más pegada posible al techo) y cerrada
(perfectamente encajada en el hueco de la entrada del garaje).

Obviamente, durante el movimiento, la puerta no podrá contactar con parte
alguna del cubículo. Además, se exige que invada lo menos posible la vía exterior
para evitar accidentes con los transeúntes.

Estúdiese otra alternativa de diseño mediante un mecanismo biela-manivela.

FIGURA 4.63. Posiciones de la puerta de garaje.

6. Se quiere diseñar un pupitre plegable para utilizar en una sala de conferencias. 
El propietario no desea el típico diseño de orejeta lateral desplegable desde la silla,
ya que la zona para apoyo de libros u hojas es muy reducida. Por ello propone 
un esquema como el indicado en la figura 4.64.

FIGURA 4.64. Pupitre con dos posiciones extremas.
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Se definen dos posiciones para la zona de apoyo: plegada y desplegada. Los
apoyos del mecanismo estarán situados sobre el respaldo del asiento precedente.
Las dimensiones del pupitre y la altura a la que se situará el mismo serán tales que
permitan trabajar de forma confortable. Ténganse en cuenta las posibles interferen-
cias de la tabla.

7. Se va a diseñar el mecanismo de un limpiaparabrisas de un camión. Se desea que
las escobillas giren en sentidos opuestos mediante la utilización de dos cuadriláte-
ros articulados ligados según la figura 4.65.

FIGURA 4.65. Mecanismo de limpiaparabrisas.

El movimiento viene dado por un motor rotativo continuo acoplado directa-
mente a la barra central si es manivela, o de lo contrario mediante una diada aco-
plada a dicha barra central. El rango de movimientos del limpiaparabrisas es el
indicado en la figura 4.66. Se deberá tener especial atención en evitar las posibles
interferencias entre los limpiaparabrisas. Utilizando la síntesis de generación de
función, diseñar el mecanismo pedido.

FIGURA 4.66. Posiciones impuestas de las escobillas.
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5.1.  Introducción

Hasta el momento, los métodos de análisis cinemático han sido expuestos de forma
restringida en un contexto de movimiento plano. Efectivamente, la mayoría de los meca-
nismos industriales son planos; sin embargo, existen aplicaciones que requieren un movi-
miento tridimensional y que, por tanto, deben ser realizadas por mecanismos espaciales.
En tales mecanismos, los puntos de sus elementos ya no se mueven en planos paralelos
como en el caso de los mecanismos planos. Por esta razón, la proyección sobre un único
plano, de las trayectorias, velocidades y aceleraciones de los puntos de un sólido con
movimiento tridimensional no revela su verdadero movimiento. Así pues, los métodos grá-
ficos expuestos en temas anteriores no son válidos para el análisis cinemático de mecanis-
mos espaciales, debiéndose utilizar herramientas específicas de carácter analítico o numé-
rico para su tratamiento. En la medida en que sea posible, se establecerá un paralelismo, o
bien una extrapolación, entre los conceptos de la Cinemática plana y la espacial.

Como es conocido, un sólido libre en el plano posee 3 grados de libertad, dos de tras-
lación y uno de rotación. En cambio, un sólido libre en el espacio tiene 6 grados de liber-
tad, tres de ellos son de traslación y los tres restantes de rotación. Un caso particular de
mecanismos espaciales son los mecanismos esféricos, los cuales se caracterizan porque
todos sus puntos se mueven sobre superficies esféricas concéntricas. Se recuerda aquí que
en el capítulo 1, apartado 1.10, ya fueron introducidas las principales características del
movimiento esférico. Un sólido con movimiento esférico posee, igual que el movimiento
plano, 3 grados de libertad, aunque en este caso los tres son de rotación. Entre estos dos
tipos de movimientos existe una gran analogía. Mediante la trigonometría esférica pueden
extrapolarse algunas de las principales características de los mecanismos planos a los
mecanismos esféricos, como son: el criterio de Grashof, la ecuación de Euler-Savary, las
configuraciones estacionarias, etc. A lo largo del texto han aparecido algunos mecanismos
esféricos. Sin duda, el más conocido de todos es la junta universal.

5
Cinemática de mecanismos

espaciales



El primer análisis de un mecanismo se centra en la detección de su número de grados
de libertad. Aunque la fórmula de Malishev es una buena herramienta, obvia las caracte-
rísticas geométricas y dimensionales del mecanismo, por lo que está expuesta a la comi-
sión de fallos. Precisamente, la mayoría de los mecanismos espaciales utilizados en la
industria se caracterizan por tener unas dimensiones muy particulares que permiten sim-
plificar sus ecuaciones de posición, sin menoscabar sus posibilidades de movimiento. En
definitiva, se hace necesario el análisis de la matriz jacobiana tal y como se expuso en el
capítulo 3. Allí se vio cómo dicho análisis permite determinar las configuraciones singula-
res, de las cuales, en general, los mecanismos huyen.

Un tipo muy particular de mecanismos espaciales son aquellos que derivan de una
cadena cinemática abierta; son los denominados robots o manipuladores serie. Mecánica-
mente, un robot está constituido por un conjunto de elementos conectados en serie
mediante pares cinemáticos; en la práctica, pares clase I, y más concretamente de rotación
y prismáticos. El aspecto físico de los robots industriales guarda un cierto parecido con el
brazo humano; por esta razón, algunas partes del mismo son designadas con términos
como hombro, codo o muñeca. En la figura 5.1 se muestra la estructura típica de un robot.

FIGURA 5.1. Robot KUKA (Cortesía de KUKA Roboter GmbH).

En contraposición a la disposición en serie de los elementos articulados de un robot,
se encuentran los mecanismos espaciales de cinemática paralela. Son los denominados
manipuladores paralelos: mecanismos de cadena cerrada con varios grados de libertad,
caracterizados porque todos sus actuadores se apoyan en el elemento fijo y se conectan en
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paralelo con un elemento flotante, la plataforma. Son mecanismos más rígidos que los
robots, por lo que pueden soportar, en proporción, cargas superiores. Su estructura cine-
mática les permite alcanzar una mayor precisión y más altas velocidades y aceleraciones
que sus oponentes, los robots serie. Por el contrario, su cinemática es más compleja, y su
calibración todavía está lejos de ser un problema resuelto satisfactoriamente. Los manipu-
ladores paralelos son muy utilizados en las nuevas generaciones de máquina herramienta,
en aeronáutica, en dispositivos quirúrgicos, y en las plataformas de simulación de vehícu-
los. En la figura 5.2 se muestra un moderno modelo de manipulador paralelo para realizar
operaciones de mecanizado.

FIGURA 5.2. Manipulador paralelo para mecanizado (Cortesía de Fatronik).

La necesidad de una mayor productividad industrial, así como la demanda de movi-
mientos complejos en ambientes peligrosos (altas temperaturas, toxicidad y radiación)
exigen una gran variedad de robots. Sin embargo, para ciertas tareas altamente repetitivas
y de escasa complejidad, es un lujo la utilización de robots, dada su excesiva cualificación
y precio. Hay que sopesar, por tanto, la elección de un mecanismo espacial de lazo cerra-
do con un grado de libertad o a lo sumo ajustable, frente a un robot industrial dotado de
varios grados de libertad controlados y con un sistema sensorial.

La estructura de este capítulo es la siguiente. En primer lugar, se expone la herramien-
ta matemática necesaria para representar posiciones, orientaciones y objetos en el espacio.
Se han dedicado bastantes recursos a explicar el método matricial basado en los sistemas
de referencia locales y las matrices de transformación, y a su especial aplicación a los
manipuladores de cadena abierta. Sin embargo, no se ha dejado de lado la utilización del
método geométrico, ni el análisis de los mecanismos espaciales de cadena cerrada. Final-
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mente, se estudian los problemas relacionados con la matriz jacobiana, como son: el cál-
culo de velocidades, y el análisis de las posiciones singulares siguiendo el procedimiento
expuesto en el capítulo 3.

5.2.  Posiciones, orientaciones y objetos

Las funciones que realizan los mecanismos espaciales están directamente relacionadas
con la localización de objetos, como el elemento terminal de un robot, la plataforma de un
manipulador paralelo o cualquier otro elemento con el que pueda interactuar. En este apar-
tado se van a especificar las características que definen la localización de un cuerpo en el
espacio. Parte de ellas corresponden a la posición de un punto en el espacio; las restantes
vienen dadas por la orientación o disposición angular del sólido. Ambas características,
posición y orientación, se encuentran integradas en una única entidad: el sistema de refe-
rencia.

1. Definición de una posición. Un punto cualquiera de un sólido define su posición.
Un punto en el espacio posee tres grados de libertad. Establecido un sistema de coordena-
das, la posición de un punto quedará definida mediante un vector de tres componentes,
que son las coordenadas del punto referidas a dicho sistema (figura 5.3).

FIGURA 5.3. Representación de la posición de un punto en coordenadas cartesianas.

En este tipo de problemas, aparte del sistema de coordenadas absoluto, existen
muchos otros solidarios a los distintos elementos del mecanismo. Por este motivo cada
vector deberá ser etiquetado en relación con el sistema de coordenadas respecto del
cual se define la posición del punto: ir si está referido al sistema i. La representación
de la figura 5.3 se ha realizado en un sistema de coordenadas cartesiano. Otros tipos 
de sistemas de representación utilizan las coordenadas cilíndricas y las esféricas (figu-
ra 5.4).
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FIGURA 5.4. Otras representaciones de la posición de un punto.

2. Definición de una orientación. La localización de un sólido en el espacio requiere
no sólo la representación de uno de sus puntos, sino también su orientación. Una orienta-
ción en el espacio viene definida por tres grados de libertad. Por ejemplo, cuando al extre-
mo final de un robot se le ordena mecanizar una superficie no basta con indicarle los pun-
tos sobre los que tiene que trabajar, sino que también hay que especificar la orientación
espacial de la herramienta. Para describir la orientación de un cuerpo respecto de un deter-
minado sistema de referencia, se sitúa solidariamente al cuerpo un sistema de coordenadas
y se define la orientación espacial de este último respecto del primero (figura 5.5).

FIGURA 5.5. Representación de la orientación de la garra de un robot respecto 
del sistema de referencia OXYZ.

La forma más clara y directa para describir la orientación del sistema de coordenadas
(OUVW)2 es expresar sus vectores unitarios en función de la base canónica del sistema de
referencia (OXYZ)1. Esto da lugar a tres ternas de componentes (una por cada vector uni-
tario) que dispuestas en columnas como términos de una matriz, constituyen la denomina-
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da matriz de rotación. Formalmente debería llamarse matriz de orientación. Sin embargo,
al coincidir con la matriz de rotación, adquiere su nombre. Dicha matriz será tratada en
detalle a continuación, y constituye la forma más utilizada para representar la orientación
de un objeto respecto de un sistema de referencia.

En resumen, las posiciones de puntos son descritas mediante vectores, y las orienta-
ciones de sólidos mediante sistemas de coordenadas solidarios.

3. Definición de un objeto. Para definir completamente la localización de un cuerpo
en el espacio se necesitan seis grados de libertad o, lo que es lo mismo, una posición y una
orientación. Por sencillez, el punto del cuerpo elegido para definir la posición es, precisa-
mente, el origen de coordenadas del sistema solidario al cuerpo. Pues bien, el conjunto
formado por la posición del origen más la orientación del sistema de coordenadas es lo
que define el concepto de sistema de referencia (figura 5.6). Éste puede considerarse un
conjunto de cuatro vectores que definen la posición r y orientación (iu , jv , kw) del mismo,
es decir, su localización. En resumen, un sistema de referencia contiene los elementos
necesarios para describir la posición y la orientación de un objeto respecto de un sistema
de coordenadas.

FIGURA 5.6. Sistema de referencia.

5.3.  Representación de la orientación

En este apartado se va a establecer la relación entre las orientaciones de dos sistemas
de referencia. Para ello pueden utilizarse las siguientes alternativas:

–  La matriz de rotación.
–  La composición de rotaciones básicas.
–  La pareja ángulo y eje de giro.
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–  Los ángulos de Euler.
–  Los cuaterniones.

De entre todas ellas, la más importante y utilizada es la matriz de rotación. En este
texto se expondrán las cuatro primeras, sugiriendo al lector otras referencias (Barrientos,
1997) en caso de inclinarse por la utilización de los cuaterniones.

Puesto que en este apartado sólo se va a analizar la orientación de sistemas de coorde-
nadas, por simplicidad se supondrá que todos ellos tienen la misma posición, es decir, el
mismo origen de coordenadas que el sistema al que serán referidos.

5.3.1.  Matriz de rotación

Considérense los sistemas de referencia 1 y 2 siguientes: (OXYZ)1 y (OUVW)2 ambos
coincidentes en la situación de partida. Considérese, también, un objeto solidario al siste-
ma de referencia 2. A continuación, el sistema 2 sufre un cambio en su orientación como
consecuencia de una rotación. En esta situación considérese un punto cualquiera P del
sólido cuya posición viene definida por un vector r (figura 5.7). Expresando este vector en
función de la base canónica del sistema 1 resulta:

r = rx ix + ry jy + rz kz = 1r [5.1]

Haciendo lo propio para el sistema 2:

r = ru iu + rv jv + rw kw = 2r [5.2]

Donde 1r y 2r representan el mismo punto P, pero en las bases canónicas de los siste-
mas de coordenadas 1 y 2 respectivamente. Se trata de obtener la expresión de este punto
P referida al sistema 1, cuando se conoce la orientación del sistema 2 (iu , jv , kw) respecto
del sistema 1 (ix , jy , kz).

FIGURA 5.7. Posición de un punto P en los sistemas de referencia 1 y 2.
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Las componentes de r según el sistema de referencia 1 son las proyecciones de dicho
vector según los ejes OX, OY y OZ:

rx = ix · r ; ry = jy · r ; rz = kz · r [5.3]

Haciendo uso de la definición de producto escalar y teniendo en cuenta la ecuación
[5.2] resulta:

rx = ix · iu ru + ix · jv rv + ix · kw rw [5.4]

ry = jy · iu ru + jy · jv rv + jy · kw rw [5.5]

rz = kz · iu ru + kz · jv rv + kz · kw rw [5.6]

Expresado de forma matricial:

[5.7]

En función de los cosenos directores de los ejes OU, OV y OW respecto del sistema
(OXYZ)1:

[5.8]

Teniendo en cuenta que los cosenos directores de los ejes OU, OV y OW son las com-
ponentes de los vectores unitarios iu , jv y kw respecto de los ejes OX, OY y OZ, respectiva-
mente, dicha matriz puede expresarse también:

[5.9]

Donde 1
2R es la forma compacta de expresar esta matriz, cuyos términos definen la

orientación del sistema 2 respecto del sistema 1. Obsérvese que la expresión [5.7] repre-
senta una transformación de coordenadas entre ambos sistemas. Por tanto, 1

2R es, también,
la matriz de cambio de coordenadas del sistema 2 al sistema 1. Por otro lado, el objeto y
el sistema 2 (ambos solidarios) han sido sometidos a una rotación, a resultas de la cual, un
punto genérico P del objeto de coordenadas (ru , rv , rw) ha alcanzado una nueva posición
de coordenadas (rx , ry , rz), ambas respecto del sistema 1 que ha permanecido inmóvil.
Téngase en cuenta que en la posición de partida, las coordenadas de P eran (ru , rv , rw),
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tanto respecto del sistema 2 como del sistema 1. Por consiguiente, la matriz 12R representa,
no sólo la rotación de un sistema a partir de otro, sino también la rotación de un vector de
posición. Ambas circunstancias determinan la razón por la cual dicha matriz se denomina
matriz de rotación, que es su acepción más conocida.

En conclusión, de lo anterior se desprenden tres posibles interpretaciones (o aplicacio-
nes) de esta matriz:

1. Representar la orientación de un sistema de coordenadas (OUVW)2 respecto de
otro (OXYZ)1.

2. Definir la transformación o cambio de coordenadas entre dos sistemas de coorde-
nadas: (OUVW)2 y (OXYZ)1 en este caso.

3. Girar un vector de posición 1r mediante la transformación: 1r′ = R 1r. En este caso
1r y 1r′ están referidos al sistema de referencia 1; por esta razón, R no lleva asocia-
do subíndice o superíndice alguno.

Como se ha indicado anteriormente, la especificación de una orientación supone 3 gra-
dos de libertad. Por ello, aunque la matriz de rotación tiene nueve términos, existen seis
ecuaciones que los relacionan:

iu· iu = 1; jv· jv = 1; kw· kw = 1; iu· jv = 0; iu· kw = 0; jv· kw = 0 [5.10]

Para la obtención de la relación inversa de la ecuación [5.7] puede seguirse un plantea-
miento análogo, el cual daría lugar a la siguiente expresión:

[5.11]

Teniendo en cuenta que los productos escalares son conmutativos, puede observarse
que la matriz de rotación de la transformación inversa es, precisamente, la traspuesta de la
matriz de rotación de la transformación directa. En efecto, sea la ecuación [5.7] en forma
compacta:

1r = 12R
2r

[5.12]

Igualmente, la ecuación [5.11] se puede expresar:

2r = 12R
T 1r [5.13]

En consecuencia,

1
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–1 = 12R
T [5.14]
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Por tanto, la matriz de rotación es una matriz ortonormal. Ahora bien, la matriz de
rotación de la ecuación [5.11] define la orientación del sistema (OXYZ)1 respecto del sis-
tema (OUVW)2. Es decir,

2r = 21R
1r [5.15]

Teniendo en cuenta [5.13], [5.14] y [5.15] resulta:

2
1R = 12R

–1 = 12R
T [5.16]

A partir de la expresión de la matriz de rotación en cualquiera de sus formas [5.7] o
[5.8], es fácil deducir las expresiones de las matrices de rotación que representan las rota-
ciones del sistema (OUVW)2 alrededor de cada uno de los ejes coordenados del sistema
(OXYZ)1. En efecto, la matriz de rotación de un ángulo α alrededor del eje OX, Rα,X,
resulta (figura 5.8):

FIGURA 5.8. Matriz básica de rotación Rα,X.

De la misma manera pueden obtenerse la matriz de rotación de un ángulo ϕ alrededor
del eje OY, y la matriz de rotación de un ángulo θ alrededor del eje OZ, es decir, Rϕ ,Y, 
y Rθ,Z respectivamente (ver figura 5.9).

A las matrices [5.17], [5.18] y [5.19] se las denomina matrices básicas de rotación.

5.3.2. Composición de rotaciones básicas

A veces, la orientación de un sistema de referencia (OUVW)2 respecto de otro
(OXYZ)1 viene representada mediante una composición de rotaciones básicas del sistema 2
alrededor de los ejes coordenados del sistema fijo 1. Un caso concreto es el representado
por la matriz de rotación siguiente:

[5.20]2
1

,(X,Y,Z) ,Z ,Y ,XR R R R R= =( , , )α ϕ θ θ ϕ α
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FIGURA 5.9. Matrices básicas de rotación Rϕ,Y, y Rθ,Z.

Que se obtiene de girar un ángulo α alrededor del eje OX, seguido de una rotación
angular ϕ alrededor del eje OY y, finalmente, de un giro θ alrededor del eje OZ. Esta con-
vención de rotaciones es conocida como roll (giro), pitch (elevación) y yaw (desviación),
respectivamente, y es muy utilizada en ingeniería aeronáutica. Dado que el producto de
matrices no es conmutativo, se debe ser especialmente cuidadoso al establecer la secuen-
cia de las rotaciones.

Aunque la expresión [5.20] resulta bastante evidente, se va a demostrar a modo de
ejercicio. En efecto, sea 2r el vector que define la posición de un punto P del cuerpo soli-
dario al sistema 2. Después de la primera transformación, las coordenadas respecto del
sistema 1 son: Rα,X 

2r. Considérese ahora un sistema de referencia auxiliar (OUVW)2A con
igual orientación que el sistema 1 de forma que se podrá escribir:

2Ar = Rα,X
2r [5.21]

A continuación se le aplica la segunda transformación al sistema 2A de forma que las
nuevas coordenadas de P respecto del sistema 1 serán: Rϕ,Y 

2Ar. Considerando otro sistema
de referencia auxiliar (OUVW)2B orientado igual que 1, se podrá escribir:

2Br = Rϕ,Y
2Ar [5.22]
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Por último, realizando la tercera transformación al sistema 2B resulta:

1r = Rθ,Z
2Br [5.23]

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores se obtiene:

1r = Rθ,Z Rϕ,Y Rα,X
2r = [5.24]

Obsérvese que en el proceso de obtención de la matriz [5.20] puede considerarse que
el sistema 1 permanece fijo mientras que el sistema 2 se mueve. Además, se ha visto como
los giros del sistema 2 están definidos en relación al sistema “fijo” (o en coordenadas glo-
bales).

A veces interesa componer las rotaciones refiriéndolas al sistema “móvil” 2. Por
ejemplo, se define una orientación mediante las siguientes rotaciones: giro de un ángulo α
respecto del eje OU, de un ángulo ϕ respecto del eje OV y de un ángulo θ respecto del eje OW.
En este caso, la matriz de rotación adquiere la expresión:

[5.25]

Puede observarse que en este caso las rotaciones básicas se postmultiplican, mientras
que en [5.20] se premultiplican.

Cuando las rotaciones se refieren al sistema móvil 2 (también denominado local por
ser solidario al objeto) hay que proceder de forma recurrente desde la situación final a la
inicial. Pero antes de exponer el razonamiento, considérense una serie de sistemas de refe-
rencia auxiliares. Después de la primera rotación, el sistema local 2 queda orientado de
una determinada manera respecto del sistema 1; esta orientación quedará recogida ubican-
do un sistema de referencia auxiliar fijo (OUVW)1A coincidente con el sistema local 2 en
dicha posición. A continuación, se realiza la segunda rotación y de nuevo se recoge esta
nueva orientación del sistema 2 mediante otro sistema de referencia auxiliar f ijo
(OUVW)1B. A continuación, se realiza la tercera rotación del sistema 2 alrededor de su eje OW.
De acuerdo con esta última transformación, la relación entre las coordenadas de un punto P
del objeto referidas al sistema 2, y las coordenadas de dicho punto referidas al sistema 1B
será:

1Br = Rθ,W
2r [5.26]

Ahora bien, el sistema 1B se ha obtenido al girar el sistema 1A un ángulo ϕ respecto
del eje OV; luego la posición 1Br de P referida al sistema 1B y la posición 1Ar de P referida
al sistema 1A, están relacionadas mediante la ecuación:

1Ar = Rϕ,V
1Br [5.27]

Siguiendo un razonamiento análogo, puede escribirse:

2
1

,(U,V,W) ,U ,V ,W   R R R R R= =( , , )α ϕ θ α ϕ θ

R RX Y Z( , , )( , , )α ϕ θ
2

2
1 2r r=  
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1r = Rα,U
1Ar [5.28]

Relacionando las ecuaciones [5.26], [5.27] y [5.28] resulta:

1r = Rα,U Rϕ,V Rθ,W
2r [5.29]

Que coincide con la composición de rotaciones de la ecuación [5.25], como se quería
demostrar.

Ejemplo de aplicación 5.1. Aplíquese a la posición (1,0,0) la siguiente composición
de rotaciones:

1. En el sistema de referencia fijo: giro de 90º alrededor de OZ, 90º alrededor de OX
y 90º alrededor de OY.

2. En el sistema de referencia móvil: giro de 90º alrededor de OW, 90º alrededor de
OU y 90º alrededor de OV.

Obténgase la matriz de rotación respecto del sistema de referencia fijo (OXYZ)1 en
ambos casos. Compruébese que no se obtiene el mismo resultado.

Para el caso 1, la representación gráfica de los giros es (figura 5.10):

FIGURA 5.10. Composición de rotaciones en coordenadas globales.
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Para el caso 1, la expresión matricial de los giros es:

Es decir, la posición resultante del vector (1, 0, 0) después de los tres giros es:

1r =

La matriz de rotación respecto del sistema de referencia fijo es:

Para el caso 2, la representación gráfica de los giros  viene dada en la figura 5.11. La
representación del vector en los distintos sistemas de referencia al final de las transforma-
ciones es:

S. Global: 1r (−1,0,0) S. Local: 2r (1,0,0) 

S. Auxiliar: 1Br (0,0,−1) S. Auxiliar: 1Ar (0,1,0)

En cuanto a la expresión matricial de los giros, cuando la transformación se realiza en
coordenadas locales hay que empezar por la última transformación:
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2.ª rotación:

1.ª rotación:

FIGURA 5.11. Composición de rotaciones en coordenadas locales.

Es decir, la posición resultante del vector después de los tres anteriores giros es:

Y la matriz de rotación respecto del sistema de referencia fijo es:
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a) Posición de partida b) R90°,W

d) R90°,Vc) R90°,U

O

O

O

X

X

O

U

Z � W

Y � V

Z � U

Z � V

Y � W

Z � WA

Z � VB

Y � UB

X � WB

Y � UA

VA

(1,0,0) = 2r



Finalmente, cabe indicar que cualquier composición de matrices de rotación puede
interpretarse como realizada respecto del sistema de referencia fijo o como realizada res-
pecto del sistema de referencia móvil. Por ejemplo, la siguiente composición:

Puede verse como:

a) Una rotación de un ángulo ϕ respecto del eje OY seguida de una rotación de un
ángulo θ respecto del eje OZ, ambas respecto del sistema de referencia fijo
(OXYZ).

b) Una rotación de un ángulo θ respecto del eje OW seguida de una rotación de un
ángulo ϕ respecto del eje OV, ambas respecto del sistema de referencia móvil
(OUVW).

Siguiendo con el ejemplo anterior, la composición en coordenadas locales realizada en
último lugar puede verse como la siguiente concatenación en coordenadas globales:

1.º) Rotación de 90º alrededor del eje OY.
2.º) Rotación de 90º alrededor del eje OX.
3.º) Rotación de 90º alrededor del eje OZ.

Es decir,

Resulta, pues, la misma matriz. Sin embargo, analizando cada rotación por separado,
los resultados parciales son distintos. Esto puede verse gráficamente en la figura 5.12,
cuyo resultado (figura 5.12d) es coincidente con el de la figura 5.11d.

5.3.3.  Ángulo y eje de rotación

La orientación del sistema de referencia móvil (OUVW)2 respecto del f ijo
(OXYZ)1 también puede expresarse mediante un giro β alrededor de un eje pasante por
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el origen de coordenadas O cuya dirección viene dada por el vector s = [sx, sy, sz]. La
relación entre ambos sistemas puede ser expresada matemáticamente mediante la ecua-
ción [5.12]:

Donde ahora,

[5.30]

La matriz Rβ, s que define la orientación del sistema local 2 respecto del global 1
puede obtenerse mediante dos procedimientos diferentes. El primero de ellos se descri-
be a continuación según los siguientes pasos. En primer lugar, se hace coincidir el eje s
con uno de los ejes coordenados del sistema 1 mediante rotaciones básicas; a continua-
ción, se realiza el giro del ángulo β alrededor de dicho eje; y, finalmente, se deshacen
los giros básicos iniciales. En la figura 5.13 se representa una secuencia concreta de
rotaciones de acuerdo con el procedimiento descrito. El orden de las rotaciones está
indicado mediante subíndices.

   2
1R R= β , s

1
2
1 2r r= R
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FIGURA 5.12. Composición de rotaciones en coordenadas globales.
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FIGURA 5.13. Orientación mediante rotación sobre un eje cualquiera.

En efecto, en primer lugar se gira el vector s un ángulo −θ alrededor del eje OZ, hasta
llevarlo sobre el plano XZ. A continuación se gira un ángulo −ϕ alrededor del eje OY hasta ha-
cerle coincidir con el eje OZ. En este momento se realiza el giro β especificado. Final-
mente, se deshacen las rotaciones básicas ϕ y θ (en este orden) inicialmente realizadas. De
acuerdo con la secuencia de rotaciones expuesta resulta:

[5.31]

Se utilizarán las expresiones cθ y sθ en vez de cosθ y senθ respectivamente, depen-
diendo del espacio físico disponible.

De la figura 5.13 se deduce que:

[5.32]

[5.33]

[5.34]
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La segunda forma de obtener [5.30] consiste en realizar un cambio de coordenadas a
un nuevo sistema (OUVW)3, donde el eje OW, por ejemplo, coincida con s (figura 5.14).
A continuación se gira el ángulo β alrededor de este eje OW, y posteriormente se deshace
el cambio de coordenadas.

FIGURA 5.14. Disposición del sistema (OUVW)3 en función de s.

En primer lugar, hay que obtener la matriz del citado cambio de coordenadas. Si se
hace coincidir el eje OW con el eje s, su correspondiente vector unitario será:

[5.36]

Donde:

[5.37]

El eje OU puede elegirse de forma que esté contenido en el plano OXY, estando dada
su dirección por el siguiente producto vectorial:

[5.38]

Normalizando:

[5.39]i i ju
y

xy
x

x
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Con

[5.40]

Para que el sistema de referencia (OUVW)3 sea positivo se adopta:

[5.41]

Operando,

[5.42]

Por tanto, la matriz de cambio de coordenadas, según [5.7] resulta:

[5.43]

Y la ecuación que establece el cambio de coordenadas entre el sistema fijo y el siste-
ma 3 es:

[5.44]

A continuación, se gira el objeto referido al sistema 3 un ángulo β alrededor del eje
coordenado OW:

[5.45]

Finalmente, las coordenadas 3r′ del punto P vuelven a referirse al sistema fijo median-
te el cambio de coordenadas:

[5.46]

De [5.44], [5.45] y [5.46] se obtiene:
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Por lo que, teniendo en cuenta la tercera interpretación de la matriz de rotación (giro
de un vector, p. 291), se deduce:

[5.48]

5.3.4. Ángulos de Euler

Los ángulos de Euler φ, θ, ψ constituyen un conjunto completo de coordenadas generali-
zadas que definen la orientación de un cuerpo. En realidad, es una composición de rotaciones
básicas alrededor de los ejes coordenados. La más conocida es la denominada WVW (figura
5.15) consistente en la siguiente secuencia: giro de un ángulo φ alrededor del eje OW (Rφ,W),
giro de un ángulo θ alrededor del eje local OV (Rθ,V) y, por último, una rotación de un ángulo
ψ alrededor del eje local OW (Rψ,W). Puesto que los sistemas (OXYZ)1 y (OUVW)2 son coin-
cidentes al inicio, la primera rotación da igual definirla respecto del eje local OW (Rφ,W) que
respecto del eje global OZ (Rφ,Z). La matriz de rotación resultante es:

[5.49]

Dada la dualidad existente entre las rotaciones respecto de los ejes fijos y las rotacio-
nes respecto de los ejes móviles, la matriz de rotación de los ángulos de Euler WVW equi-
vale a la siguiente secuencia: giro de un ángulo ψ alrededor del eje Z, giro de un ángulo θ
alrededor del eje Y, y giro de un ángulo φ alrededor del eje Z.

FIGURA 5.15. Secuencia de rotación euleriana WVW.

2
1

,(W,V,W) ,W ,V ,WR R R R R= = =
− − −
+ − +

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

( , , )φ θ ψ φ θ ψ

φ θ ψ φ ψ φ θ ψ φ ψ φ θ
φ θ ψ φ ψ φ θ ψ φ ψ φ θ

θ ψ θ ψ θ

c c c s s c c s s c c s
s c c c s s c s c c s s

s c s s c

    
R R R Rβ β, s

T= 3
1

3
1 ,W

303CINEMÁTICA DE MECANISMOS ESPACIALES

W′′

U′
U′′′

V′′′

Y � V

X � U

Z � W � W′

V′ � V′′

ψ

ψ

ψ

φ

φ

φ

θ

θ

θ



5.3.5. Relación entre la matriz de rotación y los restantes métodos 
de orientación espacial

A continuación se van a obtener las relaciones de paso (directas e inversas) entre la
matriz de rotación:

Y los siguientes métodos de orientación espacial anteriormente vistos.

1. Composición de rotaciones XYZ respecto del sistema fijo. Para obtener la relación
directa basta con igualar, término a término, la matriz de rotación y la matriz [5.20] resul-
tando:

ux = cosθ cosϕ [5.50]

vx = cos θ sen ϕ sen α − sen θ cos α [5.51]

wx = cos θ sen ϕ cos α + sen θ sen α [5.52]

uy = sen θ cos ϕ [5.53]

vy = sen θ sen ϕ sen α + cos θ cos α [5.54]

wy = sen θ sen ϕ cos α − cos θ sen α [5.55]

uz = − sen ϕ [5.56]

vz = cos ϕ sen α [5.57]

wz = cos ϕ cos α [5.58]

La relación inversa se obtiene despejando α, ϕ y θ en función de los términos de la
matriz de rotación. Obsérvese que ahora se tiene un sistema de nueve ecuaciones con tres
incógnitas; es, por tanto, un sistema redundante pero compatible.

De la ecuación [5.56] resulta:

[5.59]

De las ecuaciones [5.50] y [5.53] se obtiene:

[5.60]

Por último, dividiendo [5.57] entre [5.58] queda:

[5.61]tgα =
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z
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  senϕ = −uz
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⎥

u v w
u v w

u v w

x x x
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Las ecuaciones [5.59], [5.60] y [5.61] dan lugar a múltiples soluciones, de las cuales
sólo algunas son compatibles con las restantes ecuaciones del sistema: [5.51], [5.52],
[5.54] y [5.55]. Además, pueden producirse indeterminaciones (p. ej., ux = uy = 0 en la
ecuación [5.60]) en cuyo caso habrá que buscar ecuaciones alternativas entre las ecuacio-
nes no utilizadas.

2. Eje y ángulo de rotación. La relación directa se obtiene igualando los términos de
la matriz de rotación a los términos resultantes del producto de matrices [5.31] o también
a los términos resultantes del producto de matrices [5.48]. Téngase en cuenta que la espe-
cificación de s requiere sólo dos parámetros, los que definen su dirección, ya que dicho
vector suele expresarse normalizado:

[5.62]

Teniendo en cuenta esta relación, los términos de la matriz de rotación resultan ser:

ux = s2
x (1 − cosβ) + cosβ [5.63]

uy = sx sy (1 − cosβ) + sz senβ [5.64]

uz = sx sz (1 − cosβ) − sy senβ [5.65]

vx = sx sy (1 − cosβ) − sz senβ [5.66]

vy = s2
y (1 − cosβ) + cosβ [5.67]

vz = sy sz (1 − cosβ) + sx senβ [5.68]

wx = sx sz (1 − cosβ) + sy senβ [5.69]

wy = sy sz (1 − cosβ) − sx senβ [5.70]

wz = s2
z (1 − cosβ) + cosβ [5.71]

La relación inversa consiste en expresar el ángulo β y las componentes del vector s en fun-
ción de los términos de R. Para ello, sumando las ecuaciones [5.63], [5.67] y [5.71] resulta:

[5.72]

Restando las ecuaciones [5.68] y [5.70] queda:

[5.73]

Restando las ecuaciones [5.69] y [5.65] se obtiene:

[5.74]s
w u

y
x z=
−

2 sen β

s
v w

x
z y=
−

2 sen β

cosβ =
+ + −u v wx y z 1

2

  
s s sx y z

2 2 2 1+ + =
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Restando las ecuaciones [5.64] y [5.66] resulta:

[5.75]

Esta relación inversa también puede obtenerse, haciendo uso del concepto de valor y vec-
tor propio. En efecto, si se aplica la matriz de rotación al propio eje s, resulta el mismo:

R s = s [5.76]

Así pues, si se resuelve el problema de valores y vectores propios siguiente:

R s = λ s [5.77]

Uno de los valores propios debe de ser la unidad (λ = 1) y su correspondiente vector
propio, el eje de rotación s.

3. Ángulos de Euler. La relación directa se obtiene igualando término a término, la
matriz de rotación a la matriz [5.49]:

ux = cos φ cos θ cosψ − sen φ senψ [5.78]

uy = sen φ cos θ cosψ + cos φ senψ [5.79]

uz = − sen θ cosψ [5.80]

vx = − cos φ cos θ senψ − sen φ cosψ [5.81]

vy = − sen φ cos θ senψ + cos φ cosψ [5.82]

vz = sen θ senψ [5.83]

wx = cos φ sen θ [5.84]

wy = sen φ sen θ [5.85]

wz = cos θ [5.86]

La relación inversa se obtiene despejando φ, θ, ψ en función de los términos de la
matriz de rotación. El procedimiento es totalmente análogo al descrito en el punto 1:
“Composición de rotaciones XYZ respecto del sistema fijo”.

5.4. Representación de un objeto: matrices de transformación

En este apartado se va a introducir un operador matemático capaz de expresar la loca-
lización de un objeto respecto de un sistema de referencia.

5.4.1. Transformaciones entre sistemas de referencia con la misma orientación

Considérese la posición de un punto genérico P de un objeto, definida por un vector 2r
respecto de un sistema (OUVW)2 solidario a dicho objeto. Se pretende, ahora, expresar la

  
s

u v
z

y x=
−

2 sen β
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posición del punto P respecto de un sistema (OXYZ)1 con la misma orientación que el sis-
tema 2 (figura 5.16). El sistema 2 difiere del sistema 1 exclusivamente en una traslación,
la cual puede ser expresada por el vector 1

2d que define la posición del origen O2 del siste-
ma 2 respecto del sistema 1.

FIGURA 5.16. Transformación entre sistemas igualmente orientados.

La posición del punto P respecto del sistema de referencia 1 puede ser expresada
mediante la suma:

[5.87]

Nótese que ésta es una ecuación general, válida para obtener las coordenadas 1r res-
pecto del sistema 1, de cualquier punto solidario al sistema 2, de coordenadas 2r respecto
al mismo; y esto es así en virtud de que los sistemas 1 y 2 tienen la misma orientación. De
acuerdo con la nomenclatura establecida, la ecuación [5.87] puede ser expresada explícita-
mente:

[5.88]

5.4.2. Transformaciones entre sistemas de referencia cualesquiera

Considérese, ahora, el caso general de un sistema de referencia móvil (OUVW)2 soli-
dario al objeto, cuya posición y orientación es distinta de la del sistema de referencia fijo
(OXYZ)1. Sea 1

2d el vector que define la posición del origen del sistema 2 respecto del sis-

r
r

r

d
d

d
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r
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tema 1, y 1
2R la matriz de rotación que define la orientación del sistema 2 respecto del siste-

ma 1. Sean 1r y 2r los vectores que definen la posición del punto P del objeto respecto de
los sistemas 1 y 2 respectivamente (figura 5.17):

FIGURA 5.17. Sistema de referencia 2 girado y trasladado respecto del sistema 1.

El vector 1r puede expresarse en función de 2r siguiendo los siguientes pasos:

1. Inicialmente, ambos sistemas de coordenadas son coincidentes.
2. A continuación, se realiza un cambio de orientación del sistema 2, a un sistema de

referencia auxiliar (OUVW)A con la misma orientación que 2, pero cuyo origen de
coordenadas coincide con O1. Las coordenadas del punto P del objeto respecto del
sistema fijo 1 son, ahora:  12R

2r.
3. Se traslada el sistema de referencia auxiliar una cantidad vectorial 1

2d hasta hacer
coincidir su origen con O2. Las nuevas coordenadas del punto P del objeto respec-
to del sistema fijo 1 son:  12R

2r + 1
2d.

Por tanto, la ecuación matricial resultante será:

[5.89]

Esta ecuación constituye una representación de la posición y de la orientación de un
sistema de referencia respecto de otro; es lo que se conoce como localización de un siste-
ma respecto de otro. Sin embargo, no es una representación homogénea, ya que la rotación
se expresa mediante un producto matricial, y la traslación mediante una suma vectorial.
Lo deseable sería una representación conjunta de la posición y de la orientación; es decir,
una representación única y compacta mediante un operador matricial del tipo:

[5.90]    
1

2
1 2r r= T 

1
2
1 2

2
1r r d= +R
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Pues bien, para expresar la ecuación [5.89] en la forma de la ecuación [5.90], basta
con añadir la identidad, 1 = 1, a la ecuación [5.89]:

De forma que ambas constituyan un sistema de ecuaciones matriciales cuya expresión
en forma compacta es:

[5.91]

Esta matriz de dimensión 4 × 4:

[5.92]

Es denominada matriz de transformación homogénea y representa la descripción de la
localización del sistema de referencia 2 respecto del sistema de referencia 1. Teniendo en
cuenta exclusivamente el objetivo de este texto, la matriz de transformación homogénea
puede considerarse una construcción matricial para expresar, tanto la rotación como la
traslación de un vector, mediante un único operador matricial. En otras aplicaciones este
operador tiene una expresión más general:

[5.93]

Donde R3×3 es una matriz de rotación, d3×1 es un vector de traslación, p1×3 es una sub-
matriz que representa una transformación de perspectiva, y w es un factor de escala. Aho-
ra, las posiciones o puntos deben ser expresados en coordenadas homogéneas, cuya rela-
ción con las coordenadas tridimensionales cartesianas es:

[5.94]

Donde se observa que los vectores de coordenadas homogéneas son de dimensión 4.
Para los objetivos de este texto sólo interesan R3×3 y d3×1, adoptando:
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p1×3 = [0 0 0 ]; w = 1 [5.95]

Finalmente, al igual que la matriz de rotación, la matriz de transformación homogénea
puede interpretarse como:

1. La representación de la localización de un sistema de referencia (OUVW)2 respec-
to de otro (OXYZ)1:

2. Un cambio de coordenadas entre los sistemas de referencia (OUVW)2 y (OXYZ)1:

[5.96]

3. La rotación y traslación de un vector a que se transforma en otro a′, estando ambos
referenciados respecto del mismo sistema (OXYZ). En efecto, sea a un vector defini-
do por las posiciones de los puntos: final r (rx , ry , rz , 1) y origen p (px , py , pz , 1).
Los correspondientes puntos girados y trasladados serán:

r′ = T r [5.97]
p′ = T p [5.98]

Restando ambas ecuaciones resulta:

r′ − p′ = T (r − p) [5.99]

Es decir,

a′ = T a [5.100]

Aunque resulte una obviedad, conviene indicar que la matriz de transformación homo-
génea entre dos sistemas coincidentes es la matriz unidad de orden 4.

5.4.3. Transformaciones básicas y composición de las mismas

1. Traslación. Considérese que el sistema (OUVW)2 se encuentra únicamente trasla-
dado una cantidad 1

2d = (dx , dy , dz , 1) respecto del sistema (OXYZ)1. La matriz de trans-
formación tendrá la forma:
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[5.101]

Que es la denominada matriz homogénea básica de traslación.
La expresión [5.88] de una traslación, expresada ahora matricialmente tendrá la forma:

[5.102]

Este producto matricial posee todas las características de la traslación.
En efecto, aplíquese de nuevo una traslación Tl sobre el sistema (OUVW)2. Para ello,

se considerará un sistema de referencia auxiliar (OU’V’W’)2’ con igual localización que el
sistema 1. Las coordenadas del sistema 2 referidas a este sistema auxiliar 2’ serán:

[5.103]

La aplicación de la nueva traslación Tl al sistema auxiliar 2’ dará lugar a las nuevas
coordenadas del sistema móvil (OUVW)2 respecto del sistema fijo 1:

[5.104]

Donde, como puede verse, el producto Tl Td es otra matriz Tl + d con la estructura de
una matriz básica de traslación.

Por otro lado, la matriz básica de traslación Td es claramente regular, siendo muy sen-
cillo comprobar que su inversa es:

[5.105]T T–
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Del mismo modo, pueden comprobarse otras propiedades de la traslación como son
las propiedades conmutativa, asociativa, etc.

2. Rotación. Considérese ahora que el sistema móvil (OUVW)2 tiene el mismo origen
de coordenadas, pero distinta orientación que el sistema de referencia fijo (OXYZ)1. De
acuerdo con [5.92] y [5.9], la matriz de transformación homogénea tendrá la forma:

[5.106]

Igual que para la matriz de rotación, se pueden definir las siguientes matrices homo-
géneas básicas de rotación, alrededor de los ejes fijos OX, OY y OZ, respectivamente:

[5.107]

[5.108]

[5.109]

Todo lo indicado en aquel apartado sobre las matrices de rotación es de total aplica-
ción para este tipo particular de matrices de transformación homogéneas.

3. Traslación y rotación conjuntas. Como se ha indicado anteriormente, la principal
ventaja de la matriz de transformación es su capacidad de representar conjuntamente la
posición (mediante el vector 1

2d) y la orientación (mediante la matriz 1
2R) de un sistema

móvil (OUVW)2 respecto de otro fijo (OXYZ)1:

[5.110]2
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Las transformaciones de rotación y traslación son operaciones no conmutativas entre
sí por lo que habrá que tener en cuenta el orden de realización de las mismas. Considére-
se, a modo de ejemplo, una rotación alrededor del eje fijo OX seguida de una traslación
respecto del sistema fijo (OXYZ). Teniendo en cuenta que dichas transformaciones se van
a realizar respecto del sistema de referencia fijo, la matriz de transformación de rotación
deberá ser premultiplicada por la de traslación:

[5.111]

Si se considera ahora el caso contrario, es decir, una traslación seguida de una rotación res-
pecto del sistema fijo (OXYZ) con idénticos valores que en el caso anterior, se obtendrá:

[5.112]

Como puede observarse, el resultado es distinto.

Ejemplo de aplicación 5.2. Aplicar las transformaciones anteriores [5.111] y [5.112],
particularizadas para α = 90º y d(0, 0, 1), sobre un punto P de coordenadas r(0, 0, −1) 
y sobre un vector a = OP

⎯→
.

Procediendo según la transformación [5.111] se obtiene:

[5.113]

[5.114]

Nótese que, a diferencia de las posiciones de puntos, la cuarta coordenada de un vector
es nula, ya que un vector representa una dirección, un punto impropio o punto del infinito 
(w = 0). Puede parecer también que exista una cierta ambigüedad al asimilar las coordenadas
del punto P a las del vector r cuyo extremo-origen es siempre el origen de coordenadas. Sin
embargo, si la cuarta coordenada es un 1, indefectiblemente se estará tratando con una posi-
ción (con un punto), independientemente de que se refiera al mismo como r o P.
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Gráficamente (figura 5.18), las transformaciones [5.113] y [5.114] resultan ser:

FIGURA 5.18. Transformaciones [5.113] y [5.114].

Procediendo según la transformación [5.112] se obtiene:

[5.115]

[5.116]

La representación gráfica (figura 5.19) de estas transformaciones es:

FIGURA 5.19. Transformaciones [5.115] y [5.116].
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De los resultados [5.113], [5.114], [5.115] y [5.116], así como de las figuras 5.18 
y 5.19 pueden extraerse las siguientes conclusiones:

1. Como se había anticipado, las posiciones de P(0, 0, −1, 1) después de las transfor-
maciones en uno y otro caso son distintas.

2. Igualmente, la posición del sistema de referencia (OU”V”W”) es diferente en
ambos casos.

3. Sin embargo, la orientación del sistema (OU”V”W”) es idéntica después de las dos
transformaciones, como se puede observar en [5.111] y [5.112]. Esto es debido a
que ambas transformaciones incluyen la misma matriz básica de rotación.

4. Por la misma razón, los vectores a′′ quedan igualmente orientados al final de
ambas transformaciones.

5.4.4.  Composición de matrices de transformación

Como se ha visto, las matrices de transformación pueden componerse dando lugar a
otras matrices compuestas que acumulan todas las transformaciones realizadas. A conti-
nuación se indican resumidamente las reglas para determinar una matriz de transforma-
ción compuesta:

1. Si las transformaciones aplicadas sobre el sistema móvil (OUVW) se refieren al
sistema fijo (OXYZ), entonces las matrices que representan las sucesivas transfor-
maciones se van premultiplicando.

2. Si las transformaciones aplicadas sobre el sistema móvil (OUVW) se refieren al
mismo, entonces las matrices que representan las sucesivas transformaciones se
van postmultiplicando.

3. Al igual que en la composición de rotaciones, cualquier producto de matrices de
transformación puede interpretarse como una secuencia de transformaciones reali-
zadas sobre el sistema de referencia fijo o como una secuencia de transformacio-
nes realizadas sobre el sistema de referencia móvil.

A continuación se visualizará la regla 2, que es la más utilizada. En la figura 5.20
están representados dos sistemas de referencia móviles y uno fijo: (OUVW)3, referido a
(OUVW)2, y (OUVW)2, referido al sistema fijo (OXYZ)1.

Figura 5.20. Composición de transformaciones en coordenadas locales.
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Se desea obtener la relación entre las coordenadas 1r y 3r que definen la posición de
un punto P con respecto a los sistemas 1 y 3 respectivamente. Para ello, 2r puede expresar-
se en función de 3r de la siguiente manera:

[5.117]

A su vez, 1r en función de 2r:

[5.118]

Combinando [5.117] y [5.118]:

[5.119]

Por tanto, la matriz de transformación que define directamente la localización del sis-
tema 3 respecto del 1 será:

[5.120]

5.4.5.  Transformación inversa

Sea 1
2T la matriz de transformación que define la localización del sistema de referen-

cia 2 respecto del sistema 1. A veces, es interesante invertir dicha matriz con el objeto de
obtener la localización del sistema de referencia 1 respecto de 2.

En efecto:

; [5.121]

Es decir,

[5.122]

Por otro lado, 12T que en su forma general se expresa según [5.110], puede representar-
se mediante la composición de una traslación seguida de una rotación, ambas referidas al
sistema móvil, o al revés si se refieren al sistema fijo:

[5.123]
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Invirtiendo esta matriz:

[5.124]

Teniendo en cuenta la ecuación [5.105] resulta:

[5.125]

Como puede verse, queda en función de las submatrices de 12T.

5.4.6.  Ecuaciones de transformación

Supóngase una situación como la representada en la figura 5.21 en que hay varios sis-
temas de referencia, cada uno de ellos localizado respecto de otro. Precisamente, el senti-
do de cada vector apuntando de un origen a otro es lo que define qué sistema está referido
respecto de cuál. Así, por ejemplo, el sistema 3 está referido tanto a 2 como a 4.

FIGURA 5.21. Composición de transformaciones en lazo cerrado.

De acuerdo con esto, la localización del sistema de referencia 3 puede ser expresada
respecto del sistema fijo 1, mediante las dos siguientes composiciones de matrices de
transformación:

[5.126]
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Igualando ambas ecuaciones se obtiene la ecuación de transformación, que define el
lazo establecido entre dichos sistemas de referencia:

[5.128]

Cuando se desconoce alguna de las matrices de transformación, por ejemplo 43T, dicha
ecuación puede ser utilizada para su cálculo:

[5.129]

Esta misma ecuación de transformación puede escribirse directamente, sin más que
computar la transformación inversa cuando durante el recorrido del lazo (figura 5.21) uno
se encuentra con un vector que apunta en sentido contrario al del recorrido. Es decir,
siguiendo reglas similares a las de la composición de vectores.

Ejemplo de aplicación 5.3. Un robot tiene que aplicar un punto de soldadura sobre
una pieza situada en una mesa. En figura 5.22 se indican las localizaciones conocidas.
Calcular la localización de la pieza respecto a la garra del robot: GPT .

FIGURA 5.22. Localización de una pieza respecto de la garra del robot.

De acuerdo con la regla de las ecuaciones de transformación, la solución es:

   P
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5.5.  Método matricial

En este apartado se va a exponer un método matricial para describir la localización de
todos y cada uno de los elementos que constituyen el mecanismo. Por el contrario, otros
métodos sólo representan la posición del elemento de salida o del elemento útil que reali-
za la función objetivo. Dicho método es muy utilizado en general, pero sobre todo en los
mecanismos de cadena abierta o robots, y está basado en la conocida notación de Denavit-
Hartenberg.

Hasta el momento se han utilizado dos sistemas de referencia: uno global (OXYZ), y
otro local (OUVW). Se ha indicado cómo establecer la localización espacial del sistema
de referencia local respecto del global mediante las matrices de transformación homogé-
neas. Si al elemento i − 1 del mecanismo se le asigna el sistema de referencia global, y al
elemento i el local, un punto P del elemento i puede ser expresado respecto del sistema
asignado al elemento i − 1 de la siguiente manera:

[5.130]

Donde ir (ru , rv , rw , 1) son las coordenadas del punto P respecto del sistema de refe-
rencia local (OUVW)i, 

i-1r (rx , ry , rz , 1) son las coordenadas de P respecto del sistema de
referencia global (OXYZ)i-1 y  i−1

iT la matriz de transformación homogénea que define la
localización de (OUVW)i respecto de (OXYZ)i-1. Ésta es la idea básica implícita en el sis-
tema de representación propuesta por Denavit y Hartenberg (1955).

Los elementos del mecanismo son numerados correlativamente desde el elemento fijo
al que se le asigna el 0, hasta el elemento extremo si el mecanismo es un robot, o hasta el
último elemento que vuelve a conectarse al fijo, si el mecanismo es de lazo cerrado. Cada
elemento del mecanismo se une a los demás mediante, al menos, dos pares cinemáticos
(excepto el elemento monario de un robot). Los pares cinemáticos más utilizados son los
de rotación (R) y los prismáticos (P). Dichos pares se caracterizan por poseer un eje; en el
primer caso, de rotación, y en el segundo, de deslizamiento. A cada elemento i se le van a
asignar dos parámetros. El primero de ellos, ai , es la distancia en verdadera magnitud
entre los dos ejes, i e i + 1 del elemento i. Dicha distancia es un segmento perpendicular a
ambos ejes (figura 5.23); siempre existe y es único, excepto cuando los ejes son paralelos,
en cuyo caso hay infinitos.

El segundo parámetro, αi, mide el ángulo entre los ejes de los pares del elemento i. Se
encuentra representado (figura 5.23) en un plano Π paralelo al plano OXZ que contiene el
eje i + 1 y es perpendicular al segmento que define la distancia ai. Se denomina longitud
del elemento a la distancia ai, y torsión del elemento al ángulo αi. La forma en que se han
definido estos parámetros hace que sean independientes de las dimensiones físicas del ele-
mento. Así, puede decirse que elementos de la misma longitud e igual torsión son cinemá-
ticamente equivalentes.

En un par cinemático se conectan, al menos, dos elementos. En la figura 5.24 se
representa una parte de una cadena cinemática compuesta por pares R.

     
i

i
i i− −=1 1r rT 
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FIGURA 5.23. Parámetros del elemento i: ai, αi.

FIGURA 5.24. Parámetros de elemento y de par; sistemas de referencia elementales.

CINEMÁTICA DE MECANISMOS. ANÁLISIS Y DISEÑO320

Z

Y

X

Z

i

i – 1

i + 1

Y
X

Qi

Qi–1

Xi–1

Zi–1

Oi–1

Oi

Zi

di

θi

Xi

eje i + 1

elemento i

eje i
αi

αi

ai

ai

ai–1



El eje i que conecta el elemento i − 1 con el i tiene dos pies de perpendiculares, Oi-1 y
Qi, correspondientes a las rectas que contienen las longitudes de elemento ai-1 y ai respec-
tivamente. Pues bien, la distancia di = Oi−1

⎯⎯⎯⎯
Qi (sobre el eje i) entre dichas rectas se denomi-

na distancia entre los elementos i − 1 e i, y el ángulo θi formado por las mismas, ángulo
del par. Por tanto, puede decirse que estos dos parámetros definen la posición relativa
entre dichos elementos: di mide la distancia entre las perpendiculares según el eje del par,
y θi el ángulo entre las perpendiculares sobre un plano normal al eje del par. Obsérvese
que en el caso de un par prismático, los parámetros di y θi cambian su papel. Ahora di es la
variable del par, y θi adopta un valor constante.

En el caso de manipuladores serie (robots), al no cerrarse la cadena, algunos de los
parámetros de los elementos extremos (la base y el elemento terminal del robot) se
encuentran indefinidos. En concreto, y de acuerdo con el convenio adoptado, para un
robot de n elementos, los parámetros que están indefinidos son: d1, θ1, an, αn, dn, θn.
Dichos parámetros quedarán completamente definidos al adoptar sistemas de referencia
solidarios a los elementos fijo (elemento 0) y extremo (elemento n).

En resumen, estos cuatro parámetros definen completamente la configuración cine-
mática de cada elemento del mecanismo. Los parámetros de elemento (ai y αi) definen el
elemento propiamente dicho, y los parámetros de par (di y θi) definen la posición relativa
entre elementos adyacentes. En general, cuando uno se refiere a los cuatro parámetros
conjuntamente, lo hace como parámetros del elemento.

Toda la descripción hecha hasta ahora ha sido pensada para pares cinemáticos de clase I
(1 grado de libertad), en concreto pares R y P. Para un par cinemático de clase II como el
par cilíndrico C, la adaptación es tan fácil como considerar tanto a di como a θi variables
del par cinemático. Finalmente, un par que permita m grados de libertad puede ser modeli-
zado mediante m pares de 1 grado de libertad (R o P) conectados mediante elementos de
longitud nula. Por tanto, bastaría con aplicar la misma metodología.

5.5.1.  Sistemas de referencia asociados a elementos

Para representar la localización de cada elemento respecto de su adyacente anterior, va
a asociarse a cada elemento un sistema de referencia. La numeración de estos sistemas de
referencia se corresponde con la numeración de los elementos previamente establecida. La
convención adoptada para situar los ejes coordenados de cada sistema local es la siguiente
(figura 5.24):

1. Se hace coincidir el eje Zi con el eje del par i + 1. El origen de coordenadas Oi se
sitúa sobre el eje i + 1 en el pie de la perpendicular que contiene a ai. En el caso de
que los ejes i e i + 1 sean paralelos, el origen de coordenadas se aconseja tomarlo
en un punto del eje i + 1 que anule el parámetro di. Hay que indicar que el sentido
del eje Zi no está definido, por lo que tendrá que hacerlo el usuario.

2. El eje Xi coincide con la recta que contiene el segmento QiOi

⎯⎯⎯
, es decir, la longitud

ai del elemento i, y se encuentra orientado según el sentido de Qi a Oi. Si ai = 0, Qi
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y Oi coinciden y el eje Xi es perpendicular al plano que contiene a Zi-1 y Zi. En este
caso, el sentido positivo del eje Xi se encuentra indefinido, por lo cual queda a la
libre elección del usuario cualquiera de los dos posibles.

3. El eje Yi se elige de forma que el sistema de referencia (OXYZ)i sea positivo (dex-
trógiro).

De nuevo, en el caso de los manipuladores serie hay que hacer algunas puntualizacio-
nes en la elección de los sistemas de referencia solidarios a los elementos extremos. Pues-
to que el sistema asociado al elemento fijo (0) es inmóvil, puede adoptarse como sistema
de referencia global para describir la localización del resto de los elementos del mecanis-
mo. De acuerdo con la convención anteriormente adoptada, el eje Z0 se encontrará a lo lar-
go del eje del par cinemático 1. Su correspondiente origen de coordenadas podrá situarse
en cualquier punto del eje 1; no obstante, su elección obedecerá preferentemente a la sim-
plificación de datos, es decir, a anular aquellos parámetros del elemento en la medida que
sea posible. Existe una mayor incertidumbre a la hora de situar el sistema de referencia 
n-ésimo, ya que no existe un par n + 1 para situar el eje Zn. De nuevo su localización obe-
dece a la simplificación de datos, por lo que el eje Zn suele hacerse coincidir con Zn-1,
colocando su origen en cualquier punto del elemento terminal.

En resumen, los parámetros de un elemento pueden redefinirse (coherentemente con
lo ya indicado) de nuevo, apoyándose en los sistemas de referencia elementales adoptados.
Así, pues:

– θi es el ángulo formado por los ejes Xi-1 y Xi, de Xi-1 a Xi en sentido antihorario 
y desde el sentido positivo de Zi-1.

– di es la distancia entre los ejes Xi-1 y Xi medida a lo largo del eje Zi-1.
– ai es la distancia entre los ejes Zi-1 y Zi medida a lo largo del eje Xi. Obsérvese que

tal como está definida, ai ≥ 0.
– αi es el ángulo formado por los ejes Zi-1 y Zi, de Zi-1 a Zi en sentido antihorario 

y desde el sentido positivo de Xi.

Y el resumen del procedimiento de asignación de los sistemas de referencia es el
siguiente:

1. Identificar los ejes de los pares cinemáticos.
2. Colocar sobre el eje de cada par i el eje Zi-1.
3. Calcular las rectas que contienen las mínimas distancias entre los ejes de los pares,

y los puntos de intersección entre unas y otros.
4. Asignar Xi a la perpendicular común a los ejes Zi-1 y Zi, dando el sentido positivo

de i − 1 a i. Si Zi-1 y Zi se cortan, Xi será la recta que pasando por el punto de corte
es perpendicular al plano que contiene a Zi-1 y Zi. En este caso, el sentido no está
definido por lo que deberá elegirse.

5. Elegir el eje Yi de modo que se defina un sistema de referencia positivo.
6. Situar, si fuera posible, Zn alineado con Zn-1.
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Ejemplo de aplicación 5.4. Sea el mecanismo de un grado de libertad (figura 5.25) ya
analizado en el capítulo 3. Aplicarle la notación de Denavit-Hartenberg obteniendo los sis-
temas de referencia elementales, así como el valor de los parámetros de sus elementos 
y de sus pares cinemáticos.

FIGURA 5.25. Cuadrilátero RRRP.

Los pasos a seguir son: numeración de los elementos, numeración de los ejes, situar
los ejes Zi y situar los ejes Xi. Dichos pasos se representan en la figura 5.26 y son explica-
dos en la tabla de la figura 5.27.

FIGURA 5.26. Sistemas de referencia elementales.

Obsérvese que después de numerar el elemento 3, como el siguiente adyacente es el
elemento fijo, en vez de asignarle el 4 se le asigna el 0. Sin embargo, al ser el mecanismo
de cadena cerrada, el elemento fijo no se diferencia del resto en cuanto a la sistemática de
Denavit-Hartenberg.
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FIGURA 5.27. Parámetros de los elementos del mecanismo.

Ejemplo de aplicación 5.5. Sea el brazo Stanford, robot serie de 6 gdl representa-
do en la figura 5.28; establecer los sistemas de referencia de elemento siguiendo la
notación de Denavit-Hartenberg. Obtener, asimismo, el valor de los parámetros de los
elementos y de los pares.

FIGURA 5.28. Numeración de los elementos y pares del robot Stanford.
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Una vez numerados los elementos y los pares cinemáticos (figura 5.28) se van a loca-
lizar los sistemas de referencia (figura 5.29) según el convenio de Denavit-Hartenberg 
(en adelante D-H). Dada la particularidad posicional de alguno de los ejes del robot es
necesario realizar las siguientes observaciones:

– Los sentidos de los ejes Zi se eligen arbitrariamente.
– O0 debe estar sobre el eje 1; se hará coincidir con O1, así d1= 0.
– O3 está indefinido según D-H dado que Z2 y Z3 son coincidentes. Por simplicidad se

tomará coincidente con O4. Obsérvese que la distancia O2

⎯⎯⎯
O3 considerada como

variable es el grado de libertad del par prismático.
– En cuanto a la garra, según D-H la dirección de Z6 se hace coincidir con Z5. Tam-

bién pudiera hacerse coincidir O5 con O6, con lo que d6 sería nulo; sin embargo, en
este caso será colocado en un punto de la garra.

– Puesto que Z0 y Z1 se cortan, el sentido de X1 se toma arbitrariamente.
– Igual ocurre con X2.
– Puesto que Z2 y Z3 coinciden, X3 es elegido (p. ej., paralelo a X2).
– Como Z3 y Z4 se cortan, el sentido de X4 se elige; en este caso se hace coincidir con X3.
– Igual razonamiento para X5.
– X6 se elige paralelo a X5.
– Finalmente, como X0 puede elegirse arbitrariamente, se hace coincidir con X1.

FIGURA 5.29. Sistemas de referencia elementales en el robot Stanford.

Por claridad, en la figura 5.29 se han omitido los ejes Yi.
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En la tabla de la figura 5.30 se representan los sistemas de referencia dos a dos para
facilitar la obtención de los parámetros de elemento, cuyos valores se adjuntan al lado de
cada figura.

FIGURA 5.30. Parámetros de los elementos del mecanismo.
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5.5.2. Matrices de transformación elementales

Una vez establecidos los sistemas de referencia elementales, se trata ahora de obtener
la matriz de transformación homogénea i–1

iT que relaciona el sistema de coordenadas
(OXYZ)i con el sistema de coordenadas (OXYZ)i-1. Obsérvese (figura 5.31) que un siste-
ma de referencia móvil (OUVW), inicialmente coincidente con (OXYZ)i-1, puede llevarse
a coincidir con (OXYZ)i a través de la siguiente secuencia de movimientos:

1. Rotación alrededor de W, coincidente con Zi-1 en esta posición, del ángulo θi. 
2. Traslación según el eje W de la distancia di.
3. Traslación según el eje U de la distancia ai.
4. Rotación alrededor del eje U del ángulo αi.

FIGURA 5.31. Secuencia de transformaciones básicas entre dos sistemas i e i – 1.

Teniendo en cuenta que las cuatro anteriores transformaciones básicas se han realiza-
do respecto del sistema de referencia móvil (OUVW), la matriz i–1

iT se obtendrá postmul-
tiplicando las correspondientes matrices homogéneas básicas:

[5.131]

Como puede observarse, esta matriz depende de los parámetros del elemento i. A las
distintas matrices de este tipo que definen la localización entre elementos adyacentes se

i
i

d ai i i i

–1T T  T  T  T, , , ,= θ αW W U U
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las denomina matrices de transformación elementales. Recordando las expresiones de las
matrices homogéneas básicas de traslación y rotación, la matriz [5.131] puede expresarse
de la siguiente manera:

[5.132]

Resultando:

[5.133]

Donde αi , ai , di son constantes, mientras que θi es la variable del par de rotación i.
Como se indicó anteriormente, la notación de Denavit-Hartenberg es aplicable a otros
tipos de pares cinemáticos sin más que tener en cuenta sus correspondientes particularida-
des. En cualquier caso, la notación de Denavit-Hartenberg es una forma sistemática con-
creta de operar con sistemas de referencia solidarios a los distintos elementos de un meca-
nismo. Ello no impide que puedan utilizarse otras metodologías, o incluso compaginarlas
dependiendo de las características del mecanismo a analizar. Lo verdaderamente impor-
tante radica en la idea del paso de un sistema de referencia a otro mediante matrices de
transformación homogéneas.

Continuación del ejemplo de aplicación 5.4. Obtener las matrices de transformación
elementales correspondientes al cuadrilátero plano RRRP del ejemplo de aplicación 5.4.

De acuerdo con la tabla de la figura 5.27, en este ejemplo hay cuatro sistemas de refe-
rencia elementales; sus correspondientes matrices de transformación elementales se
obtendrán directamente mediante [5.133]:

[5.134]
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[5.135]

[5.136]

Continuación del ejemplo de aplicación 5.5. Obtener las matrices de transformación
elementales correspondientes al robot Stanford del ejemplo 5.5.

De acuerdo con la tabla de la figura 5.30, en este ejemplo hay seis sistemas de referencia
elementales; sus correspondientes matrices de transformación elementales se obtendrán di-
rectamente mediante [5.133]:

[5.137]

[5.138]

[5.139]

[5.140]
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[5.142]

5.6. Análisis de posiciones en mecanismos de cadena cerrada

En este apartado se van a obtener las ecuaciones que relacionan las variables que defi-
nen la posición de los elementos de un mecanismo de cadena cerrada. Cuando se conoce la
entrada del movimiento, dichas ecuaciones resuelven el problema de posición directo. Por el
contrario, si es el movimiento del elemento útil o de salida el que se conoce, las ecuaciones
de posición representan entonces el problema inverso. Como se sabe, las ecuaciones de posi-
ción son, en cualquiera de las dos formas (problema directo o inverso), no lineales. Aunque
aquí será suficiente con su obtención, la resolución de las mismas puede hacerse mediante
métodos analíticos y numéricos, de forma análoga a como se hizo en el capítulo 3 para
mecanismos planos. A continuación, se van a presentar dos procedimientos para obtener las
ecuaciones de posición en mecanismos de cadena cerrada. El primero es un método matri-
cial basado en la formulación D-H, y el segundo es un método geométrico.

5.6.1. Ecuaciones de posición mediante el método matricial

Considérese un mecanismo de n elementos móviles. Siguiendo el método matricial, el
problema cinemático ha sido subdividido en n + 1 subproblemas al establecer los n + 1
sistemas de referencia elementales (figura 5.32). Cada subproblema consiste en obtener la
localización de un sistema de referencia respecto de su previo adyacente. La solución de
cada subproblema viene dada por su correspondiente matriz de transformación elemental
i–1

iT, y la solución del problema, por la relación entre dichas matrices. Nótese cómo ahora
en el espacio, el cierre de los lazos del mecanismo se establecerá mediante ecuaciones
matriciales, mientras que en capítulos precedentes se establecía mediante ecuaciones vec-
toriales.

Para un mecanismo formado exclusivamente por pares binarios, lo cual significa que
sólo posee un lazo, la ecuación matricial de cierre puede establecerse directamente
mediante la ecuación de transformación correspondiente a dicho lazo, como se explicó en
el punto 5.4.6. La ecuación matricial del lazo de la figura 5.32 es:

[5.143]

Reordenando la ecuación anterior resulta:

[5.144]
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FIGURA 5.32. Sistemas de referencia elementales en un mecanismo de cadena cerrada.

Es fácil comprobar que a esta ecuación también se llega mediante la composición de
matrices de transformación siguiente:

; ; ... [5.145]

Encadenando dichas relaciones se obtiene:

[5.146]

Ecuación que se corresponde con [5.144].
Para mecanismos con lazos múltiples, se obtiene una ecuación matricial tipo [5.144]

para cada uno de los lazos independientes del mecanismo. El conjunto de todas ellas cons-
tituye el sistema de ecuaciones de posición del mecanismo.

Finalización del ejemplo de aplicación 5.4. Obtener las ecuaciones de posición del
cuadrilátero plano RRRP del ejemplo 5.4.

Hasta el momento se han obtenido los valores de los parámetros de cada elemento
(tabla de la figura 5.27), así como sus correspondientes matrices de transformación ele-
mentales: [5.133]-[5.136]. La ecuación de transformación correspondiente al lazo cerrado
del mecanismo, según [5.144], será:
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Sustituyendo por sus valores:

[5.148]

Operando y reordenando términos resulta:

[5.149]

De acuerdo con la figura 5.25 y los gráficos de la tabla de la figura 5.27, puede esta-
blecerse la siguiente relación angular:

θ + θ3 − ϕ = 90º [5.150]

Por tanto, la ecuación matricial [5.149] queda:

[5.151]

Dejando aparte las identidades, las ecuaciones resultantes son:

[5.152]

[5.153]

Que son precisamente las ecuaciones algebraicas correspondientes al único lazo del
mecanismo RRRP, y que ya se obtuvieron en el capítulo 3 como ecuaciones [3.66] y [3.67].

Evidentemente, no tiene lógica resolver un problema plano tan sencillo como éste,
mediante un método matricial concebido para analizar mecanismos espaciales. Se ha
hecho, en primer lugar, por una razón didáctica, ya que el método es más fácilmente com-
prensible al aplicarlo a un mecanismo sencillo; en segundo lugar, para reflejar que este
método es particularizable al caso plano.

Ejemplo de aplicación 5.6. Aplicar el método matricial a un mecanismo espacial muy
utilizado en la industria: la junta Cardan (figura 5.33). Como ya se ha indicado, se trata de
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un mecanismo esférico caracterizado porque todos los ejes de los pares de rotación se cor-
tan en el centro de las superficies esféricas. Asimismo, se verifican las siguientes condi-
ciones geométricas: Eje 1 ⊥ Eje 2; Eje 2 ⊥ Eje 3; Eje 3 ⊥ Eje 0; y α = ang(Eje 0, Eje 1).
En la posición de la figura 5.33, los ejes 0, 1 y 3 están en un plano.

FIGURA 5.33. Junta Cardan.

Se trata de obtener las diferentes relaciones entre la rotación del eje 1 y las rotaciones
de los restantes ejes.

En la figura 5.34 se han representado los sistemas de referencia elementales, basándo-
se en la notación D-H.

FIGURA 5.34. Sistemas de referencia elementales (se han omitido los ejes Yi).

De acuerdo con el método matricial, los parámetros de cada elemento, así como las
correspondientes matrices de transformación elementales de paso entre cada pareja de sis-
temas de referencia resultan ser (figuras 5.35 y 5.36):
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FIGURA 5.35. Matrices de transformación 01T y 12T.

FIGURA 5.36. Matrices de transformación 23T y  30T.
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La ecuación de transformación correspondiente al único lazo de este mecanismo es:

[5.158]

Ecuación matricial que puede expresarse también:

[5.159]

Teniendo en cuenta que los vectores de posición son nulos en 30T y 23T se verificará:

[5.160]

De esta manera sólo hay que hacer dos multiplicaciones matriciales cuyo resultado es:
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De donde resultan las siguientes ecuaciones algebraicas:
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Dividiendo la ecuación [5.168] entre la ecuación [5.165] resulta:

[5.172]

Que es la ecuación que relaciona la variable de entrada θ1 con la de salida θ0. Otras
relaciones interesantes se obtienen al dividir la ecuación [5.168] entre la [5.171]:

[5.173]

Y la ecuación [5.171] entre la [5.173]:

[5.174]

5.6.2. Ecuaciones de posición mediante el método geométrico

Aunque el método de Denavit-Hartenberg es general, se complica notablemente cuando
el mecanismo posee varios lazos. En este caso, y más concretamente si el mecanismo es un
robot paralelo, es más conveniente emplear el método geométrico. Éste es un método más
sencillo que el anterior, pero no es tan sistemático. Básicamente, consiste en obtener una
ecuación vectorial de cierre por cada lazo independiente, de modo análogo a como se expli-
có en el capítulo 3 para mecanismos planos. En el caso de los robots paralelos, 
se obtiene una ecuación vectorial de cierre por cada “pata” de la plataforma. Al final de este
capítulo se presentará un ejemplo de un robot paralelo de orientación que ilustrará este mé-
todo. Mientras tanto, se va a aplicar el método geométrico nuevamente a la junta Cardan.
De esta manera, podrá establecerse una comparación con el método matricial.

En efecto, considérese el esquema cinemático de la junta Cardan en la posición indi-
cada en la figura 5.37, manteniendo los ángulos de la notación D-H:

La posición del punto A común a los elementos 1 y 2 es:

[5.175]

La posición del punto B común a los elementos 2 y 3 es:

[5.176]

  Z RB = − −sen( )2 0π θ

   Y RB = − −cos ( ) ( )2 0π θ α πsen /2

   X RB = − −cos ( ) cos ( )2 0π θ α π /2

  Z RA = −sen ( )θ π1

  Y RA = −cos ( )θ π1

  X A = 0

 cos cosθ α θ3 1= sen

 cotg tg senθ α θ2 1=

  tgθ α θ0 1= cos cotg
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FIGURA 5.37. Esquema cinemático de la junta Cardan.

Teniendo en cuenta la condición de perpendicularidad (OA
⎯⎯→

⋅ OB
⎯⎯→

= 0) que en todo ins-
tante deben mantener los ejes 2 y 3, resultará:

[5.177]

Reordenando esta ecuación, se obtiene de nuevo la anterior ecuación [5.172], que rela-
ciona las variables angulares de entrada (eje 1) y salida (eje 0):

5.7. Análisis de posiciones en mecanismos de cadena abierta

La aplicación del método matricial a los manipuladores serie es idéntica a la expues-
ta para los mecanismos de cadena cerrada. La particularidad estriba en el mecanismo, no
en el método. En el caso que nos ocupa, la ecuación matricial no se cierra, con lo cual la
relación no se establece entre las variables de los pares cinemáticos, sino entre la locali-
zación del elemento terminal del robot (elemento monario) y las variables de los pares
cinemáticos.

Al igual que en los mecanismos de cadena cerrada, existen dos tipos de problemas a
resolver (figura 5.38). El primero es el problema de posición directo, y consiste en deter-
minar la posición y orientación de la garra del robot con respecto a un sistema de referen-

 cot cosg tgθ α θ1 0=

  R R2
1 0

2
1 0 0cos cos cosθ θ α θ θ− =sen sen
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cia fijo, cuando se conocen los valores de las variables de los pares. El segundo es el pro-
blema de posición inverso, que como su nombre indica, consiste en, dada la localización
de la garra del robot, obtener las configuraciones posibles que puede adoptar el robot.

FIGURA 5.38. Relación entre los dos problemas de posición.

5.7.1. Problema de posición directo

Sea un robot de n elementos móviles, representados en la figura 5.39 mediante sus
correspondientes sistemas de referencia. El método matricial expuesto proporciona cada
matriz de transformación elemental i–1

iT, la cual define la localización del sistema de refe-
rencia i respecto del sistema de referencia i − 1.

FIGURA 5.39. Sistemas de referencia elementales en un manipulador serie.
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La ecuación de transformación del lazo de este manipulador es:

[5.178]

También puede llegarse a esta ecuación matricial mediante la siguiente composición
de matrices de transformación:

[5.179]

Una vez multiplicadas las n matrices de la ecuación [5.178], se llega a una matriz con-
creta, cuyos términos serán representados de la siguiente manera:

[5.180]

Particionando esta matriz en las submatrices habituales resulta:

[5.181]

Donde:

[5.182]

Representa la orientación de la garra respecto de la base del robot, y

[5.183]

Representa la posición de la garra respecto de la base del robot.
En resumen, la resolución del problema de posición directo consiste en obtener la

matriz [5.180].
Ahora bien, si la base del manipulador está referida a otro sistema de referencia S

mediante la matriz de transformación S
0T; y si la garra mantiene asida una herramienta

cuya localización respecto de la misma viene representada por la matriz n
HT, entonces la

localización de la herramienta respecto del sistema S vendrá dada por la matriz:

[5.184]    H
S S

n H
nT T T T= 0

0  

n
T

x y zd d d0d = [ ]

   

n

x x x

y y y

z z z

u v w
u v w

u v w

0R =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

n
n n0
0 0

1
T R=

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

d
0

   

n

x x x x

y y y y

z z z z

u v w d
u v w d

u v w d
0

0 0 0 1

T =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

0
2
1

1
2 1r      r= −

− −
1
0 ...T T T Tn

n
n

n n

n n
n

n
n0

1
0

1
2 1T T T T T= −

− −     2
1 ...
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Finalización del ejemplo de aplicación 5.5. Obtener las ecuaciones de posición (reso-
lución del problema directo) del robot Stanford (ejemplo 5.5).

En la tabla de la figura 5.30 se representaron los valores de los parámetros de cada
elemento a partir de los cuales se llegó a las matrices de transformación: [5.137]-[5.142].
De acuerdo con esto, la matriz que representa la localización de la garra respecto de la
base del robot será:

[5.185]

Un procedimiento eficaz para la obtención de los términos de 0
6T consiste en calcular

primero la multiplicación de las tres primeras matrices, en segundo lugar el producto de
las tres últimas, y finalmente realizar el producto de las dos matrices resultantes.

En efecto:

[5.186]

[5.187]

[5.188]

[5.189]

Finalmente, multiplicando la matriz [5.187] por la [5.189] se obtienen los términos de
la matriz 06T, resolviendo, por tanto, el problema de posición directo:

ux = cθ1cθ2(cθ4cθ5cθ6 − sθ4sθ6) + sθ1(sθ4cθ5cθ6 + cθ4sθ6) + cθ1sθ2sθ5cθ6 [5.190]

uy = sθ1cθ2(cθ4cθ5cθ6 − sθ4sθ6) − cθ1(sθ4cθ5cθ6 + cθ4sθ6) + sθ1sθ2sθ5cθ6 [5.191]

uz = sθ2(cθ4cθ5cθ6 − sθ4sθ6) − cθ2sθ5cθ6 [5.192]

vx = − cθ1cθ2(cθ4cθ5sθ6 + sθ4cθ6) + sθ1(− sθ4cθ5sθ6 + cθ4cθ6) − cθ1sθ2sθ5sθ6 [5.193]

   

4
3

5
4

6
5

c c c s s c c s c c s c s
s c c c s s c s c c s s s s

s c s s
T T T

5

6

=

− − − − −
+ − + − −

−

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ

4 5 6 4 6 4 5 6 4 6 4 4 5

4 5 6 4 6 4 5 6 4 6 4 5 4 5

5 5

s g
g

θθ θ θ6 5 5

0 0 0 1
c cg

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

4
3

5
4

c c s c s
c c

s c
T T =

− −
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ
θ θ

4 5 4 4 5

4 5 4 4 5

5 5

0
0

0 0
0 0 0 1

s s s

   

1
0

2
1

3
2

c c s c s c s s
s c c s s s s c

s c c
T T T =

+
− −

− −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ

1 2 1 1 2 1 2 1

1 2 1 1 2 1 2 1

2 2 20
0 0 0 1

s e
s e

s

1
0

2
1

c c s c s s
s c c s s

s c
T T = − −

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ
θ θ

1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

2 20 0
0 0 0 1

e
e c

   6
0

2
1

3
2

4
3

5
4

6
5T T T T T T T= 1

0      
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vy = − sθ1cθ2(cθ4cθ5sθ6 + sθ4cθ6) − cθ1(− sθ4cθ5sθ6 + cθ4cθ6) − sθ1sθ2sθ5sθ6 [5.194]

vz = − sθ2(cθ4cθ5sθ6 + sθ4cθ6) + cθ2sθ5sθ6 [5.195]

wx = − cθ1cθ2cθ4sθ5 − sθ1sθ4sθ5 + cθ1sθ2cθ5 [5.196]

wy = − sθ1cθ2cθ4sθ5 + cθ1sθ4sθ5 + sθ1sθ2cθ5 [5.197]

wz = sθ2cθ4sθ5 − cθ2cθ5 [5.198]

dx = − g·cθ1cθ2cθ4sθ5 − g·sθ1sθ4sθ5 + g·cθ1sθ2cθ5 + s·cθ1sθ2 + e·sθ1 [5.199]

dy = − g·sθ1cθ2cθ4cθ5 + g·cθ1sθ4sθ5 + g·sθ1sθ2cθ5 + s·sθ1sθ2 − e·cθ1 [5.200]

dz = − g·sθ2cθ4sθ5 − g·cθ2cθ5 − s·cθ2 [5.201]

5.7.2.  Problema de posición inverso

La operación principal de un robot es controlar la localización de la garra. Se trata,
pues, de obtener el valor de los grados de libertad del robot para que su elemento terminal
ocupe una determinada localización espacial. Por esta razón, de los dos problemas citados,
el más importante y habitual es el inverso.

Obsérvese que, una vez resuelto el problema de posición directo (ver, p. ej., ecuaciones
[5.190] a [5.201] del robot Stanford), se conoce ya la estructura de la matriz 0

6T (caso de un
robot de 6 elementos y 6 gdl). Pues bien, aquí está la clave de la resolución del problema
inverso. Conociéndose ahora los términos de dicha matriz, se trata de expresar las variables
de los pares qi en función de aquéllos (ux , uy , uz , vx , vy , vz , wx , wy , wz , dx , dy , dz).

Como se sabe, hay varias formas de especificar la localización del elemento terminal
de un robot. Por tanto, hay varias maneras de expresar los términos de 0

6T. Así, la posición
0
6d puede ser definida en coordenadas cartesianas, polares y esféricas. La orientación 0

6R
puede definirse, según lo visto en este capítulo, mediante una composición de rotaciones
básicas alrededor de los ejes fijos o alrededor de los ejes móviles, un giro β alrededor de
un eje s, o los ángulos de Euler. Por tanto, los términos de 0

6T tendrán una u otra expresión
según se especifique la localización, y la resolución del problema inverso adoptará diver-
sas formas en cada caso.

De las 16 ecuaciones que resultan de igualar término a término los elementos de la
matriz 0

6T, 4 de ellas son triviales, con lo cual restan 12 ecuaciones con 6 incógnitas. De
las 9 correspondientes a la submatriz 0

6R sólo 3 son independientes que, junto con las 3 del
vector 0

6d, constituyen un sistema de 6 ecuaciones con 6 incógnitas. Dicho sistema posee
muchas funciones trascendentes, lo que le convierte en un sistema fuertemente no lineal
con múltiples soluciones.

La existencia de soluciones lleva a la definición del espacio de trabajo del manipula-
dor como aquella región del espacio accesible al elemento terminal del robot. La obten-
ción de la región accesible es una de las tareas ineludibles aparejadas al cálculo de posi-
ciones en robots. En definitiva, para que una solución exista, debe de encontrarse dentro
del espacio de trabajo. En la figura 5.40 se representa el espacio de trabajo de un manipu-
lador plano de 3 gdl.
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FIGURA 5.40. Espacio de trabajo (zona punteada).

La existencia de soluciones múltiples conlleva una dificultad adicional ya que obliga al
sistema a elegir una determinada. El criterio de decisión más razonable consiste en quedarse
con la solución más cercana a la posición actual. En cualquier caso, es importante conocer
todas las soluciones disponibles para el robot, cuando el elemento terminal ocupa una deter-
minada localización. Ello es debido a que, por regla general, los robots se encuentran en
entornos complicados, con zonas prohibidas dentro de su región accesible (debido a obs-
táculos por ejemplo), donde puede ser que la solución más cercana no sea admisible.

En el punto 3.2.1 del capítulo 3 se hizo una breve introducción a los métodos de reso-
lución de los problemas de posición. De allí puede extraerse que para resolver este tipo de
manipuladores existen básicamente dos alternativas: los métodos analíticos y los métodos
de computación matricial. Estos últimos se apoyan básicamente en el algoritmo de New-
ton-Raphson o en alguna de sus variantes. Poseen dos limitaciones: no obtienen más que
una solución de las múltiples posibles y su convergencia no está siempre garantizada. Esto
último puede provocar paradas del manipulador durante su movimiento. Por el contrario,
son métodos potentes, cuya aplicación a la resolución del problema inverso en tiempo real
es ineludible, siempre que la resolución analítica en forma cerrada sea imposible.

Los métodos analíticos proporcionan todas las soluciones. Cuando consiguen hacerlo
en forma cerrada, el tiempo de resolución es mínimo. Por el contrario, si no se consigue
una solución en forma cerrada, la resolución debe ser numérica y el tiempo de cálculo es
inadmisible para funcionar en tiempo real. La consecución de todas las soluciones exige
introducir criterios selectivos para obtener la solución más adecuada.

Teniendo en cuenta el tipo de manipuladores con los que se está tratando en este apar-
tado, resulta admisible abordar de forma analítica su resolución. Dentro de los métodos
analíticos cabe distinguir los de carácter geométrico y los algebraicos. Realmente, la dife-
rencia entre ellos es de planteamiento, ya que finalmente ambos utilizan expresiones alge-
braicas. Sin embargo, no todos los manipuladores serie de 6 gdl tienen solución analítica.
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En la mayoría de los casos, la obtención de una solución analítica es consecuencia de rea-
lizar ciertas simplificaciones geométricas en el robot. La realidad es que el diseño de la
mayoría de los robots industriales tiene como objetivo adicional la consecución de una
cinemática fácil de resolver. Una condición suficiente para que un robot de 6 gdl con
pares R tenga solución analítica es que tres de sus ejes adyacentes intersecten en un punto.
Para este caso, es conocida la solución algebraica dada por Pieper, 1969.

Los métodos geométricos son, en general, más intuitivos aunque menos sistemáticos
que los algebraicos. Dentro de los existentes, se va a exponer, por su sencillez, el método
de desacople cinemático. Este método es aplicable a aquellos robots cuyos tres últimos
ejes se cortan en un punto coloquialmente denominado “muñeca del robot”. Precisamente,
los giros asociados a estos ejes, aunque también originan un cambio en la posición final
del elemento terminal del robot, su verdadero objetivo es la orientación de dicho elemen-
to. La idea del método consiste en desacoplar ambos problemas: posición y orientación.
Para ello, es determinante el hecho de que la posición de la muñeca del robot dependa
exclusivamente de los tres primeros grados de libertad del robot: q1 , q2 , q3. En la siguien-
te figura queda representada esta circunstancia:

FIGURA 5.41. Obtención de la muñeca del robot.

El punto Om de la muñeca coincide con uno de los orígenes Oi de los sistemas de refe-
rencia de elemento, en concreto con O4. Por tanto, su posición, dm respecto del sistema
fijo (OXYZ)0 es 0

4d. Téngase en cuenta que al cortarse Z3 y Z4, el parámetro a4 se anula, y
por tanto 0

4d ya no depende de q4. Por otro lado, la posición del elemento terminal del
robot, definida respecto del sistema fijo por el vector 0

6d = (dx, dy, dz), es el origen del sis-
tema (OXYZ)6. Por tanto, podrá escribirse:

[5.202]

Y como resulta:

[5.203]   d dm w k= −6
0 g

O Om g6  = kw

6
0

4 6d dm= + O O
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Expresando las componentes de este vector de forma explícita:

[5.204]

[5.205]

[5.206]

Conocidas las expresiones algebraicas de dm y los valores numéricos de sus componen-
tes a partir de [5.204]-[5.206], ya se pueden obtener las tres primeras variables q1, q2, q3.

A continuación, a partir de los datos de la orientación de la garra:

[5.207]

Y, de los valores de las variables ya calculadas, se obtienen los valores de las restantes
variables q4, q5, q6. Para ello considérese la ecuación matricial:

[5.208]

A partir de esta ecuación y teniendo en cuenta [5.120] se verificará:

[5.209]

Donde 0
3R y 3

6R son las submatrices de rotación de las matrices de transformación 0
3T

y 36T respectivamente. La submatriz 03R se obtiene de 

[5.210]

Así, conocido 0
6R y calculado 0

3R ya se pueden obtener numéricamente los términos
de 3

6R a partir de [5.209]. Por otro lado, las expresiones algebraicas de los elementos de
3
6R, las cuales dependen exclusivamente de los tres últimos giros q4, q5, q6, pueden obte-
nerse de

[5.211]

Basta, ahora, elegir adecuadamente las ecuaciones más sencillas para determinar q4,
q5 , q6.

Conviene resaltar que en muchos manipuladores, los giros de estos tres últimos ejes se
corresponden exactamente con la transformación de Euler WVW anteriormente vista.

   6
3

4
3

5
4

6
5R R R R=   

   3
0

1
0

2
1

3
2R R R R=   

   6
0

3
0

6
3R R R=  

6
0

3
0

6
3T T T=  

   

6
0R =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

u v w
u v w

u v w

x x x

y y y

z z z

 d d g wmz z z= −

 
d d g wmy y y= −

 d d g wmx x x= −
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Ejemplo de aplicación 5.7. Aplicar el procedimiento anteriormente descrito para la
resolución del problema inverso en el robot Stanford.

1. Cálculo de θ1, θ2 y s. A partir de las ecuaciones [5.204]-[5.206] se obtienen los
valores numéricos de la posición Om del centro de la muñeca. Puesto que, en el caso del
robot Stanford O3 y O4 son coincidentes, las expresiones algebraicas de las componentes
de Om ≡ O4 pueden extraerse de la cuarta columna de 0

3T según la ecuación [5.187]. Por
otro lado, dm también puede obtenerse haciendo g = 0 en 06d. De cualquier manera, resultan
las siguientes ecuaciones:

s · cθ1 · sθ2 + e · sθ1 = dmx [5.212]

s · sθ1·sθ2 − e · cθ1 = dmy [5.213]

− s · cθ2 = dmz [5.214]

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones [5.212] y [5.213] resulta:

[5.215]

Elevando al cuadrado [5.214] y sumándola a [5.215] resulta:

[5.216]

Teniendo en cuenta la geometría del brazo Stanford, s siempre es positivo:

[5.217]

Ahora, a partir de [5.214] resulta:

[5.218]

De donde se obtienen dos soluciones:

[5.219]

Multiplicando [5.212] por dmy y [5.213] por dmx, y restando ambas ecuaciones, resulta
tras operar:

[5.220]tg
s

s
θ

θ

θ1
2

2

=
⋅ ⋅ + ⋅

⋅ ⋅ − ⋅

s d e d

s d e d
my mx

mx my

 θ θ π θ2
1

2
2

2
1 y = −2

  
θ2 = −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟arccos

d

s
mz

  
s d d d emx my mz= + + + −2 2 2 2

  
d d d s emx my mz

2 2 2 2 2+ + = +

  
d d s emx my

2 2 2
2

2 2+ = +(s )θ
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A partir de s y θ 1
2 se obtiene:

[5.221]

A partir de s y θ 2
2 se obtiene:

[5.222]

En la figura 5.42 se representan gráficamente las dos soluciones (θ 1
1, θ 1

2, s) y (θ2
1, θ

2
2, s):

FIGURA 5.42. Soluciones del robot Stanford.

θ 1
2 2 2 2 22= ⋅ − + − − +A ,tan e d d d d e d d dmx my mx my mx mx my

22 2− − ⋅( )e e dmy

θ 1
1 2 2 2 2 22= ⋅ + + − +A ,tan e d d d d e d d dmx my mx my mx mx my −− − ⋅( )e e dmy

2
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2. Cálculo de θ3, θ4 y θ5. Conocidos los valores de θ1, θ2 y s, la submatriz 03R se obtie-
ne de [5.187]. Teniendo en cuenta [5.207] y [5.209] es fácil obtener numéricamente 36R:

[5.223]

Por otro lado, las expresiones algebraicas de los términos de esta matriz se correspon-
den con las de los términos de la submatriz de rotación en 36T, ecuación [5.189]:

[5.224]

Obsérvese que esta ecuación se corresponde con la transformación de Euler WVW
dada por las ecuaciones [5.78] a [5.86], sin más que hacer: θ4 = φ, θ5 = − θ y θ6 = ψ. Por
tanto, la solución vendría dada por la relación inversa. Siguiendo el criterio anteriormente
adoptado, se trabajará con la función arcotangente de doble argumento. De esta manera
pueden establecerse las siguientes relaciones entre las matrices [5.223] y [5.224]:

[5.225]

[5.226]

[5.227]

[5.228]

[5.229]

De [5.225] se obtiene:

[5.230]

Que da lugar a dos soluciones:

[5.231]

[5.232]θ 5
2

33
2

33 5
1A 1= − −( ) = −tan ,2 r r θ

θ5
1

33
2

33A 1 ,= −( )tan2 r r

s 5 33
2θ = ± − r

  
c

s
6

31

5

θ
θ

=
r

  
s

s
6

32

5

θ
θ

= −
r

  
c

s
4

13

5

θ
θ

= −
r

  
s

s
4

23

5

θ
θ

= −
r

  cθ5 33= r

6
3

4 5 6 4 6 4 5 6 4 6 4 5

4 5 6 4 6 4 5 6 4 6 4 5

5 6 5 6 5

c c c s s c c s s c c s

s c c c s s c s c c s s

s c s s c

R =
− − − −
+ − + −

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

    

 R R R= =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

r r r
r r r
r r r

11 12 13

21 22 23

31 32 33

    

R

cθ4 cθ5 cθ6 − sθ4 sθ6

sθ4 cθ5 cθ6 + cθ4 sθ6

sθ5 cθ6

−cθ4 cθ5 sθ6 − sθ4 cθ6

−sθ4 cθ5 sθ6 + cθ4 cθ6

−sθ5 sθ6
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−cθ4 sθ5

−sθ4 sθ5

cθ5

cθ5 r33

r23

sθ5

r13

sθ5

r32

sθ5

r31

sθ5

r 2
33

sθ4

cθ4

sθ6

cθ6

sθ5

03 0
3 66

——-1

3
6

1



De [5.226] y [5.227]:

[5.233]

[5.234]

De [5.228] y [5.229]:

[5.235]

[5.236]

Así pues, las dos soluciones son: (θ 1
4, θ 1

5, θ 1
6) y (θ 1

4 + π, −θ 1
5, θ 1

6 + π).
Combinando las dos soluciones de las tres primeras variables y las dos soluciones de las

tres últimas, se obtiene un total de cuatro soluciones para el manipulador.
Si r33 = 1, entonces θ5 = 0º y la solución [5.226] a [5.229] degenera. En este caso, pue-

de comprobarse que sólo se puede calcular (θ4 + θ6), lo cual es suficiente para localizar al
elemento terminal. Por ello, puede adoptarse la convención de elegir uno de los ángulos,
por ejemplo θ4 = 0º. Así, la solución será:

θ1
4 = 0°; θ1

5 = 0°; θ 1
6 = Atan2 (r21, r11)

Algo similar ocurre si r33 = −1.

5.8. Análisis de velocidades y aceleraciones

En algunas aplicaciones es necesario que el elemento terminal de un manipulador se mue-
va a lo largo de su trayectoria con una determinada velocidad. Para ello, es necesario una pre-
cisa coordinación entre los actuadores del manipulador. Al igual que en el análisis de posicio-
nes, en el de velocidades también existen dos tipos de problemas: el problema de velocidad
directo y el inverso. El problema de velocidad directo consiste en determinar las componentes
de velocidad del elemento terminal, a partir de las velocidades de los elementos de entrada.
Por el contrario, en el inverso se trata de obtener las velocidades de los actuadores para que el
elemento terminal adquiera un estado de velocidad conocido (prescrito según la aplicación
concreta a desarrollar). Como se sabe, esta coordinación de movimientos se realiza a través de
la matriz (o de las matrices) jacobiana. En cualquier caso, en velocidades, el grado de dificul-
tad de estos dos problemas es similar, sea cual sea el tipo de manipulador considerado.

En realidad, el cálculo de velocidades y aceleraciones es igual, tanto para mecanismos
planos como espaciales, para mecanismos de cadena abierta como de cadena cerrada. El
desarrollo analítico de este cálculo fue explicado en el capítulo 3. En definitiva, hay dos
variantes: derivar sucesivamente respecto del tiempo las ecuaciones de posición o plantear
directamente las ecuaciones de velocidad sobre el mecanismo. En cualquier caso, es requi-

  
θ 6

2
32 31 6

1A= −( ) = +tan ,2 r r θ π

  
θ6

1
32 31A= −( )tan ,2 r r

  
θ 4

2
23 13 4

1A= ( ) = +tan ,2 r r θ π

  
θ4

1
23A= − −( )tan , 132 r r
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sito previo haber resuelto previamente el problema de posición. Si se derivan las ecuacio-
nes de posición, la primera derivación da lugar a un sistema lineal de ecuaciones que rela-
cionan las velocidades de entrada con las de salida. Derivando de nuevo, se obtienen las
ecuaciones de aceleración. La complejidad de estas ecuaciones sí es dependiente del tipo
de mecanismo y del procedimiento utilizado para obtener las ecuaciones de posición. Así,
por ejemplo, en el referido caso de la junta Cardan, en el que se ha utilizado un procedi-
miento geométrico, la ecuación de posición se obtiene a partir de [5.172]:

Derivando dicha ecuación respecto del tiempo se obtiene la ecuación de velocidad:

[5.237]

Derivando [5.237] se obtiene la ecuación de aceleración:

[5.238]

En cambio, si se utiliza el método matricial, las ecuaciones de posición se extraen de
la ecuación de transformación. En el caso de un mecanismo de cadena cerrada la ecuación
de transformación es la ecuación matricial [5.144].

En general, el planteamiento para un mecanismo espacial de cadena cerrada es idénti-
co al realizado en el subapartado 3.7.5 del capítulo 3 para mecanismos planos de cadena
cerrada. En aquel punto, se describieron con detalle las relaciones entre las variables de
entrada y las variables secundarias, entre las que se encuentran las variables pasivas y las
variables de salida. Dichas relaciones fueron establecidas mediante la matriz jacobiana de
las coordenadas secundarias, JS, y la matriz jacobiana de las variables de entrada, JE,
según la ecuación [3.156] que se reproduce a continuación:

Donde �
.

es el vector de velocidades de entrada y s
.

el vector de velocidades de salida
y de los pares pasivos. Dicha ecuación matricial [3.156] constituye un sistema lineal de
ecuaciones algebraicas del que, una vez resuelto el problema de posición, se conocen las
dos matrices jacobianas y el vector de velocidades de entrada.

En el caso de los robots espaciales de 6 gdl se trata de establecer la relación entre las
velocidades de las articulaciones (q

.
1, q

.
2, q

.
3, q

.
4, q

.
5, q

.
6) y el estado de velocidades del ele-

mento terminal. Suponiendo que la localización del elemento terminal se encuentre defi-
nida por su posición en coordenadas cartesianas y su orientación mediante los ángulos de
Euler, pueden establecerse las siguientes ecuaciones de posición:

    J s JS E˙ ˙= − �

 

˙̇ cos

( cos cos )
˙ cos

cos cos
˙̇θ

α α θ

θ α θ
θ

α

θ α θ
θ0

2
1

2
1

2 2
1

2 1
2

2
1

2 2
1

1=
⋅ ⋅

+ ⋅
⋅ −

+ ⋅
⋅

sen sen

sen sen

2

 

˙ cos

cos cos
˙θ

α
θ α θ

θ0 2
1

2 2
1

1= −
+ ⋅

⋅
sen

 cot cosg tgθ α θ1 0⋅ =
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[5.239]

Este sistema es una forma particular de las ecuaciones de posición [3.154] presentadas
en el capítulo 3, en la que no hay pares o articulaciones pasivas. Derivándolo respecto del
tiempo resulta:

En ese caso la matriz jacobiana es:

   

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5J =
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Hay determinadas posiciones para las que la matriz jacobiana del robot es singular. En
estas circunstancias el sistema [5.240] se encuentra indeterminado: una (o más) de las ecua-
ciones es combinación lineal de las restantes. Si se fija el elemento terminal, hay infinitas
soluciones para la entrada q

.
. Por otro lado, el hecho de que una de las ecuaciones sea combi-

nación lineal de las restantes significa que el robot, en esa posición, tiene ligadas las compo-
nentes de velocidad del elemento terminal, por lo que tiene impedido cierto tipo de movi-
mientos. Esto supone una pérdida de movilidad (gdl) del elemento terminal.

Desde otro punto de vista, la expresión [5.240] puede considerarse una particulariza-
ción de [3.156], donde JS se convierte en la matriz unidad y JE en la matriz jacobiana
[5.241]. Por ello, las singularidades de los robots se asemejan a las singularidades en el
problema inverso de los mecanismos de cadena cerrada, lo cual está completamente de
acuerdo con lo razonado en el párrafo anterior.

Como se ha indicado anteriormente, las ecuaciones de velocidad pueden plantearse
también directamente. En realidad, éste es un método más efectivo que derivar las ecua-
ciones de posición.

En efecto, considérese el estado de velocidad del elemento terminal, dado por la velo-
cidad del origen O6 del sistema de referencia asociado al elemento terminal (elemento 6),
v6, y su velocidad angular ω6. Estas velocidades pueden expresarse en función de las veloci-
dades articulares de los elementos de entrada, teniendo en cuenta el método de las velocida-
des relativas aplicado a los sistemas de referencia elementales (OXYZ)i:

[5.242]

[5.243]

Donde:

θ
.
i y d

.
i son las derivadas respecto del tiempo de los parámetros de par θi y di.

zi–1 es un vector unidad según la dirección del eje i, referido al sistema de referencia
fijo (OXYZ)0:

[5.244]

Oi–1

⎯⎯⎯→
O6 es un vector cuyo origen es Oi–1 (origen del sistema de referencia i − 1) y cuyo

extremo es O6 (origen del sistema de referencia 6). Dicho vector está referido al sistema
de referencia fijo. Por tanto:

[5.245]   O Oi i i
i

− − −
−= − =1 6 6

0
1
0

1
0

6
1d d dR

   

zi i− −=
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
1 1

0
0
0
1

R

   
ωω6

1

6

1=
=

−Σ
i

i iθ̇ z

   
v z z6

1

6

1 1 6 1= ∧ +
=

− − −Σ
i

i i i i iO O d( ˙ ˙ )θ
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Escribiendo [5.242] y [5.243] conjuntamente en forma matricial:

[5.246]

Donde:

[5.247]

Con

[5.248]

Para un par de rotación, y con

[5.248]

Para un par prismático.
La columna i de la matriz jacobiana [5.247] representa el efecto de la velocidad de la

articulación i sobre el estado de velocidad del elemento terminal.

Ejemplo de aplicación 5.8. En la figura 5.43 se representa un manipulador paralelo de 3
grados de libertad de rotación. Dicho manipulador está constituido por una plataforma móvil
OB1B2B3 en forma de tetraedro. Las aristas de la plataforma en el vértice O forman un trie-
dro trirrectángulo. El vértice O está unido al elemento fijo mediante una rótula esférica. Las
distancias OB1, OB2 y OB3 son iguales entre sí e iguales a h. Cada vértice Bi de la plataforma
está unido a un punto Ai del suelo mediante un émbolo con rótulas esféricas en sus extremos.
Los puntos Ai del suelo forman un triángulo equilátero cuyo baricentro es el punto O. La dis-
tancia entre O y cualquiera de los vértices Ai es L. Los sistemas de referencia adoptados son:
el fijo (OXYZ)1 solidario al suelo y el móvil (OUVW)2 solidario a la plataforma.

Las ecuaciones de posición se obtienen planteando los vectores longitud del émbolo a
partir de los vectores de posición de los vértices Ai y Bi:

[5.249]

El producto escalar de cada uno de estos vectores 1li por sí mismos, proporcionan las
tres ecuaciones de posición de la plataforma:

A B OB OAi i i i i i i= − ⇒ = −1 1 1l b a

J
z

i
i=

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

−1

0

  
J

z
zi

i i

i

O O
=

∧⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

− −

−

1 1 6

1

  
J J J J J J J= [ ]1 2 3 4 5 6

˙ ˙s
v

J q=
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

=6

6ω
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FIGURA 5.43. Manipulador paralelo espacial.

[5.250]

Para expresar la rotación de la plataforma se utilizarán los ángulos de Euler φ, θ, ψ
según el convenio de giro WVW. De esta forma, los vectores 1bi pueden ser expresados a
partir de los vectores 2bi de la siguiente manera:

[5.251]

Teniendo en cuenta las ecuaciones [5.250] y [5.251], puede escribirse para cada una
de las “patas” de la plataforma:

a)   i = 1

   
2

1 0 0b = [ ]h
T

   
1

1 0 0a = [ ]L
T

   

1
2
1 2 2b b bi i i= =

− − −

+ − +

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

R

c c c s s c c s s c c s

s c c c s s c s c c s s

s c s s c

φ θ ψ φ ψ φ θ ψ φ ψ φ θ

φ θ ψ φ ψ φ θ ψ φ ψ φ θ

θ ψ θ ψ θ

   
1 1 2 2 2 1 12l l a bi i i i i i il b a⋅ = = + − ⋅( )
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b)  i = 2

c)  i = 3

1. Resolución del problema de posición inverso. Los datos son los ángulos de Euler φ,
θ, ψ, que definen la orientación de la plataforma, y las incógnitas son las longitu-
des li de los émbolos, que pueden obtenerse directamente de las ecuaciones:

[5.252]

[5.253]

[5.254]
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2. Resolución del problema de posición directo. Conocidas las longitudes de los
émbolos li , para obtener la orientación de la plataforma es preciso tratar las ecua-
ciones obtenidas previamente. De la ecuación [5.252] se obtiene el ángulo θ :

[5.255]

Esta expresión proporciona dos soluciones que no son diferentes por la pecu-
liaridad de los ángulos de Euler al expresar orientaciones.

A partir de las ecuaciones [5.253] y [5.254] se plantea el siguiente sistema:

Que puede ser expresado de la forma:

De este sistema se despejan cψ y sψ que relacionados mediante la ecuación tri-
gonométrica c2ψ + s2ψ = 1, da lugar a una ecuación de una sola variable, φ, de la
forma:

Realizando el cambio de variable:

;

Se obtiene una ecuación polinómica de grado 8 en t de la que se obtienen las
soluciones del manipulador.

3. Problema de velocidades. Derivando las ecuaciones de posición [5.249] y teniendo
en cuenta las bases móviles, se obtienen las ecuaciones de velocidad:

[5.256]   l̇i i i in l bi+ ∧ = ∧ −ωω ωω 0
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Donde ni es un vector unitario solidario a la base del émbolo y en la dirección
de li, ωi es la velocidad angular de la base del émbolo, y ω es la velocidad angular
de la plataforma.

Multiplicando escalarmente por li es posible eliminar el término que contiene
la velocidad angular del émbolo:

;

Con lo que se obtiene la relación matricial entre las velocidades de entrada 
y salida:

[5.257]

Que expresada en forma compacta resulta:

4. Análisis de singularidades.

a) Singularidad en el problema inverso. El jacobiano de la matriz Jl vale:

|Jl | = l1 l2 l3

Que sólo se anula cuando alguna de las distancias l1, l2, l3 es cero, lo cual es
físicamente imposible.

b) Incremento de la movilidad. La expresión de la matriz jacobiana es:

Puesto que |Jl | ≠ 0, el rango de J es 3. De acuerdo con la ecuación [3.154],
el número de gdl para cualquier posición del mecanismo es 3. Por tanto, no
existe este tipo de singularidad.

c) Singularidad en el problema directo. Se trata de obtener las condiciones con las
que |Jω | se anula. Alguna de estas condiciones son las siguientes:

– Al alinearse los vectores bi y li los términos correspondientes a la fila i se
anulan (figura 5.44):
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FIGURA 5.44. Singularidad en el problema directo I.

– Cuando existe una dependencia lineal entre los vectores de las filas de la
matriz. Cada fila es el resultado de un producto vectorial que involucra dos
vectores que forman un plano (el plano OAiBi). Si dos de los tres planos son
coincidentes (figura 5.45) o si los tres se cortan en una recta, se producirá
una singularidad.

FIGURA 5.45. Singularidad en el problema directo II.

Ejercicios propuestos

1. Obtener la matriz de transformación 12T entre las localizaciones 1 y 2 de la figura 5.46
mediante la composición de transformaciones básicas, tanto en coordenadas globa-
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les como en coordenadas locales. En ambos casos, representar gráficamente cada
transformación.

Obtener, asimismo, dicha transformación de forma directa a partir del conoci-
miento del sistema (OUVW) en la localización 2.

FIGURA 5.46. Objeto en las localizaciones 1 y 2.

2. Sea el palpador de 3 gdl de la figura 5.47. De acuerdo con la notación D-H, obtener:

FIGURA 5.47. Palpador de 3 gdl.
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– Los sistemas de referencia asociados a cada elemento.
– Los parámetros de cada elemento y las correspondientes matrices de ele-

mento.
– La posición de la punta del palpador respecto del sistema de referencia fijo.

Adóptese el punto O3 como origen de coordenadas del elemento 3.

3. Considérese el robot de 6 gdl de la figura 5.48. Obtener, de acuerdo con la nota-
ción D-H, lo siguiente:

– Los sistemas de referencia asociados a cada elemento.
– Los parámetros de cada elemento y las correspondientes matrices de ele-

mento.
– La localización del elemento terminal respecto de la base del robot.
– La matriz 06T particularizada para la posición de la figura 5.48.

FIGURA 5.48. Robot de 6 gdl.
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