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5. GAIA

ZENBAKIZKO METODOAK
BERO-EROAPENEAN
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5.0 - HELBURUAK 222

» Eroapen-problemen ebazpen analitikoen mugak eta ordenagailu bidezko zenbakizko

metodo intentsiboen beharra ulertu.
« Deribatuak diferentzia gisa adierazi eta diferentzia finituko formulazioak lortu.

» Dimentsio bakarreko edo biko eroapen geldikorreko problemak numerikoki ebaztea

diferentzia finituen metodoa baliatuta.

» Dimentsio bakarreko edo biko eroapen iragankorreko problemak ebaztea diferentzia

finituen metodoa baliatuta.

h TERMOTEKNIA

Universidad ~ Euskal Herriko
del Pais Vasco ~ Unibertsitatea




5.1 - ZERGATIK ERABILI ZENBAKIZKO METODOAK? 3/22

Ekuazio diferentziala

+ |:> SOLUZIO ANALITIKOA

Mugaldeko baldintzak |

Tin b k = constant bl
|
° Mugak /A“\ No | No
[ B Lt i
| oval-shaped | radiation Long radiation
| body cylinio
T hh | h T,
I

. Simplified Realistic
» Eredu hobeak egitea pise / \ ot |
h = constant
T, = constant

» Malgutasuna

* Arazoak
Exact (analytical)  Approximate {numerical )
solution of model, solution of model,
but crude solution but accurate solution
of actual problem of actual problem

* Giza izaera
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FORMULAZIOA
Ekuazio diferentziala > Ekuazio algebraikoa

Deribatuak - Diferentziak

fix)
df () _ o & _ o F(x+ ) - (%)
dx  &-0AX  Ax-0 AX
fle+ Ax)
700 et df (%) o f (x+8%) - £ (X)
| | dx JAV
Tangent line i I
X x +I.-l_\' X
Aukera: f(x) funtzioaren Taylorren garapena
F(x+Ax) = £ () +Ax T ) L LAy
dx 2
Errorea Ax-ekiko proportzional
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FORMULAZIOA
Plane wall d_T |:| Tm _Tm_l d_T D Tm+1 —Tm
dX |-t AX aX| .1 AX
2 2
d°T| (Toa = 2T, + T
m
Plane wall

Tm—l — 2Tm +Tm+1 + em
AX?
m=12.3, ..., M-1

Differential equation:

T & _

U}

dx  k
Valid at every point

T, eta T,, ezagunak: M — 1 ekuazio M — 1 ezezagun

T

M — 1 ekuazio

T, eta T,, ezezagunak: + M + 1 ezezagun

m—

Finite difference equation:

7Tm+Tm+1 +é_m_0

=2
Ax? k

Valid at discrete points

2 mugaldeko baldintza

o 200 220
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5.2 - EKUAZIO DIFERENTZIALEN DIFERENTZIA FINITUKO
FORMULAZIOA

Bi dimentsiotan:

non+ 1

b

n+ 11—
m,n

&

m+ 1,

AV |y
n— T

n—1— *
m,n—1

¥ . Ax Ax
|

X m—=1 m m+1

- 2'Tm,n +Tm—1,n + T

T

m+1,n

- 2'Tm,n +Tm,n—1 + ém,n

m,n+1
AX? Ay? K
m=123,..,.M-1
n=123,...,N-1
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Energia-balantzearen metodoa o : =5
o e lement
Ax = L/M lodierako M eskualde of node m
Em
Posizioa: Xm = m-Ax Qcmd.l.eﬁ" “Qcond.ﬁghl
Tenperatura: T(Xy) =Ty, A general
mienor node
. . . AE . " 5
+ _+E —__—dement =) g1 3 mi|m|mel M x
Qcondleft Qcondrlght gen,element At ot
- . . Eﬁ
Egen,element =€ 'Velement - em'A'AX
Opongen = kAT Quoniig = k-A-
cond|eft condright
AX ? AX
T..-T L
k-A—m1 "m 4 k.A.M+em.A.AX =0
AX AX

Tm—l B zTr; +Tm+1 + el:‘ =0 m=1,23, ..., M-1
— X
g
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Bolumen elementuaren gainazalean eroapenerako suposatutako norantzak ez du
formulazioan eraginik.

&AAx &,AAx
Tz Te=T: T==T. o i
kA 1 r.“ “LA ) 2 Aq_l-_z” H,{A 2 -
Ax Ax Ax Ax
1 > 3 I 3 3
|- Volume |- Volume
element element
of node 2 of node 2
r -T. r,—T T, —T. T.-T.
et BT W G0 iotia- IRRCI Y QOR a4 L 2 P S ST
kA== + kA== + AN kA——= kA —=—+ £, AAx =0
ar or
T, - 2T, + T, + 8,AAx* [ k=0 T,—2T, + Ty + 8,AAx*/ k=0
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MUGALDEKO BALDINTZAK

0 nodoa - x = 0 posizioa
Zabalera Ax/2

M nodoa - x = L posizioa

9/22

Tenperatura zehaztua { T (O) = To
T(L) =T,
Konbekzio, erradiazio edo konbekzio eta erradiazio konbinatuen, bero -fluxu
zehaztua Ax
2
*—1— Volume element
of node ()
T, -T A -
. - X _
Al 0 AT = | W P
Qleft surface + k A + % A - 0 Qleft surface & Ax
AX 2
0 » s b
(6] X
— Ay —p— Ax—]
ddrl:'E o TERMOTEKNIA V&
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MUGALDEKO BALDINTZAK

Bero-fluxu zehaztua

Gy A+kAT1 T°+e0 A%—O

AX
Kasu partikularra: Mugalde isolatua T AX
K- A +é, A =0
AX 2
Konbekzio mugaldea AX

10/22

_T
h-A (T, -T +kA 1y Ao
(M. = To) A G AS

Erradiazio mugaldea T -T
ea-ATE -TH+k-AL—2

surr

AX
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/'_/_-
MUGALDEKO BALDINTZAK I_,/‘L T
.’-J .
N
Konbekzio eta erradiazio konbinatuaren mugaldea =
4:{'«F"_1rr‘j'l.lff T:}]J gn
=
o,
Ax
hA(T, - T,)
0 _ . L
0 1 2 .- x
A7 = Ar—p— Ax—
|

h-A(, -T,) +&e0-A,, T)+kATAT eOA&—O

hcombined'A'(T T)+kAT1ATO+e0AA_:O
X

anen el 2.
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MUGALDEKO BALDINTZAK

// Interface
Fasearteko mugaldea de;:’“ # o P"I"d};:’“ £
3 i =
x =1 il ; i | m
Kl Ax L Ax
m—1 m | m -‘&- l X
|-—Ax —=—A 1‘—-|
A7 Ax [Ax A
22
T .-T T T, AX AX
Ky AT mpf A mpe AZTye AD =
X X ' ’
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MUGALDE-NODO  ISOLATUAK  BARNE-NODOTZAT HARTZEA: ISPILU-
IRUDIAREN KONTZEPTUA

-

T~ 2T, 4 T L &
k

hnidat s Insulated
nsulation boundary AXZ
node

01 2 x

Mirror T 2T +T .
172+ L &
Mi Equivalent 2
111:;;1- interior AX k
o node Energia-balantzearen metodoaren bidez
3 3 1 T 2 T mugalde isolatuaren kasurako aztertutako
2 1 o1 2 g
adierazpen bedina.
Ezabapen-metodoa
N tenperatura nodoetan N ekuazio Zuzeneko metodoa
Iterazio-metodoa
Universidad Euskal Herriko TERMOTEKN IA
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y
N m.n+1
el ] Volume
I element
n+1 '1' dea
Ay Node (m. n) : S n :
;;—m. " m—l..riI m..riI m+1.n
n—1 - * *
: Ay Ly -
2 1 m.n—1
1 Av A n—1
0 i AT —=le  Ar
2

01 o m M ox y m—1 m i+ 1
m-—1 m+1
X

Elementuaren energia-

Bero-eroapenaren abiadura ezker-, goi-, | 4 | Bero-sorreraren abiadura | — edukiaren aldaketaren

eskuin- eta behe-gainazaletan elementu barruan abiadura
. . . . . AE
— clement —
Qcondleft + Qcondtop + Qcondright + Qcondbottom + Egen,element - At =0
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m-1,n - m,n m,n+1 - m,n m+1,n - m,n
k-AyT ! +k-AxT il +k-AyT !
AX Ay AX
Tm n-1 'mn .
+k-Ax— —+e  AxXAy=0
Ay "
Tm—l,n - 2'Tm,n +Tm+Ln + Tm,n—l - 2'Tm,n m,n+1 em n -0 m=123, .., M1
AX? Ay? % n=12,3, .., N-1
Sarea karratu itxura badauka: Ax = Ay = |
. 2
e
m,n -
Tm +Tm+1n Tm,n+1 +Tm,n—1 - 4"Tm,n + k =0
2
enode I —
Tleft +Ttop +T right Tbottom — 4T ode k =0
T - Tleft +Ttop +T|ght +Tbottom
N node ~—
B :
e S TERMOTEKNIA
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Boundary
Volume element Si?t]]-]j]:\.;e]d
Mugalde-nodoak of node 2 KT, . U0convection
Qlop \
N\ o s
=5 sy 5.3 ADIBIDEA
Ay Qlaft l___ ___} Qﬂgm
t.-boﬁom
4
Ax
Mugalde irregularrak
Actual boundary
/,—(
\\ / Approximation
\\
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I
] B Lidd B it i = denbora-urratzen indizea edo zenbatzailea
i+ 1=
I : . :
(At TG T (2l
i M-leom ] i=0; Hasierako baldintza
t = i-At
L VAL
| Ax Ax | Ax T,/ = m nodo eta i denbora-urratseko tenperatura
ol2 : . | —r—
0 1 m—1 m m+1 X
Bolumen-elementuaren gainazal Bolumen-elementuaren Bolumen-elementuan At
guztietatik barrurantz At tartean + barnean At tartean = | tartean gertatutako energia-
transferitutako beroa sortutako beroa edukiaren aldaketa
i+1 i
L E DB — oy o AT oy o T Ta
ZQ gen,element — At =P elem'Cp At = PVaem P At
All sides
Universidad Euskal Herriko TERMOTEKN IA
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. i+1 i
. 5! ~ | — Tm _Tm
Metodo esplizitua: ZQ + Egen,element = ,O-Velem-Cp Tt
All sides
\/ Ebazteko erreza.
x Egonkortasuna mantentzeko At mugatuta.
i+1 i
<+l . T™-T
S i+1 — A) . m m
Metodo inplizitua: ZQ + Egen,element = PV Co —A'[
All sides

\/ At ez dago mugatuta.

x Nodo-tenperatura guztiak aldi berean ebatzi behar dira.
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5.5 - BERO-EROAPEN IRAGANKORRA

Horma laua A Plane wall |
\ Sm |— Volume
element
of node m
i+ 1
T;;r
!
i
T‘H!

{ i i
kATp:r 1 Tm“ _Mrm+1_rm
Ax Ax

Ax Ax

oy e o

a1 2 m=1|m |m+l M-1 |M ¥

Ax
_ i+l _ i
k-AM+kATrn+1 T +&, -ADX = p-AdxC, Tn =T
AX AX At
: 2 2
Tm—l - 2Tm +Tm+1 + emAX & ( I+1 T )
k Cadt

~— ~
_ a-At
Egoera egonkorreko formulazioa T = sz
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Horma laua m
A 2 i+1 i
Metodo esplizitua: Tr:1—1 - 2'Tr:1 +-|—r:1+1 n (SAVS _ En/r_Tm
i+ i i AX
Tyt =1 (T T + - 20) T+ S
Egonkortasun-irizpidea O'At E — At< EA_X
AT 2
|+1 i+1 [
Metodo inplizitua: ' " AX ﬂ T
i+1
+ i+ 1+ AX i
rTH 1+ 27) T 1+TTm+11 emk +T =0

M-1 barne-nodoentzako formulazio baliogarria
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Bi dimentsioko bero-eroapen iragankorra

m, o+ 1
n+) ’ Toan =T, Towa =T, Toin =T,
[‘ :i’t;!r::;r:]et l kAy m-1,n mn k-AX- m,n+1 mn kAy m+1,n m,n
& o g AX Ay AX
lm—l,n!g”’*" m,n | m+ 1.n

" T T i+1 i
J‘ ® o ~ +KAX-"IE D e CAXAY = pAXAYC TTtTm

| B &

A AX—, Sarea karratu itxura badu: Ax = Ay =1
-"‘l m—1 m m+1
3 : 2 i+1 i
x &l T =T
— N — 'm m
Tm—l,n +Tm+1,n +Tm,n+1 +Tm,n—1 4'Tm,n + - T
en I 2 TI+1 _
_ ode node node
Tleft +Ttop +T|ght Tbottom 4T ode
N N~ r
—

Egoera egonkorreko formulazioa

e 200 220
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Bi dimentsioko bero-eroapen iragankorra

Metodo esplizitua

. 2 i+1
+ T [ S — AT [ enode | Tnode node
top right bottom ode T
Ee
i+l i ode
Tnode I Ieft + Ttop right bottom) + (1 4'2-) ode T
i i Timestep 10°C Time step i + 1:
-I-i+1 — +Ttop right + bottom
node 4 20°C T, a0°C _ T'lesc
Node | m Node | m
Egonkortasun-irizpidea — a-At < 1 ’
r= | 2 = Z 10°C
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