12. Bernouilli-ren ekuazioa


12. BERNOUILLI-REN EKUAZIOA

12.1. BERNOUILLI-REN EKUAZIOAREN ONDORIOZTAPENA EULER-EN EKUAZIOTIK ABIATUTA. SINPLIFIKAZIORAKO HIPOTESIAK

Aurreko ikasgaian deskribaturiko Euler-en ekuazioetatik abiatuta, eta horietako bakoitza dx, dy eta dz elementu diferentzialaz biderkatuz, hurrenez hurren, honako ekuazio hauek lortzen dira: 
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Ekuazio horiek atalez atal batuz, hauxe lortzen da:
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Eta ordezkapen hauek eginez,
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ekuazioaren lehenengo atala honelaxe geratzen da:
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Bestalde, erregimena iraunkorra denean, presioa ez da denboraren funtzioa. Hortaz, honelaxe idatzi ahalko da presioaren aldakuntza:
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eta gai horiek Euler-en ekuazioen batuketaz lorturiko ekuazioan sartuz, hauxe dugu:
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Ekuazio hori korronte-lerro berean dauden edonolako 1 eta 2 puntuen artean integratuz, kontuan izanik erregimen iraunkorrean korronte-lerroa higiduraren ibilbidea dela, eta bestalde, fluidoa konprimaezina dela kontsideratuz, hauxe lortzen da: 
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Hemen 1 eta 2 puntuak korronte-lerro bereko edozein bi puntu direnez, horrek esan nahi du hiru gai horien batura konstantea dela korronte-lerro osoan zehar. Hortaz, korronte-lerro bereko puntuetan hauxe betetzen da:
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Nolanahi den, Bernouilli-ren ekuazio hori bakarrik da baliagarria fluido ideal konprimaezinaren erregimen iraunkorrean korronte-lerro berean higitzen diren puntuen kasuan. Ekuazioaren hiru gai horiek fluidoaren presio-energiarekin, energia potentzialarekin eta energia zinetikoarekin erlazionaturiko energia espezifikoak adierazten dituzte eta altuera baliokide modura adieraz daitezke.

12.2. KORRONTE-HODIARI DAGOKION BERNOUILLI-REN EKUAZIOA

Aurreko ekuazioa korronte-lerro baterako lortu da, kalkuluak errazteko zenbait hipotesi eginez, hala nola fluidoa ideal eta konprimaezina dela, biskositatea nulua dela eta fluxua erregimen iraunkorrean gertatzen dela. Ekuazio hori korronte-hodi bateko edozein bi punturen artean bete dadin, puntu horiek nahitaez korronte-lerro berekoak izan beharrik gabe, frogatzen da ezen, Bernouilli-ren ekuazioa hertsiki bete dadin, hipotesi horiez gain, fluxuak irrotazionala izan behar du. Gauzak horrela, honelaxe adierazten da Bernouilli-ren ekuazioa:
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 delakoa korronte-hodiaren barruko fluidoaren transferentzia-sekzioei dagokien batez besteko abiadura den, hots: 
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korronte-hodia
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Ingeniaritzako eguneroko praktikan ohikoa da ekuazio hori kanal edo hodi batetik zirkulatzen ari den korronte osoari aplikatzea, hain zuzen ere, kalkuluak egiteko sekzioei dagozkien batez besteko abiadurak, hodiko batez besteko presioa eta presioen zentroari dagokion altura geodesikoa hartuz.

Bernouilli-ren ekuazioa altuera baliokideen funtzioan adieraz daiteke, kontuan izanik ezen energia espezifikoaren (hots, fluidoaren masa unitateko energiaren) eta azelerazioaren arteko zatidura egitean luzera-dimentsioak dituen magnitude bat lortzen dela.

Bernouilli-ren ekuazioko gaiak aztertuz ikus daitekeenez, horietako bakoitzak honako ekarpen hauei dagokien energia espezifikoa adierazten du:

•
Energia geodesikoa edo potentziala:
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zeinari altuera geodesiko hau dagokion:
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•
Presio-energia:
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zeinari presio-altuera hau dagokion:   
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•
Energia zinetikoa, hots, abiadurari dagokiona:
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zeinari abiadura-altuera dagokion:   
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Hortaz, Bernouilli-ren ekuazioa altueren bidez adieraz daiteke, honelaxe hain zuzen:
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Konstante horrek altuera totala adierazten du fluido ideal eta konprimaezinaren kasuan:
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Fluido errealen kasuan energia beti gutxiagotzen da korrontearen noranzkoan. Bidean ponpak badaude soilik handiagotu daiteke batura hori korrontearen noranzkoan. Bestalde, adierazpen horretako gaiek luzeraren dimentsioa duten arren (SI sisteman, m), izatez energia espezifikoak dira, hots, zirkulatzen ari den fluidoaren pisu-unitateko energiak.

12.3.
BERNOUILLI-REN EKUAZIO OROKORTUA

Fluido errealen kasuan, biskositateak marruskadura sorrarazten du bai fluidoaren eta inguruko gainazalaren artean eta bai fluido barruko partikulen artean ere. Kasu horietan Bernouilli-ren ekuazioa ez da betetzen. Alabaina, energiaren kontserbazioaren printzipioa edo termodinamikaren lehenengo printzipioa bete egiten dira, eta horregatik gai gehigarri batzuk gehitu behar dira, ekuazioa aplikatzen deneko puntuen arteko energia-galera adierazteko. Hortaz, honelaxe geratzen zaigu Bernouilli-ren ekuazioa: 
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Kontsiderazio horiek gogoan, halaber hartu behar ditugu kontuan zenbait makinatatik pasatzen den fluxuak pairatzen dituen aldakuntza energetikoak, fluidoak energia emanez (turbinak) edo energia xurgatuz (ponpak); horretarako, aldakuntza horiei dagozkien altuera baliokideak sartuko ditugu ekuazioan. Horrela eginez, adierazpen hau lortzen da:
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non hp eta ht balioak 1 eta 2 sekzioen artean ponpek eta turbinek fluidoari eman edo xurgatu dizkioten energiei dagozkien altuera baliokideak diren, hurrenez hurren.

12.4.
ENERGIA ZINETIKOAREN ZUZENKETA-FAKTOREA

Kanal ireki edo itxietako fluxu-egoeren azterketan sarri erabiltzen da fluxuaren forma unidimentsionala. Zeharkako sekzio bakoitzean fluxu totala korronte-hodi handi batetik 
[image: image27.wmf]v

 balioko batez besteko abiaduraz pasatzen dena dela kontsideratzen da. Baldintza horietan, energia zinetikoari dagokion altuera baliokidea honako hau da:
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Alabaina, hori ez da sekzio horretako puntuen energia zinetikoen altuera baliokideen batez besteko balioa, zeren abiaduraren aldakuntza oso handia izan baitaiteke sekzio bereko bi punturen artean. Hori dela eta, batez besteko abiadura erabili ahal izateko, zuzenketa-faktore bat sartu behar da, altuera hori Bernouilli-ren ekuazioan sartzean puntu bakoitzeko energia zinetikoen gaiaren baliokidea izan dadin, zeina honelaxe kalkulatzen den:
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Bestalde, 
[image: image30.wmf]  
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 biderkadura A sekziotik denbora-unitatean pasatzen den fluidoaren pisua da. Beraz, gai hori  zuzenketa-faktoreaz Bernouilli-ren ekuazioan sartu nahi dugun gaiarekin berdinduz, hauxe dugu:
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 Berdintza hori ebatziz, Bernouilli-ren ekuazioko energia zinetikoaren gaian sartu beharreko zuzenketa-faktorearen adierazpena lortzen da:
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Hortaz, energiaren kontserbazioa adierazten duen Bernouilli-ren ekuazioa honelaxe geratzen da:
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Kontuan izan kontsiderazio horiek ez direla egin korronte-hodi txiki baten kasuan, zeren, kasu horretan dimentsioak txikiak direnez, likidoaren eta muga fisiko solidoen artean biskositateak duen efektua arbuiagarria baita, eta ondorioz, zuzenketa-faktorearen balioa ia-ia unitatea baita; hain zuzen ere, horrexegatik ez zen zuzenketa-faktorerik sartzen formulazio orokorrean.

Geroago ikusiko dugunez, energia erabili ordez ekuazioetan higidura-kantitatea erabiltzen denean, antzeko hurbilketa egiten da korronte-fluxu handien kasuan, orduan ere formulazioan batez besteko abiadura sartuz. Hori dela eta, batez besteko abiadurari dagokion higidura-kantitatea erabiltzen da; baina horretarako lorturiko balioa benetako higidura-kantitate totalaren hertsiki berdina ez denez, antzeko zuzenketa bat egin beharko da.  

Hain zuzen, sekzio batetik pasatzen den higidura-kantitatea honelaxe kalkulatzen da:
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eta aurreko kasuaren antzera, adierazpen hori eta batez besteko abiaduraren bidezkoa berdintzeko  zuzenketa-faktorea sartuz, hots,
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eginez, faktore horren balioa lortuko dugu, gero higidura-kantitatea erabiltzen duten ekuazioetan sartu beharrekoa:
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12.5.
ALTUERA GEOMETRIKOEN, ALTUERA PIEZOMETRIKOEN ETA ALTUERA TOTALEN LERROAK

Aurreko lerroetan Bernouilli-ren ekuazioa altuera baliokideen funtzioan adierazi dugu, altuera horiek pisu-unitateko energien baliokideak izanik. Era horretan, problemaren adierazpen grafikoa egin dezakegu, eta horrela fluidoaren egoera energetikoa ebalua dezakegu denbora guztian, karga-galerak barne. Honelatan, bada, altuera-lerroek Bernouilli-ren teoremaren adierazpen grafikoa eskaintzen digute.

Grafiko hori egiteko prozedura honako hau da:

•
Kondukzioaren eskema egitean, koordenatu-jatorri bat aukeratuko dugu. Puntu geometriko baxuena izatea komeni da, gero altuera guztiak positiboak izan daitezen.

•
Abzisatan fluxuaren jarraitutasunean nolabaiteko etenak agertzen dituzten puntuak kokatuko ditugu: sekzio-aldaketak, ponpak…

•
Diagrama egiteko, manometroen bidez zenbait sekziotan lorturiko datuetan, emari-neurgailuen neurketetan eta hodiaren egoerari buruzko datuetan oinarrituko gara praktikan. Datu horiek kontuan hartuz, honako altuerak marrazten dira puntu bakoitzean:

—
Altuera geodesikoa, sekzio bakoitzaren zentroaren altuera adieraziz.

—
Presioari dagokion altuera, hodian zehar manometroen bidez lorturiko datuak adieraziz.

—
Azkenik, abiadurari dagokion altuera gehitzen da, altuera hori emariaren bidez eta jarraitutasunaren ekuazioa aplikatuz lortu ondoren. 

•
Hori guztia eginez, grafikoki adierazita geratzen da altuera totala, zeinak forma hau duen:
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•
Lehenengo bi pausoetatik altuera piezometrikoa lortzen da:
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Grafiko hori fluidoaren energiaren adierazpena da, eta bertan azaldu egin behar dira zenbait fenomenoren efektuak, hala nola karga-galerak, fluxuan dauden oztopoen eragina eta energiaren transferentzia gauzatzen duten elementuen ondorioak. Efektu horiek presio-energiarekin erlazionaturiko gaian sumatzen dira, eta horregatik aurreko grafikoan presioari dagokion altueran gehitu edo kendu behar dira. Bestalde, fluxuaren abiadura-altuera eta altuera geodesikoak konstante mantentzen direnean, efektuak magnitude berean pasatzen dira altuera totalera. Hauexek dira aipaturiko efektu horiek:

•
Energiaren ekarpena ponpatan.




•
Energiaren erauzketa turbinatan




•
Fluidoaren kondukzioagatiko karga-galerak 


•
Balbula edo ukondoen gisako oztopoen kausaz gertatzen den energia-galera




12.6.
PONPA ETA TURBINEN POTENTZIA ETA ERRENDIMENDUA

Ponpa edo turbina baten potentzia, definizioz, bertatik pasatzen den fluidoarekin elementu horrek denbora-unitatean trukatzen duen energia da. Trukaturiko energiaren ondorioz altuera baliokidearen gehikuntza z baliokoa bada, hots, 
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Baldin, hurrenez hurren, 
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 balioak ponpari aplikaturiko potentzia mekanikoa eta turbinak sorturiko potentzia mekanikoa badira (problematan datuak izaten direnak, bestalde), makina horien etekinak edo errendimenduak honelaxe definitzen dira:
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Adierazpen horietan, 
[image: image47.wmf]  
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 balioa ponpak fluidoari emandako potentzia da, zeinari potentzia hidraulikoa deritzon, eta 
[image: image48.wmf]  
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 balioa urak turbinari ematen dio potentzia hidraulikoa da.
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