13. Gaia

Hondarrak

13.1 Hondarren teorema

Deﬁnizioa Izan bitez f:  C C — C, 2y € C f funtzioaren puntu singular isolatua

eta E an(z — z9)" f-ren Laurenten seriea 0 < |z — zp| < r eraztunean, r > 0

Nn=—2C

izanik. Orduan a1 koefizientea f funtzioaren zy puntuko hondarra dela esaten da,
a_1 = Res f(z) edo a_; = Res([, zp) idatzi ohi delarik.
=zq

Laurenten seriearen koefizienteen formularen arabera,

Res f(z) = L/ f(2)dz, 0< p<rizanik.
|z=zo|=p

z=z0" 27

Teorema 13.1 (Hondarren teorema). fzan bitez c C, f funtzio analitikoa $2-n,
puntu kopuru finitu batean izan ezik eta vy f-ren puntu singularretatik pasatzen ez
den bide itzia §)-n, orientazio positiboareckin. v-ren barrueldean geralzen diren puniu
singular isolatuak z1,. .., 2y baldin badira. orduan

/f(z) dz = Zﬁiiﬁes Tiz)s
¥ ] =Fy

Froga. Kontsidera ditzagun |z — z;| = 7; zirkunferentziak, non r; erradioak auker-
atzen diren zirkunferentzia guztien barruko aldeak binaka disjuntuak izan daitezen
eta denak y-ren barrualdean gera daitezen. Cauchyren teorema integrala aplikatuz,

[roa=x ] 0w

eta hondarraren definizioaren ondorioz, teoremaren berdintza dugu (|

Oharra. f-k infinitu puntu singular baldin baditu, denak isolatuak, teorema ere
aplika daiteke, kurbaren barrualdean puntu singularren kopuru finitu bat geratzen
baita soilik.
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262 13. Hondarrak

Definizioa. I[zan bitez R > 0 eta f |z| > R multzoan analitikoa (co f-ren puntu
oo

singular isolatua da, beraz). Izan bedi E anz" f-ren Laurenten seriea |2| > R
Mn=—00

multzoan. Orduan f-ren co-ko hondarra —a_; zenbakia da, Res f (2) = —a_;.
=00

Kasu honetan, honako formulak emanda dago hondarra,

i
) = —=—— VA d A. . ;
f:?,%f( ) 213 Jyaye f(z)dz, p> R izanik

Oharrak. Izan bitez R > 0 eta f |2| > R multzoan analitikoa.

(i) |2] = p zirkunferentziak co-tik begiratuta, noranzko negatiboa dauka, hortaz
zeinu negatiboa.
ii) f-k 20 € C puntuan singularitate gaindigarria baldin badauka, Res f(z) = 0.
= —

Hala ere, oo singularitate gaindigarria izan daiteke eta Res f(z)#£0.
Z=00

13.2 Hondarrak kalkulatzeko metodoak

Definizioa erabili.

Ikusi dugunaren arabera, f-ren Laurenten seriea 0 < |2 — 20| < r eraztunean,
o0

Z an(z — 20)" bada,

T Res f(z) =a i

z=zp

1
Adibidea. f(z) = s funtzioaren zg = 0 puntuko hondarra kalkulatuko dugu.
sinz —

zg = 0 f-ren 3. mailako poloa da, beraz

1 a_3 Qa3 a_q
—— =+ 2L tatazt...
sinz — 2 z z 2
Orduan,
lz(a__33+a__22+ E+ao+ﬂ.12+...)(8inzgz)
z z z
_fa_3 a_g a_q 33 35 z7
(5 Pt et (g -G
z-ren berreturen koefizienteak berdinduz,
(%) 1= —% — a_3=-3'=—6
(1) 0:—% — a_3=0
= ———— == 1 = = —_—— = — = —_—
F 5 3l 1= 20 10 =0sinz—z
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m mailako poloen hondarra
zo f-ren m mailako poloa baldin bada, orduan

fz) =

A—_m Q_m+1 N ]
(z—20)™  (z2—z)™? z— 20

Biderkatuz (z — zp)™-rekin,

+ag+ai(z—z)+ ...

(z—20)"f(2) = a_m+ G—mi1(z — 20) + -+ a_1(2 — 20)™ ! +ag(z — 20)™ + ...

(z—2)™f(2) funtzioak singularitate gaindigarria du 2o puntuan eta a_; bere Taylor-
en seriearen m — l-garren koefizientea da, beraz,

1 dm—l m
Res 1(z) = 3y Jun, o ((2 = 20)™ 1(2).

1
Adibidea. f(z) = T funtzioaren zg = 0 puntuko hondarra kalkulatuko dugu.
Tkusitakoaren arabera, L+ ardune ks ﬂ)-_: L zo. ‘

1 1 2 3
R 1 _lyy £ 2
o sinz—z  21250dz% \sinz —z
3
z
9(2) sinz —z
. 3z° z3(cosz — 1)
(z) == — : 2
sinz—z (sinz—z)
62z 3z2(cosz —1) 3z%(cosz—1)—2%sinz  22%(cosz —1)?
(z) — 2 i 2 : 3
sinz — z (sinz — z) (sinz — z) (sinz — 2)
Beraz,
2 _ 3 i 3 132
Res L1 hm( . 6z 6z .(cosz 1) i, 2z (-cosz 1) )
2=08inz —2z 2z-0\sinz—2z (sinz — z)? (sinz — 2)? (sinz — z)3
3
10

Metodo hau luzea izan daiteke poloaren maila altua denean, baina polo sinpleen
hondarra kalkulatzeko oso egokia da, kasu horretan formula honela geratzen baita

Res f(2) = lim (2 — 20) f(2)-

z=2q

1
Adibidea. f(z) = — funtzioaren zy = i eta zop = —i polo sinpleen hondarrak
z
kalkulatuko ditugu.
1 1
R = 1 —q f— . 1‘ = e— I ——
Res a7~ g -ime S ==y
. P . 1 1 i
Res = lim (2 +i)— = lim - = =iy

=i 2241 zo—i z22+1 z=i 2 — 1 —2i 2
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9(2)
h(z)
Izan bedi f(z) = 9(z) non g(zp) # 0, h(z0) = 0 eta h'(2) # 0 diren. zy f-ren polo

h(z)’
| o et (MO _ H(29() — h2)d (2)
sinplea da zeren eta (g (z)) 922

zo puntuan baina bere deribatua ez. Aurreko atalean ikusitakoaren arabera,

moduko funtzio batzuen hondarrak

#z)=

o1
eta ondorioz — anulatzen da

Res f(z) = lim (z — ZG)M

2=z z=z0 h(,?,’)

(2 — 20) (9(20) + ¢'(20)(z — 20) +...)

= lim

Z7E h”

e W (z0)(z — z0) + (220) (z—20)%+...
’ ~ —

= .hj{l 9(z0) + ?’Lﬂ(gf))(z z0)+...

T B (20) + 2~0 (z—z)+...
_ 9(20)

h"(Z(]).

Adibidea. f(z) = QLH funtzioaren 2y = ¢ puntuko hondarra kalkulatuko dugu.
z

f funtzioa g(z) = z eta h(z) = 2% + 1 funtzioen arteko zatidura da. g ez da zy = i
puntuan anulatzen, h bai baina bere deribatua ez. Orduan,

Z z 1

Res = — = -,
=i 22 4+1 2zl:= 2
oo-ko hondarra

o]
Izan bedi f(z) = Z anz", |z| > R denean. Orduan

N—=—00
f(l)_ i PUE ST, NS SUNETATI. 0 <] < 3 denean
z _n.—-:goo L 20 g TR e R :
beraz,
1,1y ay | a 1 1 . L,
= (;)_-.-+z-4+z—3+aa;§+a_1;+a-z+---,, < |z| <  denean.
Ondorioz,

R 9= -oos= -1 ().

Adibidea. Kalkulatuko dugu f(z) = funtzioaren hondarra co-n.

gt-1
1 /1 11 2
Resf) = -Res /() = R aT ——Rery -0
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Proposizioa 13.2. Izan bedi f C osoan analitikoa z1,. .., zm puntuetan izan ezik.

Orduan,
m

> " Res f(2) + Res f(z) = 0.
z=zy z2=00
k=1
Proposizio hau erabili daiteke, beraz, Res f(z) kalkulatzeko.
zZ=00

Adibidea. f(z)=

T funtzioaren co-ko hondarra kalkulatuko dugu.

24+
. ‘JT+2k’ﬂ'?- . . )
f-ren puntu singularrak z, = e 4 ' puntuak dira, k¥ = 0,1,2,3 izanik, hots,
i 3mi - _3mi , _
Z0 = eTi, z1=ed  zp=2¢e %, 23 =e 4 ,eta denak polo sinpleak dira.
1 2k Zk
Res f(2) = — = =——
z=z) f( ) 42."?1 424 4
k k
Orduan,
: + a2+ 2+ et fe Tt 4ot
Zo T 21 Z9 T 23 ed e 4 e e
Res f(z) = — Res f(z) = =
2=060 f( ) Zz:zk f( ) 4 4
k=0
T 3n
ZQCOSZ + 2cos

4
ei.z
Adibidea. f(z) = — funtzioaren puntu singularrak z = 0 eta oo dira. zp = 0 4.
z
mailako poloa da.
1 d® g€ 1g 4, i
Reg 109 = gz (#57) = 5" 1o =5

oc-ko hondarra kalkulatzeko bi aukera ditugu.
- 1 1 _ D4/
R ) =By (3) =~ B

20 = 0 z%¢/% funtzioaren puntu singular esentziala da, beraz Laurenten seriezko
garapena egin behar dugu,

0122 313 qlph T

—(z +iz—1 LB : % )
- b 6z 2473 '

n
1 i1
=2(1+2 F o)
¥4
2

hau da,
: A
Res f(z) = — Res 2%¢/* = —.
z=00 z=0 6
Beste aukera da aurreko proposizioa kontuan hartzea,

i
Be—~—Ppikl=p
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13.3 Funtzio trigonometrikoen integral erreal
mugatuak

27 1

F(cos 8, sin ) df moduko integralak kalkula daitezke F (% (z—l— %) ' 54 (z - ;)) —
i iz

aldagai konplexuko funtzioa |z| = 1 zirkunferentzian integratuz.

gp=-e, §c [0, 2], zirkunferentziaren parametrizazioa hartuz,

: (z + %) = l(e’:e + e7%) =cos,

2 2
1 i 1, . ;
% (z - ;) = ﬂ(e"g — e %) =ging,
dz e
= =0 =do.
4% et
27 dt .
Adibidea. / ——, a > 1 izanik.
o a+cost

/2“ dt _/ 1 dz / 2z dz
0 ﬂ.+COSt_ |zl:1a+%(z+l) iz |2]=1 20.2+22+1i2
z

2,] dz
=—2 -
|z|=1 22—{-2{1.2,’-1-1

A - ; it — 7 iy
I(z) = P B —— funtzioaren puntu singularrak z; a++va®?—1 eta z
—a — v/a? — 1 dira, biak polo sinpleak.
|—a—va? —1|=a+Va2 —1>a> 1, beraz 25 ez da zirkunferentziaren barrualdean

3 4
a*—a”+1 1
eratzen. Aldiz, | —a+ Va2 — 1| = ‘ =
& | | a++va—1 a++va?—1

z1 zirkunferentzia unitarioaren barrualdean dago. Beraz,

< 1 eta ondorioz,

= d 1
/ —=—2i/ 2——2——_:—272-21T’£ Res e
o @+ cost Jjzj=1 2° + 20z + 1 s=—atvaZ—1 2° + 2az+1
1 47 27

(22+20)|,_opvarmi 2(—a+va? _1 + a) a2 -1

=47

13.4 Aldagai errealeko integral inpropioak eta balio
nagusiak

Lehenengo eta behin, gogora dezagun zer den aldagai errealeko funtzio baten integral
inpropio konbergentea eta zer den integral inpropio baten balio nagusia.

Definizioa. Izan bedi f: R — R bornatua.
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Q Ro fo’e]
i) lim z)dr eta lim z) dz finituak badira / z) dx inte-
0 im_ [ f@avetn im [ | 1@
gral inpropioa konbergentea dela diogu eta

00 0 Ra
f— " f@)da = lim f@ido+ Jim | f(a)da

1—+00 —R

o0
(ii) / f(x) dx integral inpropioaren balio nagusia honela definitzen da

R—+o0

p.v.‘/Zf(m)d:nz lim ('[_:f(m)dm+/oRf(m)d:s)=1%E%oj_zf(ar)dm.

Oharrak. Izan bedi f: R — R bornatua.

oo
(i) / [(z) dx konbergentea bada, orduan
— 00

‘/_:f(m)d:c:p.v./_if(m) dx.

Baina, integral inpropioa dibergentea izan daiteke eta bere balio nagusia fini-
tua.

(ii) f bikoitia baldin bada, orduan
oo o0
/ f(z)dz konbergentea <> p.v. f f(z)dz konbergentea.
—oo —00

Definizioa. Izan bitez a,b € R eta f: [a,b] — R eta demagun existitzen dela

. 5
¢ € (a,b) non lim |f(x)| = +o0. | 3
Gow oo
c—€1 b b L)_Q_;"(}
i) i dr eta lim dz finituak baldin badir d : ¢
(1) ang+ ’ f(z) dz eta S ) (z) nituak baldin ira, j{; flz) dx \\CLU N
inteeral inpropioa konbergentea dela esaten da eta ) '
i ” ;(L,Lg\u,uﬁsdbm

b c—e1 b
/ f(z)dx = lim [ f(z)dz+ lim I (%) dz.

cq—0t, e2—=0% Jeten

b
(ii) f f(z) dz integral inpropioaren balio nagusia honela definitzen da

b f(a:)d:c).

cte

.. ‘/: f(z)dz = fl_iglJr (/:e f(z)dz +
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1

d 1
Adibidea. / e integral inpropioa da hm ﬂ = +oo delako.
o e &

1
d

lim/ i lim(log1 — loge) = +o0,
X e—0

e—0 /.

beraz, integral inpropioa dibergentea da. Aldiz,

1 —€ 1
d: d: -
p.v.f —E*Iim(/ _1:+/ d—’E) = lim(loge —log| — 1| + log 1 —loge) =0
e H & e—=0

-1 & e—0 T T

Funtzio arrazionalen integral inpropioak

Izan bitez P eta @ polinomioak, deg@ > deg P + 2 izanik eta Q(z) 74 0,V €

P(z) * P(a)
R, o)== definituz, F-k ez dauka puntu singular errealik. dz
ot puntu sing . Q)

kalkulatzeko 1ntorr1atuko dugu F' aldagai konplexuko funtzioa yg bldean Yr ) =
{z € C: |z| < R,0 < arg z < 7} multzoaren muga izanik,

R

-R R

eta gero limitea hartuko dugu R-k oo-rantz jotzen duenean.

Lema 13.3. Izan bitez Ry > 0 eta f analitikoa |z| > Ro, Im z > 0 multzoan. Baldin
eta lim max |zf(z)| = 0 bada, orduan
R—oo|z|=R

lim J12) digv=e
R—o Cr
Cr |z| = R, Im z > 0 zirkunferentzierdia izanik.

Froga. Frogatuko dugu lim ‘
R—ool Cr

[ oL [, 00 < [ s

Rw”

f(2) dz\ = 0 dela.

<mah |‘.f (2)

=7 |11"|13;ﬁ|zf(z)[ — 0, R — oo denean. ]
zl=
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Korolarioa 13.4. Izan bitez P, Q polinomioak, deg Q > deg P + 2 izanik. Orduan

(z)d‘

lim

Froga. Izan bedi P(z) = anz™ + an_12""' + -+ + ag. Orduan
P(z)| _

Orah

lim

Z—00

denez, existitzen da Ry > 0 non |z| > R; denean,
1
glanll2l® < |P(2)] < 2lan]2["

Modu berean, Q(2) = b,y 2™ + by—12™ 1 + -+ + by bada, existitzen da Ry > 0 non
|z] > Ry denean,

1
3 lomllz < 1Q(2)] < 2[bm||2]™
Orduan, R = max{R;, Rz} bada,

P(z)
Q(z)

eta aurreko teoremaren arabera,

max
|z|=F

9 n
POy 2l _

n—m-+1
P |bm||z|"" = Toml | 2] — 0, R — oo denean

lim Piz)

dz = 0. O
R—oo CR Q( )

dm

Adibidea. /

+
Kalkulatuko dugu f mteglala Yr |z| < R, Im z > 0 eremuaren muga izanik,
YR

eta R > 1. F(z2) = 2— funtzioaren puntu singularrak z = i eta z = —i dira,
A
baina z = —i kurbaren kanpoaldean dago, beraz, hondarren teoremaren arabera,
dz 1 1
/ =2miRes —— =2mi—- =m.
Bt 1 =i 2% 4 1 2i

Bestalde,

/ dz / dz +] dz
Jow P41 Jpg Pl Ja, R L

non L ardatz errealaren gainean dagoen zuzenkia den eta Cp jatorrian zentratutako
eta R erradiodun goiko zirkunferentzierdia.

i
241" f-1 RE-1’

|z| = R denean,
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beraz, R]ml ma |2F(z)| = 0 eta lemaren arabera,

|z|=R
. / dz
lim T =
R—oo Cp 2441

Bestalde, zuzenkia y(t) = t, t € [-R, R] parametrizazioaren bidez deskriba daiteke,
integrala honela geratzen delarik,

f dz _/R dt
n 2+l J pt?+1°

Beraz, limiteak hartuz,

I f dz ! / dz + lim / dz ]'Oo dx
= lim —— = llm B = .
Rooo Jyp 22 +1  Rooo Jp, 22+ 1 RoooJo, 2241 oo T2 +1

'y e ® de o7
Adibidea. ]_mm—lﬁ 7

Funtzio arrazionalen eta trigonometrikoen arteko biderkadurak

Izan bitez P eta () polinomioak, deg @ > deg P+1 eta Q(z) # 0,Vz € R, eta a > 0.

P(z) P(z) P(z)
/ o cos(ar)daz edo/ o) Q( )

YR b1dean integratuko dugu, yg, aurreko atalean bezala, |z| < R, Im z > 0 eremuaren
muga izanik.

€92 funtzioa

sin(ax) dz kalkulatzeko F(z) =

Lema 13.5 (Jordanen lema). Izan bitez Ry > 0 eta f analitikoa |z| > Ry, Imz > 0

eremuan. hm |n?a}. 2)| = 0 baldin bada, orduan ¥ )\ > 0
—00

lim / e f(z)dz = 0,
Cr

R—o00

Cr jatorrian zentratuteko eta R erradiodun goiko zirkunferentzierdia izanik.

Froga. Frogatuko dugu lim ‘ / €% f(2) dzl = 0 dela.
R—o0 Cr

|‘[Cle e’:)‘zf(z) dz

< [ sl < max G [TV R d
Cr [z|=R

-R In?mé |f ’./ —ARsint dt = 2R max |f | / e~ ARsint dt

non, azken berdintzan sint funtzioaren simetria erabili den.
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Y

J /2 n

2t
Gainera, t € [0,7/2] denean, sint > —, beraz, A > 0 denez,
s

:q

gAftsint o e_g);rj*, 0<t< 23 lenean.
Ondorioz,
’/ e f(2) dz| <2R max \f(z I/ e~ dt
Cr
=2R max |f(2)| == (1 — e ) 50, R— ocodenean. O
|z2|=R 2)\R
00 Ml
Adibidea. / 2 dz,a>0,b > 0.
o % +b

Imz > 0 er emua,ren muga izanik.

—~ __ aldagai konplexuko funtzioa yg bidean integratuko dugu, yr |z| < R,

F-ren puntu singularrak z = bi eta z = —bi dira, biak polo simpleak. R > b bada,
kurbaren barrualdean geratzen den bakarra z = bi da, beraz, hondarren teoremaren
arabera,
zeiaz zeia‘z ) biemﬁb 3 .
— 5 dz =2miRes 5——5 = 2mi — = e %qy,
wr % +0b z=bi 22+ b 2bi

Bestalde, Lp —R-tik R-ra doan zuzenkia, eta Cg jatorrian zentratutako eta R erra-
diodun goiko zirkunferentzierdia baldin badira,

/* zemz i _f ze-ia.z d +[ ze-iaz q
7R22+b2 = anz+b2 . .CRZ2+b2 b

5 funtzioak Jordanen lemaren baldintza betetzen duela.

Tkus dezagun f(z) = T

|2| |2l E
< < =
If(2)| = |z2+bz| |22+ b2 ~ |22 -2  RZ-0% 2=

R denean,

beraz hm |Il|la)}{21f( z)| =0 eta

iz
lim/ i—e—dz=0.
R—oo Jop 2 +b2
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Gainera, zuzenkia parametrizatuz,

selaz R reiat R 2z L
fbﬁzz__l_badz:f_Rmz—de;:/_Rm(cosam+zsmaa:)d$.

Beraz, limiteak hartuz,

B ] . zeiaz ‘ Zeiaz . zea’.uz
e %®ri = lim — 5 dz = lim / =gt i ———m G
R—oo [y, 22+ b R—oo J . 2%+ b R Jo, 22+
29 x
= ————(cosax + isin az) dx.
| a5 )
; o . o

rsinazx o Tsinaz zsinaz e
——5 funtzio bikoitia denez, — 5 4T =2 ——5 dr. Zatiirudikariak
T2+ b oo T2+ D o T¢+b

hartuz goiko berdintzan,

]wa:sin a:ud 1 /"O T sin aa:d e~aby
——dr = - ——dr=——,
0 $2+b2 2 —c0 $2+b2 £

Definizioa. Izan bedi f: R — R. f-ren Fourierren transformatua honako funtzio
hau da:

o0 o0

flw) = # /_: e f(z) do = /_m cos(wz) f(x) dz + tf sin(we) f () dz.

—0a

Izan bedi f plano konplexu osoan analitikoa den funtzioa, agian puntu kopuru finitu
batean izan ezik eta suposa dezagun
lim max |f(2)] =0
Am max |£(2)]
dela. Kalkulatuko dugu f-ren zuzen errealerako murrizketaren Fourierren transfor-
matua.

w > 0 bada, kontsidera dezagun goian definitutako yr kurba, hau da, |z| = R
erradioko goiko zirkunferentzierdia eta —R eta R puntuak batzen dituen zuzenkia.
Izan bitez (i, ... (m f-ren puntu singularrak, Im ¢; > 0 izanik j = 1,...,m denean.
Orduan, R > max{|(1],...,|(n|} hartuz, hondarren teoremaren arabera,

e“%f(2)dz = 271y  Res ™ f(z).
'/TH JZ_; 2=

Bestalde,

fm e f(2) dz = /i e f(z) d;r:—i—-/c % f(z) de,

R
eta Jordanen lemaren arabera,

lim % f(2)dz = 0

R—mo Cr
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denez,

1 R m .
TU-'E — . W T = T . R Wz .
f = / flz) dz = = nglgo /—R e f(x) da 2mi J_Zl z=e:z§ gL

w < 0 bada, g kurbaren gainean integratu beharrean, |z| = R zirkunferentziaren
beheko erdia hartu behar da —R eta R puntuak batzen dituen zuzenkiarekin batera
eta antzeko modu batean honako hau lortzen da

LL)

Y= \/2_??/ e f(x) do = — \/_zZRese""zf(z)

M, ... 7p f-ren puntu singularrak izanik, Im(n;) < 0 delarik, j = 1,...,p denean.
Kontuan izan orain zuzenkia eskuinetatik ezkerretara hartzen dela, eta horregatik
zeinu negatiboa.

z
Adibidea. Kalkula dezagun f(z) = — 1 funtzioaren Fourierren transformatua.

Fil2) = z“iil funtzioak lau puntu singular ditu: 2z = V2emi = 1 44, zp =
\/563“/4 =—1+41, 23 = V2e~ T/ 1 eta 24 = V2e 374 = 1 — 4,

w > 0 bada, parte irudikari positiboa duten puntu singularrak z; eta zg direnez,

1 iwT z
— e’ dZE
Vv 2 ./;oo ‘4 4
. 1z z
(R o+ B )
z(,‘iwz zeiwz
Zmi( . + )
428 |z=1+i 23 |a=—14i

V2mi (e"'(”?')“’ N ei(—1+w ) A 2re ¥ sinw
— T was T e —
4 \(1+1i)?  (—1+14)? 4

Antzeko modu batean, w < 0 bada, parte irudikari negatiboa duten puntu singular-
rak z3 eta zy direneg,

f(w)ifmei“’m S
\2r zi4+4

= —1/2 ?(Res e i + Res e? = )
z=z3 141 =z 241
4 428 |em1-i | 423 =1
B \/2';773( gt1=iuw 4 T'(—1_"‘)“’) N _; 2me® sinw
4 \@—492 " (—1-2/ 4 ‘

Hau da,

3 —lwl g
flw) = z'\/TrZe—;;nw, Yw € R.
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Funtzio arrazionalen eta trigonometrikoen arteko biderkadura
batzuen balio nagusiak

Izan bitez P eta @ polinomioak, deg@Q > deg P + 1 eta Q-ren zero errealak cosaz
edo sin ax funtzioaren zeroak izanik.

P(x) P(z)
Q) Q@)

bergenteak eta balio nagusiak kalkulatu daitezke bakarrik. Horretarako, #(z) =
P .
%e’“ funtzioa integratzen da irudian agertzen den YR,e bidean, ay, ..., a, Q-ren

zero errealak izanik.

sinaz dz orokorrean ez dira kon-

e o] o @]
Kasu honetan / cosax dx eta /
— 00 —00

R @it @

Lema 13.6. Izan bedi z f-ren polo sinples, eta izan bedi C, hurrengo moduan
paramelrizatu daitekeen zo puntuan zentratutako eta e erradioko zirkunferentziaren
arkua, C(t) = 20 + €%, tg <t < t;, 0 <ty < t; < 27 izanik. Orduan

e—0

limfc f(z)dz=1i(t; — tU)zliii fi(=).

A
Froga. A = Res f(z) idazten badugu, f(z) = - + h(z) dugu zp-ren ingurune
Z=20

— 2

batean, h analitikoa izanik. Alde batetik,

lim [ h(z)dz=0

e—0 Ye

da, h bornatua delako |z—zg| < & erako multzo batean; beste alde batetik, enuntziat-
uan ematen den kurbaren parametrizazioa erabiliz,

" _
/ & dz = / -iieen dt = (fl — t(])’iA. O
68“

Z—2p to

Adibidez, C, zirkunferentzierdi bat bada, noranzko positiboan hartuta,

zi_?(l]‘/(;{ f(2)dz = im Res f(z).

2=z

S5
sin x
dx.

Adibidea. /

0 X
iz

f(z) = — funtzioa v, bidean integratuko dugu, yg, hurrengoa izanik:
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-R ) R

f analitikoa da g bidearen ingurune batean, beraz, Cauchy-Goursaten teoremaren
arabera, € eta R guztietarako, 0 < € < R izanik,

iz
e
/ —dz=0.
YR, e 2

Bestalde, zuzenkiak parametrizatuz,

i R iz iz —€ iz iz
e'? e e e e
f —dz:] —dru+/ —dz+[ —daz—/ —dz,
YR.e Z € €T Cr z J-p T Co,e z

non Cp. eta Cp jatorrian zentratutako goiko zitkunferentzierdiak diren, € eta R
erradiodunak, hurrenez hurren.

oA

“

. 1
= lim — = 0 denez, Jordanen lemaren arabera
R—o0

lim max
R—yo0 |2|=R

e'tz
lim —dz =0,
R—oo Cn Z

Gainera, aurreko lemaren arabera, zgp = 0 f-ren polo sinplea denez,

ezz e!.z y
lim Z_dz = imr Res — = ime®® = im.
e—0 Chie A z=0 2

—€ LiT
Bestalde, ] E dr integralean, x = —t aldaketa eginez,
R X

R iz —€ iz R iz e —itl R iz ,—ix
/ e—dm+f e—d:r;—f e—-dm+f8 (—dt)—/ €
Je iy -R T € T R —t € z

R .
_27:/ 2L da.
Je

A

Orduan, limiteak hartuz, R — oo eta € — 0 direnean,

. els C [®sinz .
0= lim ] —dz= 2zf dr + 0 — .
R Jon, 2 o

S5
sinx i

Beraz, —dr=—.
0 2
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® gin?

dz.

Adibidea. / =
0 X

Integral hau kalkulatzeko, lchenengo eta behin, integrakizuna berridatzi behar dugu:

% sin? g 1 /%1 —cos2z
/ 7 dr = —/ —2~—d3:.
0 T 2 0 T

T 2iz
Orain, f(z) = ~—e funtzioa integratuko dugu aurreko adibideko yp. bidean.

Cauchy—Goursa.tcn teoremaren arabera,

1= e2iz
ey
YR, =

Bestalde, Cr eta Cy . aurreko adibidean bezala definituz,

Toz 21z
[ e
YR, z
Rl'—"e 1_62?'.2 —(1_8 1_62%'2
& 2 JCr Z —-R .’E Co,e 2z

1= 82?:2 li (l —2R‘;inf) < 1 2 O b
Z = 1m maxX — £ g 1m -— = eraz
22 R

R—ro0 te[0,m] R—o0

j 1z
lim / —26 dz = 0.
R—o0 Cr 2

Gainera, 2y = 0 f-ren polo sinplea denez

R—oo |z|=R

1—¢e . 1_62iz . 17625‘2
— dz —miRes 5— = mi lim e
C = z=0 Z z—0 z
0,e
_ adiz
=mi lim ——— = 7wi(—2i) =
z—0 z

Orduan, limiteak hartuz,

I 2iz 00 1 _ plir 0 1— 2ix
o=gim [ e [P0y [ 2
YRe 0 = £

R—no 2 =
e—=0 ° o0

Zati errealak hartuz,

00 _ 2 90 =— 2:
O_f —(:—;)—S—'?idm—flqr — f#d;E:Q?T
x
— O

] sin? :L 1/°°1—cos2m T
2 fy x? 2
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Funtzio arrazionalen eta berretura ez-osoen arteko biderkadurak

Izan bitez P, Q polinomioak, @ erro erreal ez-negatiborik ez dituena, a € R —Z, eta
Pz Pz
demagun lim ( )m“f“ — lim Lmlﬂv —0.
Er—3

1Q@°" e Q)

/ o) 2% dx integrala kalkulatzeko F(z) = fie z* aldagai konplexuko funtzioa
o Q) Q(2)

integratuko dugu I'p 5 bidean. 2% = e2logz moduan definitzen da, non logz =
log |z| + i0(2) den, 6(z) € Argz N [0,27) izanik. I'g.s bidea hurrengo irudian
agertzen dena da:

rR,E,b

I'g s parametrizatzeko lau zati kontsideratzen dira: bi zirkunferentzien arkuak eta
bi zuzenkiak. Zuzenkien kasuan, honako hau da parametrizazio bat:

Iy (t) :f'eiaz te [E: R]a
Ly(t) =te®™9i ¢ [, R].

Gero, limiteak hartu behar dira R — oo, € = 0 eta § — 0 direnean.

Normalean, suposatzen da d = 0 dela eta L; zuzenkian argumentua 0 eta Lo
zuzenkian argumentua 27 direla kontsideratzen da. Beraz, I'pe =1 +9r — 72— Y%
bidearen gainean integratzen dugu, non «g eta 7. bideak jatorrian zentratutako
eta R eta e erradioetako zirkunferentziak diren, hurrenez hurren eta - (t) = te,
t € [e, R, 72(t) = te*™, t € [¢, R] zuzenkiak.

FR,E
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e

oo
Adibidea. f 2 dz, b > 0eta —1 < a < 0 izanik.
o T +b

{73

z

F(z) = -
log 2| +i6(2), 0(z) € Argzn (0,27).

funtzioa integratuko dugu I'g . bidean, z® = €218 izanik. non log z —
& R 3 ) 5

Hondarren teoremaren arabera, € < b < R badira,

2® 2® 2*
/ dz =27i Res = 2mi Iimb(z +b)
r

REZ-{—b z=—bz+b P 24+ b
:2Tri(—b)“ = Qﬁiea‘bg(ﬁb] — 2Tri€u(logb+m')
=27ib%e?™.

Bestalde, bidearen parametrizazioa erabiliz,

~a R a(logz40i) a
f dz = / e—emdaz - f ? dz
rp. 2 +b - z+b -

R _a(logaz+2mri) . a
= ] 9T-——82md$ = f z dz.
e @e*Fi4-h ve 2+ b

Gainera, a < 0 denez,

s,

Antzera, a > —1 denez,

20 ealog|z| Re
|dz| < / — |dz| = 2rR—0, R — oo,
z+b vy |8l—0

a

P pe. ealog|z| €
‘/ dz| < / | ’ |dz| < / |dz| = 2me -+ 0, € —» 0 denean.
4o 2+ b v 2+ v b=z b—e

Beraz, limiteak hartuz,

. a o¢] a . o0 a
27ib®e™ = lim / 2 dn= / S gk / B G
Faoe Tp 210 Jo T+b Jo z+b

Hau da,

2 g# dr — 9mib? eFod 2mib® b
x = 2mib = g - = — .
a T+b 1 —e?mai  g—mai _ gmai  gin(—1q)

Funtzio arrazionalen eta logaritmoen arteko biderkadurak

Izan bitez P eta () polinomioak, deg@ > degP + 2 eta Q(z) # 0, Yz > 0.
> P(z)

Jo (2)

In z d@ moduko integralak kalkulatzeko, aurreko kasuan bezala, saia gaitezke
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P(z)

T'R.e Q( )
morfoa den logaritmoaren adar bat den, log z = In |z| +i6(z), 8(z) € Arg zN (0,27).
Haatik, bidearen parametrizazioa erabiliz,

log z dz integral konplexua erabiltzen non log z C — [0, co) multzoan holo-

R p P
Mlovzdz: Bs) lna)dru—l—[ (2) log z dz
TR

Tre @2) ¢ Qx) Q(z)
- RP(:E) T i) dr — P()ozz
. Gt | e

eta limiteak hartzean, kalkulatu nahi dugun integrala desagertzen da kontrako zein-
uekin agertzen delako.

Konponbidea da F(z) = ngi log? » funtzioa integratzea T'p. kurban, zeren eta,
z

parametrizazioa erabiltzean,

@ 2, 7, () P(Z)O_zzz
/FR'CQ(Z)log zddfe Q( md'n+]mQ(z)lg d

)
(m) i i\ s — P(z)
()la:+2 )4 d 'TEQ()

(2) P(z), o
Q )111 zdr + . o) log” zdz
—~ %«%(lnzx4ﬂ2+4ﬂlnm) d:z:—-/;f

log? z dz

€

w

(2)

log? z dz.
Q) °

Orain, In? z desagertu egiten da, baina Inz oraindik dago integral batean.
P(z)
Q(=)

Ygr,e kurba berrian,

bikoitia bada, badago beste aukera bat. F(z) = ggg log z integra daiteke
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Kasu honetan,

R
P
MIogzciz~~/ Plz) Inzdx+ (2) log zdz
e @(2) e Q) ry @(2)
R
P(-1) ok P(2)
- Inz + 7i) e™dx — log zdz
| ggte+m . 20)
R
P(z) P(z)
=2 Inzdr + —=log zdx»
€ Q(.’L‘) I'p Q(z)
R
P(x) . P(z)
+ i dz — log zdz.
e Q) r. Q(z)
* ]
Adibidea. / 2 dz, b > 0 izanik.
Jo a*+0?
Kalkulatuko dugu integral hau ikusi ditugun bi metodoen bidez.
2
Integra dezakegu F'(z) = NIQ—; funtzioa yp ¢ bidean. F-k polo sinpleak ditu bi eta

—bi puntuetan. Hondarren teoremaren arabera,

]0g2 z ) 10g2 P ]ng .
——dz =2 ( —= ° 1 R )
[m B F Y e zbeSa 22 4 b2 # smbi 22 + B2

rlog? z log? z
=27i
'm( 2z [ ) ¥ 2z )
z=bi z=—bi
,((lanr 2i)? L (Ind+ 37“1')2)
=27i
T 2 —2bi
2 , 2 ;
it (In®b— Z- + milnb) —b(ln2 b— 2= + 3milnb)
2bi

:%(27r2 — 27miInd).

Bestalde,

/ log? z dz/R In? 2 d:c+/ log? z i
i 22 T b2 , 2 + b2 - 22 S b2

R 1. 9 2
_] (Inz + 271) dn:—/ log* z i
€

z2 | b2 " 22+ b2
log? z R g2
- —2 " q —d
,[mz2+b2 z+£ PN

B Ing log? =
— 4mi ——dz — ———dz.
m/ﬁ Zr z [hz2+b2dz
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Gainera,
log % log® |In |z |+?9( )2 (In R + 27)?
d < d 2R
| ol s [ |Fleet < [ g e < St onn
1 6(z 1 27)?
=5 df'|—f\‘§° ol < | ““"“2 gy < et 210 o
e +b s 2| b? —¢
Beraz,
2 2
lim/ igg—zzdz:lim[ l;)g zzdz:O
R—oo Joo 22+ b =0 ), 22 +b

eta limiteak hartuz goiko berdintzan
Inz

T (2n% — 4rilogh) = lim / Mdz—/dem—Qm' /m——wdg;.
b ° Rovoo Jo 22+ B2 o T2+b? Jo @2+ b2

Azkenik, zati irudikariak hartuz,

i ] *® Inz ” 2721nb /’ % Ing dp T Inb
— 477 —_—dr = — = .
, 2+ b T Jy B 2%

og
——— bikoitia denez, beste aukera bat da. o
T2 4 b2 b
baten gainean, irudiko I'g  bidean hain zu/en ele' Funtzio honek polo sinpleak ditu
ere bi eta —bi puntuetan baina orain kurbaren barrualdean bakarrik bi polo sinplea

funtzioa integratzea beste bide

geratzen da. Beraz, hondarren teoremaren arabera,

log z log 2 Jdog(bi) = T,
———dz=2miRi = 271 = —(Inb+ —=i).
/FR_E Bip R m= g — p g
Bestalde,
log z R Jogax / log 2
——dz = —— ——d
/FR!E 262 fe w2 4B T+‘FR 2
R Ing+mi - log 2
= =0 Pt T e d- = 1 3 d
/( p2elmi _|_b2 & 'E ;/I“€ 22 +b2 =
R
1 1
o [F e gy [ Jesx
e z24+Db oy 254D
R .
i log =
——dax — | ——dz.
+/; e /%,22+b2 “
log 1
Lehen bezala, frogatzen da lim % dz = lim / —% dz = 0 direla, eta
R—oo Jp, 22+ b e—0 Jp, 22+ Db
ondorioz, limiteak hartuz,
log = * logz ® dx
——dz=2 d —_—.
dz _/0 PO .E+7r’l/0 21

_(]nb + —z) = h_r:uoo PP
0 €
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Zati errealak hartuz,

o logx Ina T
de = Zlogh = Zlnb.
2]0 P / EETER T

Laplaceren transformatua eta alderantzizko transformatua

Definizioa. Izan bedi f: (0,00) — R aldagai errealeko funtzioa. Bere Laplaceren
transformatua honela definiten da:

£l - [ " e f () de

Proposizioa 13.7. Izan bedi F' aldagai konplexuko funtzio analitikoa plano konplezu
osoan agian puntu kopuru finitu batean izan exik. Izan bedi Ly v — iR eta vy + iR
puntuak batzen dituen zuzenki bertikala, v zenbaki erreala behar den bezain han-
dia izanik F'-ren puniu singular guztiok Lp-ren ezkerraldean gera daitezen. Defini
dezagun

_ 1 : zt
0 =g i, ], <"Fle)ds
1

Fy+ico .
= 2R(2)d t>0.
gy 2L fTim e F(z) dz, >

[ funtzioa F'-ren Laplaceren alderantzizko transformatua da, hou da,

F(z) = /000 e *f(z)dx

bada, orduan

1 y-+Hioco
fit) = =—puw f e F(z)dz, t>0.
i

211 —ico

Izan bitez s1,...,8, F-ren puntu singularrak eta izan bitez vy > max{Re 8j 1 j =
1,...,n} e i =1,...,n}. Izan bedi T'x irudian agertzen den
bidea, R > v+ Ry izanik, F-ren puntu singular guztiak I' g-ren barruan gera daitezen.

b

s
51

A

7R y
‘.s‘ll

S~—_|
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Hondarren teoremaren arabera,

n
/ e F{e)de= 271'"52 Res(e* F(z)).
FH 3= 2=84
Existitzen bada Mg > 0 non |F(z)| < Mg den z € Cg guztietarako, Cr |z — 7 =R
zirkunferentziaren ezkerreko erdia izanik, orduan froga daiteke

lim / e F(z)dz =0
Cr

R—o0

dela eta ondorioz,

n

flt) = i lim ez"F(z) dz = Z Res (e"‘tF(z)).
s z=8;

271 Rooo T

Adibidea. F(z) = baldin bada, a > 0 izanik, kalkula dezagun bere

(22 + a?)?
Laplaceren alderantzizko transformatua,

f(t) = Lo, ]%m _ B 0
, W ’

@ zt V

Goian ikusitakoaren arabera, .

(22 + a?)?

tugu bere puntu singularretan, z = ai eta z = —ai hain zuzen ere, biak polo bikoitzak
direlarik.

funtzioaren hondarrak kalkulatu behar di-

R ( ze* ) ( (2 — ai)? ge® )
es|———= | =— (2 — ai) 75—
z=at (22 + a2)2 dz a (z?‘ -+ a2)2 |z=ai

d zet
_E ( (Z + ﬂ.’l:)2) |z=ai
(tze? + e)(z + ai)? — 2(2 + ai)ze™
(z+ azi)!

|z=ai

teati

dai
=zt

R (G o) 2 (T )

zt
_d%((z%T)?) |z=—ai

_ (tze?t + e)(z — ai)® — 2(z — ai)ze®

(Z o a'?:)4 |z=—ai
o _te—at-i
- dai
beius  lehen , QGO tato,
l=R, 1FGa)|l-— ¢ & = Rt

|2 a?|* ) (BYa*}"

\3&; t,QQ_L'\ LXQ .E’Qf l"‘t\L (OLL‘Q% L&,}O\ ‘\\a‘LC\l(_ G,Cq;{":g-b\ ’
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2| 2] R
Beraz, |F(z)| = I+ < (o — &) B ) |z = R denean, eta
lim

————— = ( denez, aurrekoaren arabera
R—oo (R? — a2)? ’

zet ze® te®  te=®  tgin(at)
= Res (") ( )=- - t> 0.
1) plars (22 4 a?)? T zl;{E?n (22 + a?)? 4ai dai 2a '



ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
13. Gaia: HONDARRAK

Ariketak
1. Kalkula itzazu:
. sin z
(i) Res = Em.: -1
z
3
T T
iii) Res z°sin — Em.: —.
(iii) Res 2" sin — m: <
. o 3
(iv) Reszez-1 Em.: -
z=1 2

2. Kalkula itzazu hurrengo funtzioen hondarrak puntu singular isolatu finitu guztietan:

1 1 1 1
i 2R =1; Res ——— = —.
(i) 2 +z L b 23 1+ 2 Btz 2
22 22 1Fi 22 144
ii FEm.: Res —— = ——; Res = — ’
() 137 ;gi 1+28 4v2'  an 142 44/2
= z=e
1 1 3i
i) ——= . Em.: Res ————= = F—.
() Zrip AR 16
. sinTz sinmTz
1 Loe. 1 1 —1)k(i
v] =——= ¢ Em.: Res——5 =0, Res = 3= (=1) (z)’ keN;
sin z 2=0 8In z z=+(i)Vkx SN 2 2V km
1
(vi) — Em.: Res = =-1,VkeZ.
e*+1 2=(2k+1)7mi e® + 1
1 1 1 1
(vii) — Em.: Res > =0; Res = = — . , ke N.
1—e® #=01—¢? i=(L1i)vw 1 — €# 2(£1 £ 8)Vkn
o E R i 1
viii [ 0 M. es =— k=0,...,n— L
z" 4 a® (kw2 +a® 0’
z=ae 2 *
) eimz eimz eima(am + 1) .
(i) (22 + a?)? ot B (22+a2)? 4a3

3. Kalkula itzazu hurrengo funtzioen hondarrak puntu singular isolatu guztietan, oo barne:

1+ 28 L5 1 1424 257
i) ——— Em.: Res ——— = ——, Res ——— = —,
() 25(2+2) Ll 28(z+2) 64’ =0 2(z+2) 64
1 8
et — s =i,
z=c0 28(z + 2)
s s L S ¢ )
(ii) sinzsin— Em.: Ressinzsin — = 0, Ressinzsin — = 0.
Z z=0 z Z=00 z
sin z sin z 1 sin z 1

) Smz Bm.: Res ———— = ——, Res ———— = —.
(i) oy ™ AE @I de mw (2112 2



4. Kalkulatu integral hauek:

dz 32441
Em.: — O .
& /|z|=2 E+1P+2) L
4
(ii) [ L e Em.: —i—1n3
la+1]=1 €% + 3 3
e? e—2
(iii) s m dz Em.. i
2
(iv) / +dz Em.: 2wi
|z|=1 sin® z cos z
(v) (z + 1)61/2 dz Em.: 3mi
|z]=1/3
5. Kalkula itzazu
/2 do P
i pr—— T Em.: ——.
() _/(] 1 +sin? 4 m 2/2
2T
do 27
(i) fg 1 —2acosO+ a?’ ol # " la2 — 1]
6. Kalkula itzazu
e dz 263 + o — 3ab?
i 0 0 : Em.: 1————ure
() fw Er) @i ¢ 0b>0a#k L g
o8 cos? z dx b—a+be 28— ge2b
ii b b
(i) ]OO (22 + a?)(2? + b2)’ Gy 2 0 ot S 2ab(b? — a?)
Sll'l me
(iii) / 3,(1 = 12 Em.: m.
— beah b—
(iv) / e L ZCOS J:d:t:, a>0,b>0,a#b T 3 u_
0 z 2
+o0 .
(v) p.v.f gfﬂ‘_ de, a>0 B, TS0E
0 as — 20.

7. Kalkula ezazu funtzioaren Fourierren transformatua, b > 0 izanik.

1
(z2 + b?)2
o 1+wb
Brn.: f(w) =

8. Kalkula itzazu

Ta . Ta
+oco pa—1 cos I — s T a—2
(i) ] S5 iz 0<a<2 Em.: - 22T
o x*+2r42 sinma

A Y s (V3
(11)/0 md?‘ Em.: (\/5 l)'JT

+o00

. +°° log?
(iv) -/0 21 dz

oo.| = uz..| 2,
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA /
Bigarren azterketa partziala. 2015eko maiatzaren 19a. \/

A,

. (a) Aurkitu (¢* +1)® + 8 = 0 ekuazioaren soluzio konplexu guztiak.

(b) Tzan bitez a,b,z € C, 2| = | izanik. Frogatu honako berdintza hau:

laz + b = |52. l-al.

. Awrkitu f = u + iv holomorfoa plano konplexu osoan baldin eta

uy = 3(z? —y?) — 4y, J(l+4)=0 eta F0)y=10

badira.

Izan bedi
l+2z—cosz
f(z) - Fl
2
Aztertu f-ren zo — 0 puntuko singularitatea, zehaztuz ordena poloa baldin bada ela eman
f-ren Laurenten seriearen parte singularra 0 < |z| < 7 moduko eraztun batean, r > 0
izanik.

—sinz

Izan bitez a > 0 eta b > 0. Kalkulatu

/N acosz +bsinz

5 5
> -+ a

da.

Izan bitez D C C sinpleki konexua, v € D kurba itxi sinplea orientazio positihoarekin
hartuta, ¢,zg € D — v eta f: D — C holomorfoa, [(2) £ 0 2z # zo guztietarako eta 2g
f-ren zero sinplea izanik. Kalkulatu

fml—)d

¢ eta zo-ren kasu posible guztietarako.
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA

Fisika eta Ingeniaritza Elektronikoko graduetako 2. kurtsoa - 46. Taldea

Ohiko deialdiko azterketa. Bigarren lauhilabetea. 2015eko ekainaren la.

4.

. (a) Aurkitu sin z = cosh4 ekuazioaren soluzio konplexu guztiak.

(b) Idatzi (1 + i)™ + (1 — )" zenbakia forma binomikoan, n € N izanik.

Aurkitu f = u + dv funtzio holomorfoa plano konplexu osoan,
w(z,y) = ze "V cosy +ye Fsiny eta f(0O)=0

badira. Idatzi f z aldagaiaren menpe, 2 = @ + iy izanik.

[zan bedi ,
z2—1
/() = cos(mz) + 1
(a) Aurkitu f-ren puntu singularrak eta sailkatu, poloak baldin badaude, ordena zehaztuz.
(b) Aurkitu zp = 0 puntuan zentratutako f-ren Taylorren sericaren lehen hiru batugaiak.

(c) Zein da aurreko ataleko Taylorren seriearen konbergentzia-erradioa?

gee

Kalkulatu / ,SLHT 13
o 231 +a?)

(a) lzan bitez f holomorfoa |2| < Rq zirkuluan, Ry > 0 izanik eta a € Cnon |a| < 2 < Ho.
Frogatu berdintza hau:

RZ _ Ial‘l
2mi |z|=R (2 e (l')(H‘3 = Ez)

[(a) f(2)d=.

(b) Izan bedi T' {z € C: |2| < 1,Tm 2 > 0} multzoaren muga, erlojuaren orratzen kontrako

orientazioarekin. Kalkulatu [ |z|Zdz.
o
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
Bigarren azterketa partziala. 2016ko maiatzaren 20a.

1. (a) Izan bitez 0 <a <1,z € Cetaw =

P

”— a.l‘ Frogatu |w| < 1 dela baldin eta soilik
baldin |z| < 1 bada.

(b) Aurkitu sin(z +¢) = 1 ekuazioaren soluzio konplexu guztiak.

(¢c) Eman (ai)’ adierazpenaren balio posible guztien parte erreala eta parte irudikaria,
a € R — {0} izanik.

(d) Izan bedi ~ erpinak 1+4, —1+1i, —1 —i eta | —i puntuetan dituen laukia, erlojuaren
orratzen kontrako orientazioarekin. Kalkulatu / Zdz.

Jy

2. Tzan bedi u(z,y) = 2zy + (¢ + ¢ ¥)cos(ax). Aurkitu a > 0 parametroaren balioak u
harmonikoa izan dadin eta, balio horietarako, aurkitu v funtzioa non f = u-iv holomorfoa
den eta f(0) = 2+ 2i.

3. Izan bedi f: C — C funtzioa holomorfoa plano konplexu osoan.

a) Izan bitez 21,29 € C, 21 # 22 eta R > max{|21], |22|}. Frogatu honako formula hau:
? 3 f=1

o) = flen) + 2222 /| _ e

217 Jpen G—21)( — 22)

(b) Demagun existitzen dela M > 0 non |f(z)| < M den 2 € C guatietarako. 21,29 € C
eta R > max{|z1],|22|} guztietarako, frogatu honako desberdintza hau:

Ly s 80—t W
|f(21) — f(z2)] £ (R — |21[)(R — |22])°

(¢) Frogatu Liouvilleren teorema: [ funtzio osoa eta hornatua bada, orduan konstantea

da.

4, Kalkulatu

(:7[/2’2 6_]'/22
———dz eta f ——dz.
-/zl—l/a z(z — 1) lojs 2(z — 1)

5. Kalkulatu, aldagai konplexuko funtzio baten integral egoki bat erabiliz,

/“’ xsin(mra)
————dx.
Joeex® 4w 45
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA

Fisika eta Ingeniaritza Elektronikoko graduetako 2. kurtsoa - 46. Taldea

Ohiko deialdiko azterketa. Bigarren lauhilabetea. 2015¢ko ekainaren la.

1. (a) (0.5 puntu) Izan bitez z,w € C, |z| = |w| = 1. Kalkulatu |z +w|? + |z — w|?
(b) (1 puntu) Aurkitu isinhz + cosh z = 2 ekuazioaren soluzio konplexu guztiak.

(c) (0.5 puntu) Aurkitu 2z* + 1 — v/3i = 0 ekuazioaren soluzio konplexu guztiak, forma
hinomikoan idatziz.
2. Izan bedi f — w + dv funtzio holomorfoa jatorriaren ingurune batean, non
w(z,y) =¢ Yecosa +y—1

den eta existitzen diren m € N eta [ € C — {0},

lim /() =
z—0 2™
delarik. Aurkitu f, m eta [.
. 1 i
3. Izan bedi f(2) = ————, m € N izanik.

2™ sin(mz?)’
(a) Awkitu eta sailkatu f-ren puntu singularrak, m parametroaren balioen arabera.

(b) Eman 0 < |z| < R moduko eraztun batean konbergentea den Laurenten seriearen parte
nagusia, It > 0 izanik, m = 1 eta m = 2 balioetarako.

4. Izan bedi f funtzio holomorfoa |z| < R diskoan, R > 1 izanik. Kalkulatu

-/l;l--l ('I + § & :—E)f(z) dz ela ‘/M:l (l - ;j 4 %),/'(z)dz_

[ eta haren deribatuen balioen menpe.

2

f(2) = 2z hartuz, ondorioztatu berdintza hau:

27 0
/ cos()cosz—d(izz.
e 2% 3

5. lzan bitez a > 0, b > 0. Kalkulatu

/m (:1:2 - bg) sin(ax) i,
0

(22 + b2)z
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