10. Gaia

Aldagai konplexuko oinarrizko
funtzioak

10.1 Polinomioak

P(z) = anz™+an_12" 1+ - -+ayz+ag, a; € C, polinomioak funtzio osoak dira. Ikus
ditzagun kasu partikular batzuk eta nola transformatzen dituzten zenbait eremu.

P(z)=az+b

b = 0 bada, P(z) = az, beraz
Arg z (biraketa).

P(z)| = |a||#| (dilatazioa) eta Arg(P(z)) = arga -+

Adibidez, jatorrian zentratutako eta r erradiodun sektore baten transformazioa

honako hau da:
| AN
-

a =1 bada, P(z) = z + b transformazioaren bidez translazio bat gauzatzen da.
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194 10.  Aldagai konplexuko oinarrizko funtzioak

Beraz, P(z) = az + b trasformazioak dilatazioa, biraketa eta translazioa burutzen
ditu.

Plz) =32

|z%| = |2|? eta Arg(z?) = 2 Arg z, beraz, jatorrian zentratutako sektore zirkular bati
aplikatzen diogunean angeluaren anplitudea bikoizten da eta erradioa handiagoa edo
txikiagoa egiten da 1 baino handiagoa edo txikiagoa den arabera.

”

z? funtzioa ez da injektiboa. Eskuineko planoerdiaren irudia plano osoa da, ardatz
erreal negatiboa kenduta. z = r, r € (0,400) eta 6 € (—7/2, 7/2) denez planoerdi
horretan, |z?| € (0,+00) eta arg(z?) € (—m, 7).

R

Baina, ezkerreko planoerdiaren irudia ere C — (—o0,0] da. Kasu honetan, z = e,
0 € (w/2,3m/2), beraz 26 € (,3n).

Orokorrean, jatorritik pasatzen den zuzen batek definitzen dituen bi planocerdien
irudiak berdinak dira



10.1. Polinomioak

1956

2 (a)eplimpme-

Funtzio honekin anrreko kasuan gertatu denaren antzeko zerbait gertatzen da. Ja-
[

27 :
torrian zentratutako eta —— anplitudeko sektore baten irndia plano osoa da, kenduta

T
jatorrian hasten den zuzenerdi bat.




196 10.  Aldagai konplexuko oinarrizko funtzioak

10.2 Erroak

Esan dugun bezala, 22 funtzioa ez da injektiboa: hartzen badugu @ = {z =re? : —
m/2 < 0 < m/2} U {0}, z%ren irudi-multzoa C osoa da eta berdin gertatzen da
Q = {z =re? : /2 <0 < 37/2} U {0} hartuz. Beraz, z%ren alderantzizkoa
definitzerakoan bi aukera izango ditugu.

S funtzio holomorfoa bilatzen dugu, non

(f(2))* = 2
den. z = 0 bada, f(0) = 0 da ekuazioaren soluzio bakarra. z # 0 bada, z = ret ota
[(2) = pet® baldin badira

i i 0
UE@F =2 = e =rd® = p= i, o=,
0 bakarra ez denez, f(z) ere ez da bakarra izango. Kasu honetan, nahiz eta §-k
infinitu balio izan, bakarrik f(z)-ren bi balio desberdin lortzen dira:

VizleT27",  eta —4/|zle”2 °,

f holomorfoa izan dadin,
1) = VIS,

non 6(z) angeluak neurtzen dituen funtzio jarraitua izango den.

Definizioa. Izan bedi Q = C — (—00,0|. Erro karratuaren adar nagusia ©-n defini-
tutako hurrengo funtzioa da:

Nz = |z’ei£'3‘_z.
Honela definitutako /2 funtzioa holomorfoa da eta

(V2) = —=, Vzeq.

Q-n defini daitekeen beste adarra /z = —y/[z]e" 2 da. Hau ere holomorfoa da. eta

VEY =5

Definizio-eremutzat € — ({0} U {z: o € Argz} hartuta ere, v/z-ren bi adar defini

z € 2 guztietarako.

1
daitezke, biak holomofoak eta deribatua (1/z) = oWr izanik.

Vz
n 2 3 bada, f(2) = 2" funtzioaren alderantzizkoarekin arazo berbera dugu. {/z

funtzio holomorfoa definitzeko aukera daiteke € — (—oo, 0] definizio-eremutzat eta
hor eman adar nagusia argumentu nagusia erabiliz,

WE =1 |z|e£f_z'i.
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Multzo berean, beste n — 1 adar holomorfo defini daitezke. Kasu guztietan,

1

" n Zﬂ'—l &

(Y3 =

Adibidea. /z funtzioak hiru adar holomorfo ditu §2 = C — (—o00,0]-n

(Vz) =V 2] ez_g_z, adar nagusia,
(\/_ ‘z Pzarg:é-f?rr’
(V2)s =Tl

10.3 Funtzio arrazionalak

P(z)
Q(2)

f holomorfoa da puntu guztietan ¢)-ren zeroetan izan ezik.

Funtzio arrazionalak f(z) = modukoak dira, non P eta @ polinomioak diren.

Transformazio lineal frakzionarioak
az + b

x
ifi{z) = P ad — be # 0, moduko funtzioak transformazio lineal frakzionarioak
cz

(TLF), Moebiusen transformazioak edo transformazio bilinealak izenez ezagutzen
dira. f holomorfoa da C — {—d/c} multzoan.

i

Y , o b Ao
Joukowskiren funtzioa / Sobietar abioxouren cite *

1
J(z) == (z + l) Joukowskiren funtzioa da. J holomorfoa da, € — {0} multzoan.

Kalkula ditzagun multzo batzuen irudiak J-ren bidez.
e |2| = 1 zirkunferentzia: z = ¢, § € (—m, 7], beraz,

19, 1y eP+e®
J(Z) = 5(620"’ F) = ——2—— = COSB-

Balio errealak lortzen ditugu, [—1,1] tartea, hain zuzen ere. Gainera, balioak

errepikatzen dira.
f ‘\ ke 3

* ad-bc-0 boda, g(z);%=£_ 4 20w go aeuwla.
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* |z| = R zirvkunferentzia, B > 1 izanik. Orain, z = Re®, 0 ¢ (—m, ], beraz
J(z) = }(Rew + lef'w) = 1(R + ) cos @ 4 i— (R — —) sin 4.
2 R 2 R
J = u + iv idatziz,
2 2

u v

R+ (R-1)

hots, 2| = R zirkunferentziaren irudia elipse bat da.

=cos?0 +sin?f = 1,

zirkunferentziaren irudia J-ren bidez, aurreko elipse berbera da, zeren

o
2] =

R
1
eta, z = ﬁe""’ baldin bada,
171 , p 171 171
Jfg) = 5 (Ee*ﬂ + Re*‘ﬂ) =g (E + R) cos 6 + EE(E - R) sin 6.
Hala ere, badago desberdintasun bat. |z| = R zirkunferentzian orientazio

positiboa hartuz, elipsean ere orientazio positiboa izango dugu. Aldiz, lz] = R
zirkunferentzian orientazio positiboa hartuz, bere irudia den clipsean orien-
tazioa kontrakoa da.

/R eR
\ 1

RNt ROV

e [-1,1] zuzenkiaren irudia R — (—1, 1) multzoa da eta R — (—1, 1) multzoarena
ere, zeren eta x € R bada, argi dago J(z) € R dela eta

r <0 bada, J(z)= %(m + 1) % =1,

x > 0 bada, J(z) :l(x—l——) > 1,

Aurreko guztiaren arabera,
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10.4 Funtzio esponentziala

Definizioa. Izan bedi z =2 iy € C.
e* = e®(cosy + isiny).

Tkusten denez, |e*| = e®*% eta Imz € Arg(e®) dira. 2 = 2 € R bada, esponentzial

erreala berreskuratzen da. z = ¢y bada, y € R izanik, aldiz, Eulerren formula.

Proposizioa 10.1. e* funtzio osoa da eta (e*)' = €*.

Froga. e*-ren parte erreala u(z,y) = €® cosy eta parte irudikaria v(z,y) = €¢"siny
dira. Funtzio hauek diferentziagarriak dira R? osoan eta (z,y) € R? guztietarako
Uz = € cosY =y,
ty = —e*siny = — vy,
hau da, Cauchy-Riemannen baldintzak betetzen dira R? osoan ere. Beraz, e* derib-
agarria da puntu guztietan, eta ondorioz funtzio osoa da. Gainera,
(e*) = ug + vy = €® cosy +ie®siny = €”. O

Proposizioa 10.2 (Esponentzialaren propietateak). lzan bitez z,w € C.

(1) eel-— gtdw

(i) e ==
(i1i) Esponentziala periodikoa da, periodoa 2mi izanik, hau da

L 1
Froga. lzan bitez z = x 4 iy eta w = u + iv.

(i) Esponentzial errealaren propietateak eta berdintza trigonometrikoak erabiliz,

e“e” =e”(cosy + isiny)e*(cosv + isinv)
=e"e"((cos y cosv — siny sinv) + i(cos ysinv + siny cosv))
=& *(cos(y +v) + isin(y + v))
= i

(ii) —z = —z — iy da, beraz

e * =e ¥(cos(—y) +isin(—y)) = e “(cosy —isiny) =

_ 1 (cosy —isiny)(cosy + isiny)

et cosy +isiny
1 1

e*(cosy +isiny) e
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(ili) 24 2mi = v+ (y + 27)i denes
*M = o(cos(y + 2m) + isin(y + 2m)) = ¢®(cosy + isiny) = c*. O
Ikus dezagun orain nola transformatzen dituen funtzio esponentzialak zenbait 1multzo.
e xg puntutik pasatzen den zuzen bertikalaren irudia jatorrian zentratutako

zirkunferentzia bat da. z = zg + 4y moduko puntuak dira zuzen horretakoalk,
y € R delarik. beraz

e = e™e", |e°| = €™ finkoa.
y € R denez, zirkunferentzia infinitu aldiz errepikatzen da.

e yy puntutik pasatzen den zuzen horizontalaren irudia, jatorrian hasten den
zuzenerdi bat da. kasu honetan, z = x + iy, @ € R izanik, beraz,

e? = e%e'¥,

Orain argumentua finkoa da eta |e*| € (0, 00), hau da, jatorria ez da agertzen
irudian.

o

Aurrekoa kontuan hartuz,
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10.5 Esponentzialaren alderantzizkoa: logaritmoa

Tkusi dugu e® esponentzial konplexua periodikoa dela, beraz ez da injektiboa ere-
mutzat € osoa hartzen bada. Orduan, alderantzizkoa definitzean infinitu balioren
artean aukeratu beharko dugu.

Aurkitu nahi dugu f funtzio holomorfoa non
ef ) — 5,
f(2) = w idazten badugu, e = z ekuazioa ebatzi behar dugu.
z = 0 baldin bada, ekuazioak ez dauka soluziorik.
z # 0 bada, z = |z|e? eta w = -+ i idatziz,
=2 = %P =|z2|e = a=I|z|, B=0.

0 bakarra ez denez, w ere ez da bakarra. z € C — {0} bada, z-ren infinitu logaritmo
existitzen dira

Logz =In|z| +iArgz
=In|z| + i(arg 2z + 2k7), k € Z.
Argumentu nagusia hartuz, logaritmo nagusia definitzen da
logz =In|2| +iarg 2
eta irudiak {w € C : — 7 <Imw < 7} multzoan daude.

Adibideak. log1 =0 eta Log1 = 2mki, k € Z.
log(—1) = mi eta Log(—1) = (2k + 1)7i, k € Z.

Definizioa. Izan bedi @ ¢ C — {0}, Existitzen bada f: Q — C holomorfoa Q-n,
non
f@) = 5 V2eQ,

orduan esaten da f adar logaritmikoa dela$2-n.
) C C — {0} bada, aurreko kalkuluen arabera, f adar logaritmiko bat bada, orduan
£(z) = In 2l +0(2),

non 0: @ — R argumentuak neurtzen dituen funtzio jarraitua den.

Ikusi genuen arg 2 ez dela jarraitua zenbaki erreal negatiboetan, beraz logz ere ez
da jarraitua izango puntu horietan.
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Proposizioa 10.3. Izan bedi Q = C — (—c0,0]. Q-n definitutako
logz=1In|z| +iarg 2

funtzio holomorfoa da, bere deribatua

(logz)' = L
z

1zanik. log z logaritmoaren adar nagusia dela esaten da.

Logaritmo nagusia logaritmo errealaren berdina da z zenbaki erreal positiboa bada,
eta, nahiz eta zenbaki erreal negatiboetan definituta egon, ez da holomorfoa puntu
horietan.

2 = C—(—o0, 0] eremuan defini daitezkeen beste adar logaritmikoak adar nagusiaren
translazioak dira:
In|z| + iargz + 2kwi, k € Z.

§0-n definitutako adar logaritmiko guztiek etenguneak dituste ardatz erreal negati-
boko puntuetan eta deribatua beste puntu guztietan 1/z da.

a € R bada, balioen multzoa {w : a < Imw < « + 27} bandan hartuz gero,
logaritmoaren beste adar bat definitzen da. Funtzio holomorfoa izan dadin Q, =
C—({0}U{z: a € Argz}) hartu behar dugu definizio-eremutzat. Horrela definituriko
logaritmoaren deribatua 1/z izango da ere.

Logaritmoaren adar holomorfo bat definitzeko, jatorritik infinitura doan kurba in-
jektibo bat kendu behar zaio plano konplexuari. Aurreko kasuetan, kurba horiek
zuzenerdiak izan dira. Kentzen den kurba ebakia dela esaten da.

Logz — 2 da Logz logaritmoaren edozein adar izanik, baina Loge* =

Oharra. e
z+4 2mki, k € Z.

Orokorrean, loge® # z. Adibidez, z = 4ni bada, e* = e'™ = 1 eta ondorioz

log(e?) = log 1 = 0 # 4.

Oharra. Log(zw) = Log z+ Logw formula betetzen da logaritmoaren balio guztiak
kontsideratzen badira, hau da, Log z-ren balio guztiak eta Logw-ren balio guztiak
batuz gero, Log(zw)-ren balio guztiak lortzen dira. Formula bera ez da beti betetzen
logaritmoaren adar bat finkatzen bada.

3m; § . :
z =w = e+’ badira, logaritmo nagusiak hartuz

log(zw) :loge%w = ﬁg-i,

! 1 37r_+ 37 37,
2+ logw =—i + — = —4,
og guw =~ 2 5t

Riemannen gainazalak. Izan bedi @ = C — (—o0, 0] eremu sinpleki konexua. £-n
infinitu adar logaritmiko ditugu definiturik. log 2z adar nagusia baldin bada, orduan
Vk € Z, log z + 2kmi ere adar logaritmikoa da.
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Adar bakoitzaren irudi-multzoa 2m anplitudeko banda horizontal bat da. Logz
funtzio multiformea. uniforme bihurtzeko, adar bat finkatu beharrean, jarraian defini-
tuko dugun Riemannen gainazala erabili dezakegu.

Kontsidera ditzagun £2-ren infinitu kopia eta lotu ditzagun plano hauek, plano baten
ebakiaren goiko zatia hurrengo planoaren ebakiaren beheko zatiarekin. Egitura hau
logaritmorako Riemannen gainazala da. k-garren planoan logaritmoaren k-garren
adarra definituta dagoela suposatzen badugu, Logz funtzioaren definizio-eremua
Riemannen gainazala izango da. Log z funtzio holomorfoa da (ardatz erreal negati-
boko etenguneak desagertzen dira) eta irudi-multzoa plano konplexu osoa da.

10.6 Berretura konplexuak

Definizioa. Izan bhedi ¢ € C. 2z # 0 denean

58 = ecLogz.

Oro har, 2%k infinitu balio ditu, logaritmoaren adar bakoitzak z°-ren adar bat
ematen du. Logaritmo nagusiak ematen duena zren adar nagusia da.

2°ren definizio-eremutzat hartzen badugu eremu bat non logaritmoa holomorfoa
den, hor 2¢ ere holomorfoa izango da eta

(ZC)J = czc—l,
aukeratutako adar logaritmikoa mantenduz 26! kalkulatzean.

Adibidea. 2z’ funtzioak infinitu adar holomorfo ditu = C — (—o0,0]-n,

2t =etlor?z — gmargz gl ln"", adar nagusia,

(zi)k :e-i(logz+2k7ri) _ g oTE zekaqrei In \z,|, LEZ.

c=mn € Z bada,

Prg—— Logz _ en.(]ogz—}-ka.) = en.logz, VEeEZ

beraz z"-k balio bakarra du.

2!/™_ren kasuan, lortu beharko genuke lehen aztertu dugun {/z funtzioa.

1 1 3 logz  2km.
zl/n = g Logz _ 87—;(10gz+2km) — 6—?%_-{'%1
eta n balio desberdin lortzen dira, £ = 0,...,n — 1 balioei dagozkienak, lehen ikusi

dugun bezala. Beraz, erroak definitu daitezke ere logaritmoa erabiliz.
Definizioa. Izan bedi ¢ € C — {0}.

EEEsEr, vacC.
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¢® holomorfoa da Log c-ren balio bat finkatzen denean eta
(Y = & Lowel

Oharra. 1%-ren balio nagusia 1 da, baina ez da bakarra 1 zenbakiak infinitu logar-
itmo konplexu dituelako, Log 1 = 27, beraz, 17 = 7%,

Era berean, e*-rako infinitu balio lortzen dira. Hala ere, notazioa ez nahasteko e?
idazten denean balio nagusia hartzen dela onartzen da.

10.7 Funtzio trigonometrikoak

Definizioa. Izan bedi 2z € C.

. e — g1z g% pris
sSinz = ——— eta cosz = ———

2i

z =z € R bada, aldagai errealeko funtzio trigonometrikoen balioak berreskuratzen
dira. Gainera, ohiko formula trigonometrikoak betetzen dituzte. Adibidez,

cos? z +sin’z = 1, Vz € C,

sin(z 4+ w) = sin 2 cosw + sinw cos z, ¥z, w € C.

Proposizioa 10.4 (Funtzio trigonometrikoen propietateak). Hona hemen funtzio
trigonometrikoen propietate batzuk.

(i) sinz eta cosz funtzio osoak dira eta
(sinz) =cosz, (cosz) =—sinz
z € C guztietarako.
(i) Sinu eta kosinuaren zeroak errealak dira, hav da
sing =0 <=2 =hm kcZ;

(k4 1)

cosz =0—=sz 5 ke Z.

(tii) Puntzio periodikoak dira, periodoa 2m izanik, hau da

sin(z + 27) =sinz, eta cos(z+ 2m) =cosz, Vz € C.

Froga. Funtzio trigonometrikoen propietateak ondorioztatzen dira haien definizicetatik,
esponentzialen menpe.
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(i) Kontuan izanda esponentzialaren deribatua esponentziala bera dela, eta katearen
erregela aplikatuz,

. , eiE etz iet? | jei? el | ez
(sinz) = , = — = = C0S %,
2 2 2
eta modu berean,
( )’ (ezz 4 efa.z), jetr — je—t® et — iz ez — g7t
cosz) = = = =— sin z.

2 2 2 2i='—

5 ) eiz _ e—'iz
(i) sinz = — denez,
2

sinz =0 e e #=0ee?—e P =1=*" kcZ
— 2iz =2kmi, k € Z = 2z =km, k € Z.

Antzera,

cosz =0¢e=e¥te =0 e¥=—e"

e R 8(2.1\'-+1)7r?lJ keZ — 2z — (2k | 1)7{"&', keZ
. 2k 41
-9

w, k € Z.

(iii) Gogoratuz €™ = e 2™ =1 dela,

eé{erZ'n') _ e—z(z+27r) etZeQmi — etz 2m el? _ =17

1 2 =, = = = gi .
sin(z + 2m) = o o sin 2z

Modu berean,

e-i(zﬂ—?’n') + e—H(z+2m) eiZe9mi T+ e iz g 2mi el® A ez
cos(z + 2m) = 5 = 5 = 7 = gOB2.

O

Oharra. = € R bada, |sinz| < 1 eta |cosz| < 1. Aldiz, z € C bada, sin z eta cosz
edozein zenbaki konplexu izan daitezke.

eZZ + e—-zz

5 = J(e*) denez, konposizio baten

Azter dezagun cosz funtzioa. cosz —

modura ikus daiteke.

e 2 = x + iyo, yo > 0 finkoa eta & € (0,7), yo puntutik pasatzen den zuzenki
horizontalaren irudia elipserdi bat da, zeren eta

iz = —yo +iz = & = e P, (e ¥ < 1) = J(e'*) beheko elipserdi bat.
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o Antzera, z = x +iy1, y1 < 0 finkoa eta x € (0,7), y; puntutik pasatzen den
zuzenki horizontalaren irudia elipserdi bat da,

iz=—y1 +in => e =e ¥e® (e > 1) = J(e*) goiko elipseerdi bat.

Antrzeko era batean,

ging = cos(g — z) = cos(z — g) = J(e'E=3)) = J(—ie™),

hau da, antzeko konposizio bat lortzen da.

Definizioa. Izan bedi z € C,

iz —iz

sin z et —e
tanz = =i e
cosz  i(e + e %)
1 2
secz = = — —,
Cos Z etr - et
1 21
cosec z = =

sing e —e iz’
10.8 Funtzio trigonometrikoen alderantzizkoak

Kontsidera dezagun cos z funtzioa. Aurkitu nahi dugn f funtzio holomorfoa non

cos(f(2)) = =.
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Gogora dezagun cosw = J(e™®) dela, beraz, f(z) = w izendatuz, J(e™) = z izatea
nahi dugu, hau da, e = J~1(z). Kalkula dezagun, beraz, Joukowskiren funtzioaren
alderantzizkoa. J 1(z) = £ eginez, J(£) = z bete behar da,

22+ vdz? — 4 -
———=

J(g):%(Hl) 2 = 0 t1=0 = £ = 2422~ 1.

£
¢ ez da bakarra, v/z? — 1 balioa bikoitza delako.

1 1
Je) = 5(1 - —2-) = 0 <= 2z = =1, beraz J~! ez da holomorfoa 1 eta —1
2

puntuetan. J ! funtzioaren definizio-eremua sinpleki konexua izan dadin, —1 eta 1
puntuak lotzen dituen kurba bat kendu behar dugu, co-tik pasatzen dena.

0 = C — {(—o0, —1] U [1,+00)} hartzen badugu, orduan v/ ikurraren bidez erro
karratuaren adar nagusia C — (—oo, 0] multzoan adierazten badugu,
JYz2) =24+ V22 —1=2z+1iV1— 22, adar nagusia da,
(J 1(2))2 =2 —iV/1 — 22, beste adarra.
Oharra. vz2 — 1 idatzi beharrean iv/1 — 22 idazten dugu V1=22 aldagai kon-

plexuko funtzioa v/1 — 2% aldagai errealeko funtzioaren hedapen holomorfoa delako
-n.

Orduan cos(f(z)) = z ebazteko, f(z) = w eginez,

e — Jul(z) =z+iyV/1—22 = iw=Log(z+iv1—22).

Beraz, kosinu funtzioaren alderantzizkoa funtzio multiformea da,
Arccos z = —i Log(z + iV 1 — 22).

Logaritmoaren eta J ! funtzioaren adar holomorfoak finkatuz, arccos funtzioaren
adar holomorfo desberdinak lortzen dira.

Arccos z funtzioaren adar nagusia lortzen da Q = C—{(—co, —1]U[1, +00)} multzoan
logaritmoaren eta J ! funtzioaren adar nagusiak hartuz, dagozkien eremuetan.

1 1 1 1
(arccos z)' = =

cos/(arccosz)  —sin(arccos z) T /1 — cos?(arccos z) Y gy

Antzeko era batean kalkula daiteke sin z funtzioaren alderantzizkoa.

10.9 Funtzio hiperbolikoak

Definizioa. V2 € C, sinu eta kosinu hiperbolikoak honela definitzen dira:

] e — e~ % e fe?
sinhz = ————, coshz = ————
2 2



208 10, Aldagai konplexuko oinarrizko funtzioak

Funtzio hiperboliko hauek osoak dira eta (sinh z)’ = cosh 2, (cosh z)’ = sinh z.

coshz = J(c#), beraz, R x (0,m) m anplitudeko banda horizontal irekia hartzen
badugu, irudia plano konplexu osoa da, R — [—1, 1] ardatz errealaren zatia kenduta.

Sk (£-2 )= 4 st L2)
Cos (A2} = coslh (2)
X, yem — s x - sauwlWx = A T dewcibota

MP'QJ o Llcocke
saul (Xﬂd )= sy c,oa\/\\d “+ CodWx b—L\,\\m‘-ﬂ —
cosla (X-& \d Y=

os b UO:‘\NH + b’\-b&\ﬂ.\( b’\\/\-\/\“d
s Ly = A sy coslx

coady = cosWix + AT M

ool x = Loswlx 4
2

o = OOl By = A
fl

s (-x ) = cosla %

Tun =k Y= =g 2
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA

10. Gaia: ALDAGAI KONPLEXUKO OINARRIZKO FUNTZIOAK
Ariketak

[S]

o5

I

—

(i) Noiz da log(z?) = 2log 27
(ii) Noiz da log z'/? = (log 2)/2?

. 2 funtzioaren adar nagusia kontsideratuz, aurki itzazu u(r, @) eta v(r,@) funtzio harmoniko
konjugatuak, z* = u + v izanik.

Em.: u(r,0) = e %cos(Inr), v(r,0) = e ’sin(Inr).
. Izan bedi z # 0 eta ¢ € C. Eman |2°| eta arg(z°).

(i) Funtzio trigonometrikoen definizioak kontuan harturik, froga itzazu hurrengo berdintzak:

sin® 2+ cos?z = 1 sin(z + w) = sin z cosw + sinw cos z
. 9 1 —cos2z . .
s A cos(z + w) = cos zcosw — sin zsinw

(i) Noiz da sinz = sinw?
(iii) Aurkitu z-ren zer baliotarako den sinz erreala. Gauza bera cos z-rako.

(iv) Aurkitu z-ren zer baliotarako den |sin 2| +|cosz|? = 1.

&

(i) Erlaziona itzazu sin z eta cos z funtzioak sinh z eta cosh z funtzioekin.
(i) Aurkitu sinh(z + w) eta cosh(z + w)-rako formulak.

(iii) Non anulatzen da sinh z funtzioa?
. Awki ezazu sin z zenbakiaren modulua z = 7 + ilog(2 + 5'/2) denean. Em.: |sinz| = 2.

. Froga ezazu sin z funtzioaren alderantzizkoa multiformea dela eta aurki ezazu arcsin z aldagai
errealeko funtzioa hedatzen duen adar holomorfoa. Kalkula ezazu bere deribatua.

. Eman itzazu zenbaki konplexu hauek forma binomikoan:

. (i) Loge Bm.: 14 2kmi, k € Z.
2
(il) Log(3 — 21) Em.: %]n 13 —i(arctan 5 + 2km), k € Z.
(iii) 1° Em.: e ke Z.
(iv) (1—i) Bm.: et (cos(Inv/2) + isin(ln v2)), k € Z.
(v) (=1)¥/= ' Em.: cos(2k + 1) +ésin(2k + 1), k € Z.
(vi) 4 Em.: e 3" L e7,
g (V3 By Tk (VB A+

A P (T 5 6 o il i) A ]
(Vu)(2 12) Em.: e ( 5 ),AEZ
(viii) (logi): Em.: e ™/2e%*7 (cos(In§) +isin(In§)), k € Z.
(ix) ¢3+4 ‘ Em.: —e 2Bk k€ Z.
(x) 1+ BEm.: e_%+2k’r(cos(ln V2) —sin(In v/2) + i(cos In V2 + sin(In v/2))), k € Z.



9. Idatzi honako zenbaki hauek forma binomikoan:

(1) sin(2+ 3¢) Em.: sin2cosh 3 + ¢ cos2sinh 3.
(ii) co (— +iln 2) Em.: —3i/4.
(iit) cosh? (i) Em.: 1.
5 3 L ; 82 + 1 )
(iv) smh(l —i—zg) Em.. 5
1 2m
(v) cotan(em) Em.: 1—_{%2'.
(vi) (cosi)t Em.: **™ (cos(In 15 He ) + isin(In 1% )) keZ.
(vii) 4sin Em.: eW('z“”’”), keZ.

10. Idatzi funtzio hauen parte erreala eta parte irudikaria:

i) e . Fm.: u(z,y) =¥ cos(2zy), v(z,y) = —e¥" sin(2zy).
(ii) cosz Em.: u(z,y) = coszcoshy, v(z,y) = —sinz sinhy.
5 i sinh(2
(iii) tanz Em.: u(z,y) = Em%, v(z,y) = — zlz)i;“gs 5y

11. Aurkitu funtzio hauen balio guztiak:

(i) Arcsin (zg-) Em.: 2km —iln 3@, keZ; (2m+1)m— iln@, m € Z.
(ii) Arccosi Bm.: :ti + 2k — iln(+1 +V2), k € Z,
(iii) Arctan(l + 2i). Em., : Larctan § + km —iln% k€ Z,

12. Aurki itzazu honako ekuazio hauen soluzio guztiak:

(i) % =144 Em.: g+2kw—%log2,kez.
(ii) ol W Em.: 2km, ke Z.
(i) e — =3 Em.: g + 2km, k € Z.
(iv) e =-3 Em.: n3+ (2k+ V)i, k € Z.
(v) logz = ig Em.: i.

2k+1
(vi) cosz = Im.: (—Q)I, kel
(vil) sinz =3 Em.: g + 2km —iln(3 £ 2v2), k € Z.
(viii) sinz + cosz = 2 Em.: % +2km —iln(V2£1), k € Z.
3 3
(ix) sinz —cosz =1¢ Bm.: ==} 2kr —4ln i_\/_,kEZ.
4 V2
(x) sinhz+2coshz =14 Em.: g +2km, k€ Z; —In3 — (5 + 2mm)i, m € Z.

13. Lau aukera ditugu f(z) = 2!/* funtzio holomorfoa definitzeko C — (—o0, 0] multzoan. Hartu
f(1) = —i egiten duena. Eman f(e*/3) eta f’(e?™i/3).

Em.: f(e?rri/{i) _ 1 _Qﬁi, f!(e27r1'/3) :‘% __C{i
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA

2018ko otasiloren 27ko MINTROIA. 81 TALDEA

. Tzan bitez 0,0 & R, w(m, ) = % + apz® + by + 2, aha
Pl dy) = ule, v + el y).
Baidin 7 holomorfoa bada ety F{0) == 2 — § ata (1) = 74 badira, aurkitu f.
\ £

Idskzi f 2-ren menpe, & = « -+ 4y izanik,

. . : .
. Tzan biter 1= [In2,1n8] x | - T {; | eta fz) = ¢ Morvantu £ eta F{52).

, Fran bedl f fwdwioa © == 0~ [0 o) multzosn holomorfos den ¢ funtzio

youltifoineansn, sdiova, Ji-1) = - imanik. Kelkwlate f{—i):

. Bman {1~ %) sivh 2 (1+ 2} vosh  — 2 —{ = § ekuazioaren solusio konplexu
poaible guztiak forma binovaikoan,
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L.

cAurkitu (2 -0 =

Jzan bitez @ = {z € C: -1 <Imz <1, § < Rez < 2} ota f(z) == 4z -
Marraztu & eta f(Q).

Py
(3

o i
fnt

16+ 16§ , . .
v - skoazioaren soluzio kouplaxu gustiak.
x_i

, ’ = E Bwediobin hesiiliiindi
Tzan bitez o > 0 eta f{z) = ——, non 2*~) funtzios definitzeko € — [0, c0)
z2+1

multzoan holomorfoa den log & = Inl2| +i8(z}, 8(2) € {(0.27) loguritmoaren
adarra kontsideratzen dem. Emean itzazu '

-1 58 4 F-i-8
ela—TTa

adierazpenaren parie erreals eta jrudikaria.

. Izan bedi

ulw,y) = ax’ ~ 6xy® + 2.

Avrkitu f = u + o plano konplexu oscan holomorfoa eta f(1) + f{1) = §
betetzen dusna. Idatsi feren sdierszpens z-ren menpe, z == & + #yy wanik.
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_ ] ey L ' 1
. Tzan bitez = {z cC0< iz, == Cargs < LA ata Flz) = <,

o o 4 q} -
Marraztu £ eba. f{£1).

Eroan £22 + 2¢* — 8 = 0 ekuazioaren soluzic konplexu posible guztisk forma
binomikoan.

. Izan bedi f funtzioa {§ = C— {~iy : y > 0} multzoan holomorfes. den /2

funtzioaren adarra, f{1) = ~1 izantk. Kalkulatu f(-—1) eta f{24).

. Izan bedi f{z) = ™ con(3y) — doy + vz, v). Awki itzazu a > 0 eta

v: R 5 R, f funtzio osos izan dadin, F(0) + f/{0) = 4+ ¢ betetzen, Tdatat f
Z-ren menpe, £ =o g b iy izauk,
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