8. Gaia

Zenbaki konplexuak

8.1 Zenbaki konplexuak. Forma binomikoa

Definizioa. Zenbaki konplexuak zenbaki errealen bikote ordenatuak dira. Zenbaki
konplexuen multzoa adierazteko C ikurra erabili ohi da,

C={(zy) : z,y€R}
Beraz, multzotzat hartuta, C eta R? multzo bera dira. Aldea da zenbaki konplexuen
arteko biderketa definituko dugula.
Definizioa. z; = (z1,41), 22 = (23, ¥y2) € C badira,
21+ 22 =(21,91) + (T2,42) = (21 + 22, 11 + 1),
2122 =(21,8) - (22,¥2) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + Tay1)-
Eragiketa horien propietate aljebraikoak kontuan hartuta, C gorputz trukakorra (edo

abeldarra) da.

Zenbaki errealak konplexuen azpimultzotzat har daitezke. Horretarako, (a,0) bikotea
a zenbaki errealarekin identifikatuko dugu, (a,0) = a. Bereziki, (1,0) = 1. Identi-
fikazioa justifikatuta dago, eragiketekin bateragarria delako:

(a,0) + (b,0) = (a+b,0) eta (a,0)-(b,0) = (ab,0).
Goiko eragiketen ondorioz, (z,y) € C bada,
(z,y) = (2,0) - (1,0) + (»,0) - (0,1) =z -1+ y - (0,1).

Gainera, (0,1) = i deitzen badugu, z = (z,y) zenbaki konplexuaren forma binomikoa
lortzen dugu,
z=2x+ Y.

Definizioa. z = x+yi zenbaki konplexuaren parte erreala x da eta parte irudikaria
y da. z = Re z eta y = Im 2 notazioa erabiliko dugu. ¢ unitate irudikaria dela diogu.
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162 8. Zenbaki konplexuak

Biderketaren definiziotik,

2 =(0,1) - (0,1) = —1.
Propietate hori izan behar dugu gogoan zenbaki konplexuen biderketa definitzeko.
Hona hemen eragiketa aljebraikoen itxura, forma binomikoa erabiliz: z; =z + yyi

eta 2o = 29 + yoi badira,

21+ 22 =(z1 + y19) + (@2 + v2i) = (z1 + 22) + (Y1 + ¥2)i,
z1 - 22 =(21 4 y14) - (T2 + Yai) = 2122 + T1Y2i + Bavai + Y1yai®
=z122 — Y1Y2 + (T1y2 + Y122)i.

Adibidea. Izan bitez z; =3 — 1, 20 = 7+ 24.

21+ 23 =(3 — i) + (7 +24) = 10+,
2oz =B—1) (T4+2)=2146i—7i—2%>=21—i+2=23—i.

Definizioa. Izan bedi z = 2+ yi € C. z-ren konjugatua honela definitzen da:
Z=z—yi.

Adibideak. 3—i=3+14, 2+5i=2—5i, —2=—2, —3i=3i.

Proposizioa 8.1 (Konjugatuaren propietateak). Izan bitez z,w € C.

(i) B

2 e
eta Imz =

(ii) Rez =
(i3) z+ w=Z+ T eta ZW = ZW.
Froga. Izan bitez z = @ + 4y, w = u + iv. Orduan,

() Z=z+tyi=z—yi,beraz, z=2—yi=z—(—y)i=2+iy = 2
Z_styite—yi 2 z—E::n-kyi*(x—yi)_Z‘ii

— = 1 = =11,
2 g — v % 2% Y

s, B
(i) =

(iii) Alde batetik, z+w =z +u+ (y+v)i = z+u— (y+v)i, eta bestetik Z+w =
z—yitu—vi=(z+y)— (y+v).

Gainera, Zw = zu — yv + (zv + yu)i = zu — yv — (2v + yu)i eta konjugatuen
biderkadura Zw = (2 — yi)(u — vi) = zu — yv + (—2v — Yyu)i da. O
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8.2 Zenbaki konplexuak. Forma polarra

Esan dugun bezala, multzo modura C eta R? multzo bera dira, beraz zenbaki kon-
plexuak planoko puntuekin identifikatzen dira. Planoko puntuen koordenatu polar-
rak ere erabili daitezke zenbaki konplexuak adierazteko.

Definizioa. Izan bedi z € C. Jatorritik z punturainoko distantzia z-ren modulua
da eta |z| ikurraren bidez adierazten da.

Izan bedi z € C — {0}. Jatorrian hasi eta z puntutik pasatzen den zuzenerdiak
ardatz erreal positiboarekin osatzen duen angelua da z-ren argumentua. Angelua
ardatzetik hsten da neurtzen, erlojuaren orratzen aurkako noranzkoan.

e s Z=X+i

I
1
1
I
I
I
I
I
I
i

X

Argumentua ez da bakarra. Baldin # z-ren argumentua bada, 8 + 2k7 ere z-ren
argumentua da, k € Z guztietarako.

Argumentu guztietatik (—x, 7] tartean dagoenari z-ren argumentu nagusia deritzo
eta arg z ikurraren bidez adierazten da. Argz notazioak z-ren argumentu guztiek
osatzen duten multzoa adieraziko dugu, hots,

Argz = {argz+2kn : ke Z}.

Bestalde, z-ren argumentu bat adierazteko ere Arg z erabili daiteke, zehaztu gabe
zein argumentu hartzen den.

Adibideak. |i| =1; argi= %

1| =1; argl =0, Argl ={2kn : k€ Z}.

Argi = {g +2%kn ¢ k€ Z).

3 3
| —1—4| = +/2; arg(—1—14) = —Iﬂ-, Arg(—1 —14) = {—% +2kr : k€)=
o7
{T—I—Qkﬂ' : keZ}.
Zenbakiaren forma binomikoa z = x + yi baldin bada, orduan
|2| = v/2?+ 2, tan(Argz)= %

Bestalde, |z| = r eta § € Arg z baldin badira

x=rcosf, y=rsind.
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Oharra. Arku tangente funtzio errealaren irudia (—7/2,7/2) tartean dago, horre-
gatik arctany/z bakarrik izango da z-ren argumentua puntua lehen edo laugarren
koadrantean badago.

Definizioa. Izan bedi z € C— {0}. Baldin |z| = r eta 0 € Arg z badira, koordenatu
kartesiar eta polarren arteko erlazioa kontuan izanda, z-ren forma polarra eman
daiteke

z =r(cosf + isin8).

Proposizioa 8.2 (Moduluaren propietateak). Izan bitez z,w € C.

7 -

(i) CREENEE boraz wles 2P’

(i) |zl = | = 2| = [2|.

(ii) |Rez| < |z|, |Imz| < |z|, eta |z| < |Rez|+ |Imz|.

Vz £ 0.

(iv) |aw| = 2] |w].
(v) |z +w] <|z] + |wl.

(vi) |lz] = |w|| < |2 —w].
Froga. lzan bitez z = x + yi eta w = u + vi.

(i) 2Z = (z+ yi)(z — yi) = 2® — zyi + zyi — y%i% = 2% + % = |22

(i) | — 2 = | —z —yi| = V(~2)2 + (—y)2 = /22 + 42 = |2| eta modu berean,
21 = |0 ~ il = AT+ (-0 = VaT + 7 = el

(i) |z| = V2% < Va2 + 4% = |2] eta y| = V42 < V22 + 92 = [2].

Bestalde, 2 + y? < 22 + y* + 2|2||y| = (Jz| + |y|)?, beraz, |z| < |=| + |y|.

zw|? = 2wFTW = 2wEFW = 2Zww = |z|*

(iv) (i) atala erabiliz,
|2]|w].

(v) Berriro (i) atala erabiliz, |z + w|? = (z + w)(z+w) = (z + w)(Z+ B) =
ZZ+2W+wz+ww = |z|*+2Re(2W)+|w|?, non azken berdintzan konjugatuaren
bigarren propietatea erabili baitugu. Orain, proposizio honen (iii) eta (iv)
atalen arabera, Re(2w) < | Re(2W)| < |2W| = |z||@| = |z||w]|, beraz,

|2+ wf? < |2 + 2]zl jw| + [w]? = (|| + [w])? = |2+ w]| < |2] + ul.
(vi) Aurreko atala erabiliz,

|2l = |(z — w) + w| < [z —w| + [w| =>[z] - |w| < |z - w|
lw| = [(w—2) + 2 < Jw — 2| + [2] =|w| - |2 < |w - 2|

Hau da, —|z — w| < |2| — |w| < |z — w| eta ondorioz, ||z| — |w|| < |z—w|. O
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Oharra. Proposizioaren (i) atala erabiltzen da zatidura baten forma binomikoa

lortzeko:
% Fw ZW Rezw Im2w.
= .

w wz JwP? WP [P

244 (24+4)(B3+3) 64+2+3i+4% 5+5i 141

Adibidea.
SR T S 9+1 10 2

Proposizioa 8.3 (Argumentuaren propietateak). lzan bitez z,w € C — {0}.

(i) argr=04+=>2cRt, argz=nwr<<>zeR=.
(i) argZ = —argz, z ¢ R~ bada.
(1) Arg(zw) = Arg z + Argw, baina arg(zw) # arg z + argw izan daileke.

(iv) arg(z~1) = —argz, 2 ¢ R~ bada.

Froga. Tkusi dugun bezala, z = |z|(cos(Arg z) + isin(Arg z)) Hau erabiliko dugu
goiko propietateak frogatzeko.

(i) Argumentuaren definiziotik berehala ateratzen da.
(if) Funtzio trigonometrikoen bakoititasuna/bikoititasuna erabiliz,
Z = |z (‘:089 — i|z]sin @ = |z|(cos(—0) + isin(—6)),
eta 0 € (—m,m) bada, —8 € (—m,w), beraz —0 = —argz = arg .
(iii) Baldin 2 = |z|(cos @ + isinf) eta w = |w|(cos ¢ + isin¢) badira,

2w =|z|(cos +isin 8)|w|(cos ¢ + isin¢)
=|z||w|((cos 8 cos ¢ — sinfsin ) + i(cos O sin i + sin @ cos )
=|zw|(cos(8 + ) + isin(f + ¢))

beraz, § € Argz eta ¢ € Argw badira, 6 + ¢ € Arg(zw). Ezin dena ziurtatu
da 8, € (—m, x| direnean, § + ¢ ere tarte horretan egongo denik.

(iv) 271 = ﬁ denez, arg(z~1) = arg(z) = — arg z da. O

Definizioa (Eulerren formula). t € R guztietarako,

i

e = cost 4 isint.
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Argumentuaren propietateen (iii) atalak erakusten du funtzio horrek esponentzialaren
onarrizko propietatea betetzen duela: eit1eit2 = giltittz),

Eulerren formulan ¢t = 7 hartuz, e™ = —1 edo,
e™+1=0.

Azken formula horretan, matematikako zenbakirik ospetsuenak (0, 1, e, 7 eta i),
oinarrizko eragiketa aritmetikoa (batuketa), eta oinarrizko erlazioa (berdintza) agertzen
dira.

Definizioa. |z| = r eta # € Arg z badira, z-ren forma esponentziala honako hau da:
Zz = 7'62.6.

Eulerren formulako funtzioak esponentzialaren oinarrizko propietatea betetzen duenez,

forma, esponentziala oso egokia da biderkadurak, alderantzizkoak eta berreturak

kalkulatzeko. Izan bitez z = re??, w = pe*?. Orduan,

(i) z-w = re®pe¥ = rpetd+e)

1 |
o -1 _ _ - ,—i0
(if) 2~ = =
i
(i) = =25 = Lei0-o),
wo opet  p

(iv) 2" = (re®)® = rnei?,
Adibidea. (1+1)® kalkulatzeko erabili daitezke forma binomikoa zein esponentziala:
(1+4)2=1343.12.¢+83-1-4>+ 3 =-2+2i,

i (VAR = 22— aya(— L 4 L
(1+14)% =(V2ert)” = 23/2 2\/5( \/§+\/§)

Baina berretzailea altuagoa bada, forma binomikoa ez da aproposa. Adibidez,

(1—14)8 = (108)118(4)% (118)117(—::)1 + (128)115(—3')2 oot G:) 10(—4)18

eta kalkulua oso luzea da. Aldiz, forma esponentziala erabiliz,

1—14)8= (ﬁe——}i)ls - (\/5)188—18%5, _ gl ~EPE_  pque
"1‘“\ L. |

5 e (GL;[ »i.‘.'l\ . L'“"’i |_:_‘ \

De Moivreren formula. z = ¢ hartuz, é

= 2 }-2%.

O =
(cos @ + isin )" = cos(nb) + isin(nh).

Adibidea. (cosf + isinf)? = cos(26) + isin(26) beraz, parte errealak eta parte
irudikariak berdinduz,
cos? § — sin? § = cos(26),

2 cos @ sin @ = sin(26).
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8.3 Zenbaki konplexuen n-erroak

Proposizioa 8.4. Izan bitez z € C— {0} eta n € N. Orduan z-k n n-erro desberdin
ditu, hau da n zenbaki desberdin existilzen dira, wy,...,w, € C zeinetarako w} = 2
baita i = 1,...,n guztietarako.

Froga. Izan bitez z = ’J"B"G 6 = argz izanik, eta w = pe*¥, non w™ = z baita.
) ) )
Orduan re’o = p"e'? izan dadin
) ’

r=p" eta np=0+2knw

k € Z baterako. Hortik, p = {/r eta k-ren arabera, zenbait aukera ditugu ¢-rako.
k-ri balioak emanez,

2.
wo = Yrent

8427w
wy =3 re n °

w1 =4{re

o+2nn B v
Wy ={re n = Yrelat2mi = gy,

84+2(n—1)m,
n

eta hortik aurrera errepikatu egiten dira lortutako balicak. Beraz, wy, ..., w, 1 dira
z-ren n-erroak. Hots,

.
V= a5 k=0,1,...,n— L. O

Frogan ikusi dugun bezala, z € C—{0} zenbaki konplexuaren n-erro guztien modulua
berdina da, {/|z|, eta ondorioz z-ren n-erroak jatorrian zentratuta dagoen eta ¥/|z|
erradioa duen zirkunferentzian daude. Gainera ondoz-ondoko erroen arteko angelua

27
— anplitudekoa denez, erroak n aldeko poligono erregular baten erpinak dira.
n
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Adibidea. z = 1 zenbakiaren erro kubikoak.

z="1=e%=e"™ = " beraz,

0. .
wp =V1e3t =% =1,

o, 2 . 2 1 3 >
way :\/fega‘*:cos?’}rJrzsin?Trr =—§+—2—z', 1
e 4 4 1 3
w3 =\/Iei?7” = cos?ﬁT +isin% = g g'z

Oharra. Zenbaki konplexuen erro karratuak kalkulatu daitezke forma binomikoa
erabiliz. Izan bitez z = a + bi € C eta w = x + yi € C z-ren erro karratua.

b = 0 bada, z = a € R dugu eta z-ren bi erro karratuak w; = v/a eta wy = —/a
dira a > 0 bada; edo w; = v/—ai eta wy = —y/—ai, a < 0 bada.

b # 0 bada, w? = z bete behar denez,
* — % + 2zyi = a+ bi

eta parte errealak eta parte irudikariak berdindug,
-y’ =a
22y = b.

b
b # 0 denez, z # 0 eta y # 0 dira eta bigarren ekuaziotik y = o da. Lehen
®

ekuazioan ordezkatuz,

12
$2-y2:m2——2:a < 4zt — daz® — % =0.
4z
Ekuazio honen soluzioak honako hauek dira: Kega o oot curon

g2 ot VI T I6P _ at Vo + o~ oaxterts egei
- 8 B 2 '

Vva? 4+ b? a2 12
z € R denez, z% > 0 da, beraz x = i 4 i edo o — — a-+va*+ e

z-ren bi erro karratuak honako hauek dira:

" /a+\/a.2+b2+ bl a+\/a2+b2+ b 2.
1: po=-s
2 2\/a+\/a2+b2 V2 V2V a+ Va2 + b2

2
a+ vVa? + b? b .
s i
V2 V2V a + Va2 + b2

Wy = — ) = —

oo du g {
<
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Adibidea. Kalkulatuko ditugu z = 3 + 44 zenbaki konplexuaren erro karratuak.
w = x + yi z-ren erro karratua bada, orduan

,2_,2:3
2t g oayi=344i = {° Y
22y =4

Bigarren ekuaziotik, y = 2/x eta lehen ekuazioan ordezkatuz,

4 3+v9+16
ﬂ:z—F:3<:>m4—33:2-—4:04=>m2=—+ 2+ =
Orduan z = 2 edo z = —2 izan daiteke eta bilatzen ditugun erroak honako hauek

dira:
wy =241, wy=-2—1.

8.4 Zenbaki konplexuen ordena

R-ko ordena, < edo >, osoa da eta eragetekin bateragarria, hau da, a,b,c € R
badira,

(i) a<bedob< aedoa=b

— camol hoctu2, |
(i) a<bbada,a+c<bte —— b=0 ecta c==-oc ortu

L= — o< 0O boda, —a«?0 /
(iii) @ < b bada eta ¢ > 0 orduan ac < be. j —— |

Ezinezkoa da propietate horiek beteko dituen ordena bat izatea C-n. Ordena hori
balego, i > 0 edo —i > 0 izango genuke. Horietako edozeinek, (iii) erabiliz, —1 > 0
ematen du eta hemendik (—1)? = 1 > 0. Baina biak batera ezin dira gertatu.

8.5 Plano konplexuko distantzia

Definizioa. Izan bitez z,w € C. =z eta w zenbakien arteko distantzia honela
definitzen da:
d(z,w) = |z —w|.

Proposizioa 8.5 (Distantziaren propietateak). Izan bitez 21, 2,23 € C.

(i) d(z1,22) = 0, 21,22 € C guztielarako ela d(z1,22) = 0 baldin eta soilik baldin
21 = Z9.

(Z'I) d(zl,zg) = d(ZZ,Zl).

(ii) d(z1,23) < d(z1,22) + d(22, 23).
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Froga. Lehen bi atalak zuzenean ondorioztatzen dira moduluaren propietateetatik.
(iii) moduluaren desberdintza triangeluarraren ondorioa da. O

Definizioa. Izan bitez zp € C, R, Rs > 0 eta R; > 0.

(i) Br(z0) = {z€C: |z—2| < R} 2 puntuan zentratuta dagoen eta R erradioa
duen bola edo disko irekia da.

(i) Br(z0) ={z € C: |z—2| < R} 2z puntuan zentratuta dagoen eta R erradioa
duen bola edo disko itzia da.

(ili) A(z0,R1,R2) ={2€ C: Ry <|z— 2| < Ra} 2 puntuan zentratuta dagoen
eta Ry eta Rs erradioak dituen eraztuna da.

Br(z0) Br(20) A(zo, R1, Ry)
Definizioa. Izan bedi Q) C C.

(i) € irekia dela diogu baldin eta £-ko edozein puntutarako, han zentratuta da-
goen bola ireki bat existitzen bada, {)-ren parte dena, hau da,

Vzef2 IR>0 : Bpg(z)cCq.

(ii) € dtzia dela diogu baldin eta C — € irekia bada.
(iii) Q-ren muga A9 ikurraren bidez adieraziko dugu eta hurrengo multzoa da

MN={2cC :YVR>0, Bgr(z)NQ+#£0, Br(z)n(C-—0Q)+# 0}

(iv) K C C trinkoa da itxia eta bornatua bada.

Definizioa. Izan bedi © C C.

(i) Esaten dugu € konerua dela C,D C C existitzen ez badira, C eta D irekiak,
disjuntuak eta
AN C+£G, - Qr Dty 0 cOwP,

(i) € arkuz konexua da baldin eta 2-ko edozein bi puntu emanda, biak batzen
dituen lerro poligonal bat existitzen bada. 2-ren parte dena.

Gogoratu C-ko n puntu ordenatu emanda, n > 2, bakoitzetik hurrengora doan
zuzenkia eginez lortzen den plancko kurbari deitzen diogula lerro poligonala.



8.5. Plano konplexuko distantzia 171

Y
\

konexua ez konexua

Y

arkuz konexua ez arkuz konexua

(iii) € eremua dela diogu baldin eta irekia eta konexua bada.

Proposizioa 8.6. Izan bedi ) C C.

(i) Q@ arkuz konezua bada, konezua da.
(i1) 2 irekia izanez gero, arkuz konezua da baldin eta soilik baldin konexua bada.

Definizioa. Esaten dugu £} C C eremu sinpleki konezua dela baldin eta kurba sinple
itxi guztien barruko aldea multzoko parte bada, hau da, zulorik ez badauka.

[ A

Y

sinpleki konexua ez sinpleki konexua






ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
8. Gaia: ZENBAKI KONPLEXUAK
Ariketak

1. Tdatz itzazu zenbaki hauek forma binomikoan:

(1) (2+72)+ (7 —26) Em.: 44 8i.
(i) (24 ¢)(6+ 34) Em.: 9+ 12i.
(iii) (-1 —14)(56+1) Em.: —4 — 6i.

3 241
(1v) + : Em.: ;_ L,
—3 + 2i —14i
Em.: :

™) =33 T

(vi) (1 —iv/3) (V3 + ) Em.: 2+ 2+/3i.

11 1—3i

i) = Em.: .
il) 3 +1 53 Ty

(viii) —2e~im/3 Em.: —1+iV/3.

(ix) 4%+ 416 Em.: 14i.

(x) |3 + 4i Em.: 5.

2. z = z + iy baldin bada, aurki itzazu honako zenbaki hauen parte erreala eta parte irudikaria.

(i) w=2z* Em.: Rew =z — 622y? + ¢*, Imw = 423y — 4ay°.
.. 1 T —4]
(11) w:; Em.: R.ew:m, Imw:m
z—1 2+ -1 2y
i) w= Em.: Rew = fmw = :
i z+1 (= I B L N R R
1 z? — o —2zy
(IV) ’LU:Z—2 Em.: Rewzm, In]w:m'
3. Idatz itzazu jarraian ematen diren zenbakiak forma polarrean:
J
2r .
(i) —2+2v/3i Em.: 4e3 ",
(i) |3+ 4il Em.: 5¢%.
(i) %3 B o5
; 2
(iv) —2e~/3 Em.: 2e3 °.
144 T
v) lfz Em.: eb
(vi) L EER 0 R aeR Em.: ™.

1+ cosa—isina’



4. Kalkula itzazu zenbaki konplexu hauen modulua eta argumentu nagusia:
: s 3.
(i) z=cosa—isina, ™ <a < — izanik Em.: |z| =1, arg(z) = 27 — a.
; g t i
(i) z=e" 41,1t € (—m, ) izanik Em.: |z| = 2cos 5 arg(z) = 5

5. z = re'? eta w = Re® baldin badira, egiazta ezazu honako berdintza hau:

Re (H2) _ R% —¢2
w—2z) R2—2Rrcos(d — ) + 12

6. Izan bitez z,w € C. Froga ezazu berdintza hauek betetzen direla:

(1) |2+ w|* + |z — w|® = 2|z|® + 2|w|.
(i) 2w+ 1 + |2 — w|* = (1 + |2/) (A + |w]?).

(iii) |20 — 1* =z — wl* = (|2* = 1)(jw]* - 1).

7. Kalkula itzazu batura hauek:

.nz . (n+ 1z
sin — sin ———
(i) sinz + sin2x + --- + sinnx Em.: 2 7 2
sin —
2
. NT (n+ 1)z
sin — cos ————
(ii) cosz+ cos2z + --- 4+ cosnz Em.: T -
sin —
2
i
(iii) sinz + sin3z + -+ + sin(2n — 1)z Em.: M
sin
in(2
(iv) cosz + cos3z + -+ -+ cos(2n — 1)z Em.: M
2sinz

Argibidea: Kontsidera itzazu e® arrazoiduneko batura geometrikoak.

8. De Moivre-ren formula erabiliz, idatz itzazu cos 5a eta sin ba, cos a eta sin a balioen menpe.
Em.: cos(5a) = 16 cos® ac — 20 cos® o + 5 cos o,

sin(5a) = 16sin® o — 20sin® v + 5sin ev.

9. Kalkula itzazu berretura hauek, emaitza forma binomikoan eta polarrean emanez:

(i) (1+1)'2 Em.: —64 = 64e™,
141 2r

(i) (144v3)710 Em.: % =210,
s Pty 0i

(iii) (1+i) Em.: 1=¢",

1+14v3 " 2
¥
(iv) (%) Em.: —2%(1 +iv/3) = 220 37,



10. Kalkula itzazu erro hauek, emaitzak forma polarrean eta binomikoan emanez:

s . Bm . Sm,
(i) V-1 Bm.: et' = ed' == et =

V2e8* ﬁ(—@Jﬂ 2;\/5)

(iii) Vi Bm.: 8t =¥ 1 14 eT = —8 4 L R W
(iv) /—i Em.: e 8" = 2;“/5—@\/2;—‘/5, 33; = 2;‘/54_3 2,:(‘/5,
(v) V64 Fm.: 2v2e% = 22, 2v/2e3" = 24/2i,
2v/2e™ = —2/2, 2\/5637”*' = —24/2i.

(vi) V=1+i BEm.: {7—2_8%1- =y 2%, \S/EelleEi = %(—lﬁ%@ -+ @z),
Yoe 1zt = %—(%‘/ﬁ —~ @z)

(vii) /2 —2v/3i Bm.: 2¢76% = /3 —4, Dt = —/5 41.
(viii) { TZ@ Bm.: o8 = ¥+ B =1b (T _vEH

e%”i _ 1-i8
= =03,

11. Egiazta ezazu 2 + i zenbakia 2® = 2 + 114 ekuazioaren soluzio bat dela eta aurki itzazu beste
bi soluzioak.

24v3  2VB-1, 243 2V3+1,

m 2 2 T 2 2
12. Kalkula itzazu honako ekuazio hauen emaitzak:

144

() 2° =i Em.: z=+ 4
V2
1—1

- 2 .

i) 2= —1 Em.: z=4% .

o 2 . [1+2 i
(iii) 2 =141 Em.:z:i( 1+2 2—|—\/§m).
1—4v3 V3 1)

(v) 2= == Em.: z=i(——i— .

2 2

13. Froga ezazu koefiziente errealetako bigarren mailako ekuazioen ebazpen-metodoa erabil daitekela
ere az? + bz + ¢ = 0 ekuazioaren soluzioak topatzeko, a,b, ¢ € C direnean.

14. Aurki itzazu ekuazio hauen soluzio konplexu guztiak:

(i) 22 +iz+2=0 Em.: i, —2i.
Y _ RIRVAES
(ii) 2* —22"4+4=0 Em..iﬁ.



A +2:242=0

B +722-8=0
2432243243=0
242 4622 —42—-15=0

c1di (1=VB)+(+vE) (1+E)E(VE+1)i
Em.: 272 : 22 '

Bm.: 1,208 148 1 4 4 /3 91— iy/3,

L 1= YVa4iv3 1 3 1-¥1-iv/3
Em.. _‘_\/32——, 1 \/i, T

Em.: 2=3,1+2i, —1,1 — 2.
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