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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
1. Gaia: MUTURRAK
Ariketak

4+ 1. Funtzio hauctarako, lehen eta bigarren ordenako deribatu partzialak kalkulatu:

+ (1) flz,y) = i T 4:'.;'2@;‘;2 S (i) flz,y) = ay —|— g
£ (i) f(z,9) =In(z +7) (V) f(zy) =sinzsin’ y
() oy, a) = 9 § &) fl g 2) = et

Va4 y? 2t

2. Eskatzen diven goi-ordenako deribatuak kalkula itzazu:

3

- (1) gg%—g, f(z,y) = zn(zy) funtzioa bada. Em.: 0
. O8f ' 3 . P .

+ (i) B30y flz,y) = z°siny +y° sinz funtzioa bada. Em.: —6(cosx + cosy)

4

 (iii) e flz,y,2) = e™¥* funtzioa bada Em.: e®¥*(dzy + 5xly’z + 2%y°22)
. > 2 2 2

+ (iv) 820752577 flz,y, 2) = z%yz + zy°z + Tyz* bada. Em.:0

- 3. Izan bedi flzyy) = zulz + y) +yo(z + y), u,v: R = R C™ klascko funtzioak izanik. Froga
czazu honako berdintza hau:
5% f 9 5 f + &f

022 omoy T o

=~ 4. Izan bedi f(z,y) = u (}{) + v (%), u,v: B — R € klascko funtzioak izanik. Kalkulatu:
x

. 32f 82f 821/
20" 2
T Ba? + 2$J5‘5~38 Y /6‘7;

Em.: (.

=" 5. Funtzio hauen bigarren mailako Taylorren formula cman, adicrazten diren puntuctan:

4 (1) flz,y) =€ siny, (0,0) puntuan.
4 (i) flz,9) =0+ (1T +v)" (0,0) puntuan, m,n € N izanik.
4 (iil) f(zy)=€"tY,  (1,-1) puntuan,
1
¥ (iv) flz,y) = T a2 i (0,0) puntuan. |
—1 -1
Em.: (i) y+ 2y + Ry; (i) 1 +mz +ny + %:ﬁ + mnay + E@—Q—)yz + Ry
332 y2
(1ii) 1+rn+y—|—§+§—|—:z:y—i—R2; (iv) 1~ xz? — y? + Ry.
s ! e 3

e




+ 6. Honako funtzio hauen mutur lokalak aurkitu:

¥ (@) f( y) ==zy + . + é Em.: f(1,1) minimo lokala

4+ (il) f(=,y) = 62m($ + 9%+ 2y) Em.: f(1/2,—1) minimo lokala

(itl) fzy) = z3 o 622 4 3y% — 12zy + 9z Em.: f(3,6) minimo lokala

-,-’—"T’ 7=(iv) f(z,y) =(z —y)(zy —1) Em.: Ez dago
4 (v) flz,y) =In(z? +y* + 1) .Fm.: f(0,0) minimo lokala

‘(" 7. Froga czazu f(z,y) = (1 + e¥) cosz — ye¥ funtzioak infinitu puntutan lortzen ditucla maximo
lokalak, baina ez ducla minimo lokalik.

2 2
2 .
.+ 8. Awrkitu f(z,y,2) =z + g—— + — + — funtzioaren mutur lokalak bere definizio-cremu osoan.
T Yy

4

Em.: f(1/2,1,1) minimo lokala cta f(—1/2,—1, —1) maximo lokala.
9. Funtzio hauen mutur absolutuak kalkulatu, adicrazten diren cremuctan:

) flo,y) =" —9°, ® +y° <4
+ (i) f(z ,y —2’c+y 22 4+92<2, 2 —z>0.
+ (if) F(z, 2 —ay+y |z +|y|< L
(IV) flz,v,2) =zyz, 2+ +22=1,z+y+2=0,
PO) fl@y,2) =z +y+z 2+ <z <L
— M) flz,p,2) =2+ + P +oty+zy+z=1, P+ +22< L
- 10. Eskualdc batcan dauden bi ibaick y = z2, cta © — y — 2 = 0 ckuazioen forma dute. Bi ibai

horick lotuko dituen kanal zuzen bat cgin nahi da. Aztertu zein puntutan jarri behar den
kanal hori, ahal den labwrrena izan dadin.

Em.: P=(1/2,1/4) cta @ = (11/8,—5/8) puntuctan

— 11. Idatz czazu 120 zcnbakia hiru zenbakiren batura modura, binaka hartutako biderkaduren
batura maximoa izan dadin.

Em.: 120 =40 + 40 + 40

~ 12. Izan bedi 2z = 16 — z? —y?, z+y =4 ckuazioen bidez definitutako C kurba. z,y,z > 0
betetzen duten puntucn artean, aurki itzazu jatorritik hurbilen cta wrrunen dauden puntuak.
Zeintzuk dira puntu horictatik jatorrira dauden distantziak?

Em.: (2+3,2—+3,1) cta (2 — /3,2 +/3,1) hurbilen daudenak

cta (2,2,4) urrunen.

+ 13. Aurki czazu x? + 9%+ 2% = 54 cta 2z +y — z = 2 gainazalen chakidura den kurbaren punturik
altucna.

Bm.: (10/3,5/3,19/3)

— 14. Kutxa crrcktangeluar bat lehen oktantean kokatzen da, erpin bat jatorrian cta hiru aurpegi
auzokideak plano koordenatuctan ditucla. Gainera, (z,y, 2) crpina, non ¢ > 0, y >0,z > 0
diren, 222 +4% +2z = 1 ckuazioko paraboloidean dago. Aurki itzazu crpin horren koordenatuak
kutxaren bolumena maximoa izan dadin.

s b L 1
i e bd)
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ANALIST BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
2. Gaia: FUNTZIO INPEIZI’I‘?UAK

y Ari ketak kA

/

. .
t 1. Izan bedi f(z,y,2) =sinz + (1 +22)¥ + 2z + 9% — 2.
(i) Frogatu f(z,y,z) = 0 ckuazicak funtzio inplizitu bat dcfinitzen ducla, z = g(z,y),
(0,1, 0) puntuaren inguruan.

(ii) Kalkulatu g-ren Ichen cta bigarren ordenako deribatuak (0,1) puntuan.
Em.: g(0,1) = gy(0,1) = gay(0,1) =0, gzz(0,1) = gy (0,1) = —1."

& 2. Izan bitez 22 +y?+22—3zyz = 0 ckuazioa, f(z,y, z) = zy*2> funtzioa cta (zo, yo, 20) = (1,1,1)
puntua,

t (i) Frogatu cmandako ckuazioak z = z(z,y) funtzioa inplizituki definitzen ducla (zo, %o, z0)

puntuarcn ingurune batcan. IKalkula czazu -(,_)—(1, 1) baldin cta h(z,y) = f(z,y, z(z,v))
%
bada.

(ii) Frogatu ecmandako ckuazioak y = y(z, z) funtzioa inplizituki definitzen ducla (zo, yo, 20)

puntuarcen ingurunc batcan. Kalkula czazu F(l’ 1) baldin cta h(z, 2) = f(z,y(z, 2), 2)
T
bada.

Bm.: (i) -2, (i) —1.

-{— 3. z = z(z,y) funtzio inplizitua F’ (’E + i, Yy + ;i) = () ckuazioarcn bidez definitzen da. Kalkula

!

czazu
dw 4 Ay

Em.: z —xy.

3 ' :
4. Izan bedi 22 + 92 + 22 = yf (ﬁ) ckuazioak definitutako z = z(x,y) funtzio inplizitua. Froga

czazu ondorengo berdintza:

(2

0z 0z

3 R

—y —2")— + 2zy-— = 2zz.

V=25 + g,

5. 2% —2zz +y = 0 ckuazioak z = z(z,y) funtzio inplizitua definitzen du (1,1,1) puntu-
arcn ingurunc batcan. Kalkulatu funtzio horren Taylorren bigarren mailako garapena (1,1)
puntuan,

Em.: z(z,y) = 1+2(x — 1) = (y = 1) ~ 8z = 1)* + 10z — 1)(y — 1) = 3(y — 1)* + Rp.

- 6. Asztertu itzazu z? + 9% + 2% — 2z 4 2y — 4z — 10 = 0 ckuazioaren bidez definitutako z(z,y)
funtzio inplizituen mutur lokalak.

Y \n\ = Q(ww




+7. Izan bedi f: R® — R? ondoren definitutako funtzioa:
Fley,2,0%) = (u+v+:ﬂ2 —y? 422 u? 422 +u—2myz) i

(1) Frogatu f(z,y, z,u,v) = (0,0) sistemak (u,v) = (h1(z,¥, 2), ha(z,y, 2)) funtzio inplizitu

W diferentziagarri bat definitzen duela (0,0,0,-1/2,1/2) puntuaren ingurunc batean.

v W
\ 4 !:\
W (i) Kalkulatu (hi(z,y, 2), ha(z, y, 2)) funtzioaren deribatua (0,0,0) puntuan.

0\ \
on; o

\_\ : Oh; , :
N Em. —(0,0,0)—- 8-y (0,0,0) —E'(O,U,O) ——0,?;-—-1,2

oz

-+ 8. Izan bedi hurrengo sistema:

22— 92 —ud 402 +4=0,
2oy + 9% — 2u? + 3t +8=0.

Froga czazu sistema honck u = u(z,y) cta v = v(z,y) funtzioak definitzen ditucla (2, —1)

0
puntuaren ingurunc batcan, u(2, —1) = 2 cta v(2, —1) = 1 izanik. Kalkula itzazu ETU cta, 8_;
T
(2, —1) puntuan.
ou .13 Ou ]
Em.: —(2,-1)= —, —(2,-1) = —.
m.: 2—(2,~1) 32’33,,(’ )=

+ 9. Aztertu ca ondorengo sistemak z(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w) funtzioak definitzen ditucn
(0,0,0) puntuarcn inguruan :

u(z,y, z) =z + zyz,
’U(EE, o Z) =y +zy,
w(®,y,2) =2+ 254 322

10. Izan bedi T: R* — R2 | T(r,0) = (z(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsinf). Noiz cxistitzen da
transformazio honen alderantzizkoa, 7-1: R2 = R2, T Y=, y) = (r(z,9), 0(z,y))?

11. Izan bedi 7: R® = R, T(p, 0, ¢) = (z(p, 8,0),y(p, 0, ), 2(p, 0, ),

z = pcosésin yp,
y = psin fsin ¢,

z = pcos.
Aztor czazu noiz cxistitzen den T'-ren alderantzizkoa, T-1: R? — R3,

T_}- ('Ti y3 'z) = (p(‘l‘l"’ y’ z)) H($3 y? Z)! (lo(:c? y! z))‘
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
3. Gaia: INTEGRAL BIKOITZA
Aukptak

4 L. Kalkula Crrcktangolucn gaincko integral bikoitz hauck:

(1) // @?y? + z)dA, non'R = [0,2] x [-1,0]. | Em.: 26/9

+ (ii) /f 2% dody non = {(z,y) : 0<z <1, 0<y <3} | Em.: 1
Q

W (iif) // sin(z + y) dedy non D = {(z,y) : 0<& < g 0<y< %} Em.: 2

x (iv) / f — 2z —y)dydz. . Em.: 5

-+ 2. Idatz itzazu f funtzio integragarriaren bi intcgral iteratuak,. jarraian cmaten diren cremuen
gaincan:

A0 D={(z,y) eR?: 2?+3y* <1, >0,y >0} ~

4 (i) D={(z,y) eR*: z+y <1, z—-y<1, >0}

+ (i) D={(z,y) eR*: y22a® y< u}

_L(iv) (0,0) puntuan zentratutako scktore zirkularra, bere arkuarcn mutwrak (—1,1) eta (1,1)
puntuak izanik.

L) 22 +y* <a desberdintza betetzen dituzten puntuck osatutako multzoa.
e (vi) D={(=,y) € R2: 0<z<3, —4<3z—2y<-1}.
T (vii) Dy<z<y+2e0<y=<a desberdintzek determinatuta dago.

£ 3. Integral iteratua cmanda, marraztu czazu integrazio-cremua ota idatzi beste integral iteratua:

* (i) folfoyf(ﬂ:,y)dfsdy | (i) //411 (z,y) dy dz
& (iii) /Olf;f(w,y)dwdy : ¥ (iv) f /4y (z,y) dz dy

1 x 1 y?
NG fl,z,muf(fw)dyd"“ (v ]O / S ddy



4. Kalkula itzazu honake ecremu haucn azalerak:

(1) ¥ ==, y = 5z, 2 = 1 zuzenck mugatzen duten cremuaren agalera,

4 (ii) z ardatzarcn gaincan dagoen cta y =0, 4° = daz, = + ¥ = 3a kurbek mugaizen duten
eskualdearen azalera.

(i) zy =2, y =l ctay' = = —|— 1 kurben bidez mugatutako lehenengo koadrantearen cre-
muaren azalera.,

(iv) y = 22 cta y = 2z — 22 parabolck mugatzen duten eskualdearen azalera.

- (v) dy=2?, 2y = 2%, y = z ota = 1 kurbck mugatzen duten azalera.

10q? ' 1 1 23

Em.: (1) 2, (i) ;o (i) 2In2 — 5 (iv) 3 (v) 19"

-4 5, Kalkula itzazu integral bikoitz hauck:
+ (i) // 3y dzdy non ) = {(z,9) : 02 <1, 0<y <) don.
J '

2
x
(ii) ff — dedy, non D cremua z = 2, 2 = y zazenes cta, zy = 1 hiperbolaz mugatutako
DY :

cremusa den,

-+ (iif) / / cos(z +y) dzdy, D oremma z = 0, z =y, cta y = 7 zuzenez mugatutakoa dencan.
D . : .
o {iv) // (z +y) *dedy, non A = {(z,5) €R2 : o> 1, y=21, z+y <4} den.

._%: (v) / f Y dzrdy, non A multzoa y* < z < y? desberdintzak betetzen dltuztcn lchenengo

koadrantcko puntuck osatzen dutena den.

' L .9 ..
Em.: (i) T (i1) & (iil) —2; (1v) — (V) e
6. Kalkula itzazu honako cr emu hauen azalerak, kasn bakoitzean aldagal—aldakcta ogokla or ablhz
- (i) y* = 2px, y? = gz, z% = = 2ry, z* = 2sy parabolez bornatutako cremua, 0 < p < g
cta 0 < r < s izanik. ' '

+ (i) =y = a?, zY = 202, y=2x, y=29z kurhek mugadutako cremua x > 0, ¥ > 0 denean |

+ (i) (z® +y%)? = 2¢%(2® — »?) lemniskatak mugatutako azalera.
»(iv) (2% + y2 E < 2a%(2? — 2 , 22+ ¢2 > a? cremua.,
{ Y Y
2 2
@

(v) ELE -+ == 1 clipscak mugatutako azalera.

Em.: (i) %( —p){s —7); (11) 2; (iii) 262; (iv) 2 (\/Sﬁ g), (v) mab.



7. Jarraian cmaten diren integralak kalkulatu, aldagai-aldaketa cgokien bidez:

4 (i) [/ m;zdmdy, non A crpinak (0,2), (1,1), (2,2) cta (1,3) puntuctan ditucn laukia
AL
den.

b () /f y*(2? +9%) 3 Pdady, D={(z,y) eR? : 1/2<y <1, 2? +y? < 1}.
D

4 (iil) ff (z* + y*) dzdy, non D z? 4+ y? < 2az cremua den, a > 0 izanik.
. ‘

S

: A _ 2. 2y -
7 (iv) A1 - po ol dxzdy, non D = {(m,y) e R°: ol -+ > < 1} den, a cta b zenbaki

positiboak direlarik.
+ (v) /] sin(y/22 4 y?) dedy non D zirkulu unitarioa den.
D

& (vi) //{m—l—y)dmdy non A={(z,y) e R?: 1<a?4+y? <4, x>0, y >0} den.
JJA i

il 14
Em.: (i) In 2 (ii) \{F; (iii) 3;—&.4; (iv) 27;“]); (v) 2m(sinl — cos 1); (vi) 7

8. Kalkulatu cmandako gainazalez mugatutako solidoen bolumenak:

+ (i) z=0 ctaz=coszcosy, c+y=7/2, s+y=—7/2, z—y=7/2, z—y=—u/2
— () z4+y—2z+1=0,z4+y=1,2z=0,y =0 cta z=0 planoak.

« (iil) z+y+z = 2R planoa, z24y? = R? zilindroa cta z = 0, y = 0, z = 0 plano koordenatuak,
Ichenengo oktantean.

(iv) z = z? 4+ y? paraboloidea cta z? + 3% = 1 zilindroa, # > 0 espaziocrdian.
i (v) 2% 4+ 9% + 2% = 1 csfera.
vi) z =1 — (22 + 9?) gainazala, z = 0 planoa cta z? + y® — & = 0 zilindroa.
+ p
am

e ;
7 R (iv) n/2; (v) 4n/3; (vi) Tk

3

Em (i) m; (ii) 5/6; (iii)

9. Urrezko plaka batek 0 < z < 2m, 0 <y <7 forma du, cta bere dentsitatca y? si112(4.’1:) + 2
g/em? da. Urrcak 7 dolar/g balio badu, zenbat balioko du urrezko plakak ?

4
FEm.: 7% + 2872,

—x
+ 10. Izan bedi D y > —, y L x, w2 +y? >z, cta 2 + 9% < 4z ckuaziock definitzen duten cre-

V3

mua. Kalkula itzazu cremuarcn azalera cta masa, dentsitatea p(z,y) = PR bada.
€z Y
15 5m  2++/3 3
E.:A:—(—' ),M:-.
" I\13 g 8

11. Kalkula czazu zirkulu unitarioaren Ichenengo koadrantea betetzen duen lamina baten masa-
zentrua, dentsitatea p(z,y) = /1 — (22 + »2) bada.

| Em.: (3/8,3/8).
mCdy V'



12, Lamina batck triangeln angeluzuzenaren forma du, altucra b ota cinarriaren luzera b izanik.
Laminarcn dentsitatea angelu zuzenerako distantziarcn karratuarckike proportzionala baldin
bada, aurki czazu laminaren masa-zentrua.

b(38% + h?) h(b2+3h2))
502 R?) 5(0%+h2) /'

Em.: (
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
4. Gaia: INTEGRAL HIRUKOITZA
Ariketak

1. Kalkula itzazu ondoko solidoen bolumenak:

4 + (i) 2% +y? = z cta 2% + y* 4 z* = 2 gainazalck z > 0 espaziocrdian mugatzen dutena.

v (i) z - % +i=1 ctaz= 0, y = 0, z = 0 planock Ichenengo oktantcan mugatzen duten

¢
solidoarena, a, b, ¢ positiboak izanik.
+ (iil) az = a® — 2? — y? gainazalak cta z =a —z —y, x =0, y = 0, z = 0 planock Ichencngo
oktantean mugatutako solidoarcn bolumena, a positiboa izanik.
/4 (iv) 2?2 + 9% = 2az, 2 =10, 2? +y* = 2% gainazalck z > 0 cspaziocrdian definitzen duten
~ solidoa.
+ (v) o2 + 9% + 22 = R? cta (22 +4°)? = R?*(2? —y?) gainazalck © > 0 cspaziocrdian mugatzen
" duten bolumena, zilindroaren barrukoa dena.
. 2 z2 2 2

2
"LQVI >4 { Ty, 2) € R?: f_ + gz + = <2 ? + 4 < z B O} cskualdearen bolumena.

c?’
+ (vii) z = z? +9?, 2?4yl =2, 2?4y2 =2z gainazalck z > 0 espaziocrdian mugatzen duten
cskualdcaren bolumena.
£ (viii) = + 9% —az =0, (:1:2 + y2)2 =a?(z% — y?), z =0 gainazalck mugatzen dutena.
(ix) 22+ 9% + 2% = d?, 2% + o + 22 = b2, 2% +y? = 2? gainazalck, 2 > 0 cspaziocrdian
mugatzen duten solldoa, 0 < @ < b izanik.

a -l-}— (x) z = z? 4 y? paraboloidcak cta z =  planocak definitzen duten solidoaren bolumena.
" 2 2
{ + (XI) Q=Alzuy,2) € 33 : % + -I‘;% +. % <1, @ +y? > 4} solidoarcn holumena. |
7/ :
~——7 ( (xii) )z = 4 — x? — y? paraboloidecak cta z = 2 + y? zilindro parabolikoak mugatzen duten
“ solidoaren bolumena.

(A o U . . '
X (xiii) —+ = 4+ 5 <1,z >0,y > 0cta z > 0 baldintzck definitzen duten solidoaren

3 g Tz >b7y
bolumena.

RS . & 9 i
JF(XIV) z=1—x? — 42 cta x + z = 1 gainazalck mugatzen duten solidoaren bolumena.

B ) 22271 2 1) ) 2 i (%T ~1)as; () 2
3

S 20— 1613 g) VZ—U)mabe , . 45w . dr
(V) —.'9— \ ; (Vll) 59 (v111)_ 5
(0 2 (1= 2207 — a); () 105 (x )WW (xil) Vs (i) 125 (i) /32

3 .
@1 (?\




*'9. Izan bitez W OXY plancarckiko simetrikoa den I motako cskualde clementala cta Wtz>0
cspaziocrdian geratzen den W-ren zatia.

(i) Frogaczazu f z aldagaian bikoitia dencan, hots f(z,y, —2) = f(z,y,2) dencan (z,y, z) €
W guztictarako, orduan '

fff f(z,y,2) dedydz = Q/f f(z,y, 2) dedydz
4 w+
dcla. :

(ii) Froga czazu f z aldagaian bakoitia dencan, hots f(z,y,—z) = — f(z,y,z) dencan
(z,y,2) € W guztictarako, orduan

// f(z,y, 2) dedydz = 0
W

dela.

3 Kalku]atﬁ, u=x+y+z w =y + 2, www = z aldagai-aldakectaren bidez, ondoko integral

hirukoitza:
f// zyz(l —x —y — 2)dV,
E

non £x>0,y>0,z2>0,z+4+y+ 2z <1 desberdintzck definitutako tetracdroa den.

1
Em.: m

4. Ondorengo integralak kalkula itzazu:

"‘{’" (1) ff/ TYz d:cc@dz, non Vz =0,y =0, z=0 planoz cta 2>+ 92+ 22 =1 csforaz
V ]

mugatutako lchen oktanteko eskualdea den.

lzdyd :
-r' (i1) //f (@2 ;T;izz)e,/w S solidoa z? 4+ 4% + 22 = a? cta x® + 3% + 22 = b? csforez
JJgs (T Y z : ;
bornatutakoa bada, 0 < a < b izanik.

«'-l— (ii) f/j 2y Va? +y?dedydz, A= {(z,y,2) e R®: 0<2<a?+9%0<y<v2z—a?}..
A

1 (iv) ff/ 2e= @) dudydz, A= {(z,y,2) e R® : 2(z®+y?) <22 <22 +42+1, 2>0).
A

-+ (v) /// 2dV,non W = {(z,9,2) € R? : 22+ 42+ 22 <R? 22+ 4%+ (2— R)? < R?}
JJW
den

' i ey (vi) ff V(:E2 +9% + zz) dxdydz, baldin cta V multzoa z > 0, y > 0 cta —/4 —22 — 32 <
z < %m desberdintzak betetzen dituzten puntuck osatzen dutena bada. 7
-+ (vii) /fL x® dvdydz, non A = {(z,y,2) e R® : a2 4+12+ (2 —1)2 < 1, 322 > 22 + 92} den.
4 (viii) //fw zdzdydz, non W = {(z,y,2) e R® : 22 +9y*+22 <9, z<a? +y? — 7} den.

Em.: (i) %; (ii) 47r1n§; (iii) % (iv) 2—7;; (V)%ﬁR5; (vi) 2%“; (vi) zﬂ i) 27

—



- B + (i) Kalkula czazu 22 + 32 4 22 = 2, 2?4+ 4% = 2%, z > 0 solidoaren OZ ardatzarckiko incrtzia-
momentua (dentsitatca konstantea da).

— ' . (ii) Froga czazu z = g‘z +2, 2=3y% =0, z =3 kurbck mugatzen duten cskualdearen
' " mgsa-zentrua (3/2,0)7/5) puntua dela (dentsitatca konstantea da).

+ (ili) Kalkula czazn 2% = 2az, z = 0 cta 22 + y? = az (¢ > 0) gainazalck mugatutako
\ solidoaren masa, dentsitatca puntu bakoitzean p(z,y, z) = @ izanik.

2% 2 2 .
+(iv) Kalkula itzazu _2+b7+c:72 < 1 clipsoidearcn ardatz koordenatuckiko inertzia-momentual,

@, b cta ¢ positiboak izanik cta dentsitatea, d, konstantea.

((vNIzan bedi V 22 +9? = 2y gainazal zilindrikoak cta z = 0, ¥y +z = 2 planock mugatutako
{ : p
" solidoa. Kalkulatu V-ren masa dentsitatea p(z,y, 2) = z bada.

8v2 2 i
Em.: (i) 27T(l(i - —), d dentsitatea izanik; (iii) 28,
: 15 3 8
4 . 4 :
(i) Ly = E(b‘3 + c*)abedn, I, = %(az + ?)abedn, I, = E(a2 + b*)abedm; (v) 5 /4.
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
5. Gaia: LERRO-INTEGRALAK
Ariketak

4+ 1. Kalkula itzazu ondoko ibilbideen arku-luzerak emandako tartectan:

P

+ (1) o(t) = (21,2, logt) ibilbidearen (2,1,0) cta (4,4, 1n2) puntuen artcko arkuaren luzera.
+ (i) o(t) = (1, 3t*,*) ibilbidearcn [0 1] tartcko arku-luzera.
+ (iii) o(t) = (acost,asint,bt) ibilbidearcn arku-luzera, 0 < ¢ < 2w izanik ctara > 0, b > 0.
iv) o(t) = (

it §t3/ 2) ibilbidearen arku-luzera, ¢ € [to, t1] delarik.

Em.: (1) 3+log2; (ii) 5v/5 — 8; (iii) 27v/a? + b?; (iv) %((«t1 +2)372 _ (49 +2)_3/2).

“{2. Kalkula itzazu ondoko funtzioen lerro-integralak emandako ibilbideen gaincan:

+ (i) flegz)=y, of)=(0,0,¢),0<L£<1. ' Em.: 0.
+ (i) f(z,y,z) =cosz, o(t)=(sint,cost,t),0<t<m. Em.: 0.
v (i) f(z,y,2) =2yz, o(t) = (e‘cost,etsint,3), 0 <t < 2. S\f(l Y
+ (iv) ( z,y,2) = (z,9,2), o(t) = (cost,sint,0),t € [0, 2x]. Em.: 0.
- ) Flo9,2) = (25,9), o(t) = (48,8, 0<t < 1. Bins %

34 (i) Izan bitez V f(z,y, 2) = (2zyz, z°2, z%y) cta f(1,1,1) = 1. Kalkulatu f(1,2,4).
.“.

» (ii) Izan bitez Vf(z,y,2) = (Q:cyzemz, zemz,yemg) cta f(0,0,0) = 5; f(1,1,2) kalkulatu.
Em.: (1) 8; (ii) 5 + 2e.

4, Ondorengo lerro-integralak kalkulatu:
i) /o A(:.v: + ylr)ds, OA ibilbidea O(0,0) cta A(1,1) puntuak lotzen dituen zuzenkia da.
-t (ii) /;‘ ly|ds, C kurba (22 + %)% = a®(2? — y?) lemniskata da.
+ (iii) fc;‘ Va2 442 ds, C kurba z? 4 y? = az zirkunferentzia izanik cta a > 0.

— (iv) ] /202 + 22 ds, C 22 +y?+ 2% = a? csfera cta z = y planoaren artcko chakidura izanik.
C

m.: (1) V2 (i) 2a(2 — v2); (iii) 2a?; (iv) 2a°n.



3
5. Hurrengo (bigarren mailako) lerro-integralak kalkulatu: “‘\n

&

- (i) / yzdz + zzdy + zydz, ABC kurba A(1,0,0), B(0,1,0) cta C(0,0,1) crpinctako
ABC :
lerro poligonala da.

+ (ii) f zdy + ydz, OA ibilbidea y = 22? parabolaren zatia da, O(0,0) cta A(L, 2) puntuak
OA .
izanik.
22 42 :
b (iii) jg (z +y)dz + (z — y)dy, o ibilbidea — + = 1 clipsca da (erlojuen orratzen aurkako
a )
norantzaz ha,rturik).

+ (iv) / (y* — 2%)dz + (2% — 2¥)dy + (2% — y*)dz, C Ichen oktantcko plano koor dcnatucn cta

z*+1y?+2z* = 1 esferaren artcko chakidura-kurba, da (esfera gaincan cta €' kurban zchar
1. oktantcko csfera zatia czkerraldean geratzen delarik).

+ (v) / y?dz + 22dy + 2%dz, o ibilbidea z > 0 espaziocrdian dagoen x% 4 32 + 22 = 42 cta

v T
z? 4+ 9% = az gainazalen artcko chakidura da (erlojucn orratzen aurkako norantzaz
hartuta). ‘

+ (vi) / sin ydz + sin zdy, non AB kurba A(0,w) cta B(m,0) lotzen dituen zuzenkia den.
AB

dz +d
+ (vii) / ﬁ, non C' erpinak (1,0), (0,1), (—1,0) cta (0, —1) puntuctan ditucn laukia
c|T :

den, norantza positiboan.
(viii) f (dzy +y?) dz — (zy 4 32%) dy, non C (z+1)2 + (y—2)% = 9 ckuazioko zirkunferentzia
(&

den, norantza positiboan hartuta.

Em.: (i) 0; (ii) 2; (iii) 0; (iv) —4; (v) —a’w/4; (vi) 0; (vii) 0; (viii) 36
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
6. Gaia: GAINAZAL-INTEGRALAK
' Ariketak

L 1. Ondoren agertzen diren gainazalen hektore normal unitarioa kalkula czazu cta emandako P
puntuko plano ukitzailcarcn ckuagzioa cman.

+ (i) z =snv, y=u, z=cosv, ue[-1,3], vel02a); P=(1,0,0).
o (i) 2% + 22 =»% —h <y < h hctar pesitiboak izanik; P = (0,0,r).
& (i) 1? +y? — 2% = 1 hiperboloidea; P = (1,1,1).

)

i (iv) ¢(r,0) = (rcos@,7sn8,8), 0 <r <1,0 <0 <dm; P=(-1/2,0,7).

Em.: () 7t = (—sinv, 0, —cosv), = =1; (ii) 7 = (z/r,0,2/r), z="1

(1) — (.’E,’y, —Z)

V= e, 2 =x 4y — 1
".ZCQerz‘f'Z?
in¢, —costh,r

(V)ﬁx(sm , = €OS ,7), 2

Wi

+ 2. Ondorengo gainazalen azalerak kalkulatu:

+ (i) r(u,v) = ({a + beosu)sinv, (@ + beosu)cosv, bsinu), 0 <b<a, 0<u<2r,0<v <
- 2. '
4 (i1) z > 2?2 +y2 cta 2?4+ y? + 22 = 1 artcko chakidura.
(iii) 2% + y? = ay zilindroaren barruan dagoen z2 +y* + 2% = a
a > 0 izanik.

2 sfera zatiaren azalera.,

£ (iv) z ==z, z=2z planocn artean dagoen 22 +y? = R? zilindroaren zatia, z > 0 dclarik.

“© (v) 2452 +22 < 9 csferaren barruan geratzen den z = 22442 —7 ckuazioko paraboloidcaren
zatia. '

Em.: (i) dabr?; (if) w(2 — v2); (i) (27 — 4)a? (iv) B (v) %(33-@ ~ 214/21).
3. Izan bitez 0 < a < b cta f: [a,b] = R C! motako funtzio positiboa.

(i) f-ren grafikoa y ardatzarckiko biraraztean sortzen den gainazalaren parametrizazioa
cman cta frogatn bere azalera honcla kalkula daitckela:

b
A= 21r/ /1 + (f(z))? de.

(i) f-ren grafikoa z ardatzarckiko biraraztcan sortzen den gainazalaren parametrizazioa
" cman cta frogatu bere azalera kalkulatzeko hurrengo formula crabili daitekela:

b .
A:zﬁ/ FE)VIT (@) da.



4. Ondorengo (cremu cskalarren) gainazal-integralak kalkula itzazu:
) f f zyz dS, S gainazala (1,0,0), (0,2,0) cta (0,1,1) crpinctako triangclua izanik.
S

t+ (il f / 222 dS, non § gainazala x4z = R planoarcn gaincan geratzen den o2 +4% 422 = R2
S
ckuazioko csferaren zatia den.
¢ (iit) / / zdS, S gainazala D = {(z,y) € R*: z? + 4? < 1} cremuan definituriko z = 22 4 42
5

funtzioarcn grafikoa izanik.

- (iv) /f (z+y+2)dS, S2®+9y?+ 22 =a?, 2> 0 csferacrdia izanik.
S

' ds
+ (v) f/s m, S gainazalaz+y+2<1, >0, y >0, z> 0 tetracdroarcn muga

bada.

V6 5v2R5

Em.: (i) - PTE (i) el ;(iil) (25\/_4-1) (iv) ma3; (v) g— f

+(v3+1)In2.

5. Hurrengo (cremu bektorialen) gainazal-integralak kalkulatu:

t () j/ (y — 2)dydz + (z — z)dzdz + (z — y)dzdy, S =2 +y> =22, 0 <.z < h konoaren
S )
kanpoaldea da.

lyd dzdz  dzd z? 3 2
4 (ii) . a3 g i + - y, S gainazala - + 2 -+ - 1 ckuazioko clipsoidearen
T Yy z g = " &

i{anpoaldca da.

(iii) /f z?dydz + y2dzdz + 22dzdy, S (z —a)? + (y — b)? + (2 = ¢)2 = 7% ckuazioa duen
S

csferaren kanpoaldea da.

£ (iv) f (z,y,—2)-dS, S [0,1] x[0,1] % [0, 1] kubo unitarioarcn mugarcn kanpoaldca izanik.

— (V) f (zy,yz, zz) - dS, S 1. oktantcko z®+y?+ 22 =1 csfera-zatiaren kanpoko aurpegia

(vi) //F dS, S ={(z,y,2) € R® : 22 +y%+ 2% =2, z > 1} gainazala izanik, gomnzko '

oricntazioarckin, cta F(z,y, z 2) = (=2, zy,y2).

 (vii) f / (2,9, 2) - dS baldin cta § z =1 — 22 — y? cta x + 2z = 1 gainazalck mugatzen duten
: S

solidoaren muga bada, kanporako orientazioarckin.

i, vi) :—3—7!_
32°

Em.: (i) 0; (ii) 41r(ab i ca) (111) (a+b+c) (iv) 15 (v) T ( 5 (vii)

o
4

%
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- ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
{ 7. Gaia: ANALISI BEKTORIALEKO TEOREMAK
Ariketak

k1

N

. Bgiaztatu Greenen teorema ondoko adibidectan, bi integralak kalkulatuz:

4 0) I= 55(3:82 — 8y%) dz + (4y — 6zy) dy,
|

hemen -y kurba itxia (0,0) cta (1,1) puntuen artcko y = VT cta y = x? kurba-arkuez
osatua cta norantza positibokoa da.

v (i) = f{ (322 — 8y?) da + (4y — 6zy) dy
i 4

'jf kurba itxiax =0, y = 0, z4+y = 1 kurbez osatutako triangclua, norantza positibokoa,
denean.

—+ (i) I = f@m — 1) de— 5y &y,
%y

v kurba itxia 2 4+ y% = 1, 2? +y? = 9 zitkunferentzick osatutako zirkuitua, norantza
positibokoa da.

T + (iv) I = jé zy? dy — 2%y dz, _l

Ly 2

+t+ 4.

¥ .
v 22 +9y? = a? zirkunferentzia, norantza positibokoa da.

FO) 1=ty do— @) i,

TN 2 2
non -y (;) + (%) = 1 ckuazioko clipsca norantza positibokoa den.

. Greenen teorema, crabiliz, kalkula czazu

I= /&q Sem siny —my) dz + (e® cosy —m) dy 5 jl

moy, " el

integrala, AmO kurba A = (a,0) puntutik O = (0,0) puntura doan x? 4+ y* = az ckuazioko
goiko zirkunferentziacrdia dencan. :

Em.: mma?/8.

Kalkula czazu I = % (z* — 2xy) dz + (z%y + 3) dy, v y* = 8z cta = = 2 kurben arkucz osat-
i

uta dagoclarik, erlojuaren orratzen kontrako norantzan hartuta.
Em.: 128/5.

Izan bitez R plancko cskualde clementala, I' bere muga, crlojuaren orratzen kontrako oricn-
tazioarckin cta p konstantea I-ren dontsitatea. Kalkula czazu R-ron azalera suposatuz R-ren
masa-zentrua (2, 5) puntua dela cta

/ (arctan T — y?)dz + (Iny + =*)dy = 21.
r+ |

Em.: 3/2.

#



O Stokesen teorema crabiliz, kalkula itzazu ondoko integralak:

+ 1) I= jg(y +2)dz+ (z+z) dy+ (z +y) dz, non y(t) = (asin?t, 2asintcost,acos?t),
0<t<mden.

+ (i) T= j{(y —z)dz+ (z—z) dy + (z — y) dz, nony kurba -3 + % =1 a,h > 0plancaren
cta 22 +9? = a? zilindroarcen artcko chakidura den, gainetik ikusita norantza positibokoa.

4 (i) I = f zdr+xz dy+1y dz, nonvy 2?2 +y? =4, z=0 kurba den, norantza positibokoa.
k4

4 (v) I = %(yQ +2%) dx + (2 + 2%) dy + (z® + y?) dz. Hemen -y kurba 2? + 4% + 22 = 2Rz,
v

( z > 0) csferacrdiaren cta 22 + y2 = 2rz, (0 < r < R) zilindroaren artcko chakidura da
cta, gainetik ikusita, norantza positibokoa.

¢ te) = }( 2z dz —x dy + 3y dz. Hemen « kurba itxia 1 — z = 2% + y? gainazalaren cta

z >0,y >0, z> 0 planocrdicn artcko cbakibura-kurbez osaturik dago cta gainctik
ikusita norantza positibokoa da.

' 10
Em.: (i) 0; (i) —2a(h + a)m; (iii) 4m; (iv) 2nRe?; (V) o g
. :1"2 {Uz 2 . . ) . . 2 2 i1
+ 7~ 6. Izan bedi C kurba —+‘E+z = 1 clipsoidearcn goiko crdiaren cta z“+y* —y = 0 zilindroaren
artcko cbakidura, goitik ikusita crlojuaren orratzen kontrako orientazioa ducla. Kalkula czazu
F(z,y,2) = (¥, zy + 3zy?, z*) cremuaren zirkulazioa C-n zchar. ;
Em.: /8.
+ 4= 7. Izan bitez F(z,y,2) = (22, 22y + 2, z) cremu bektoriala, @2 +y2 =1 kurba = XY planoan,

crlojuaren orratzen kontrako orientazioarckin hartuta, cta z? +4? <1 diska z = 0 planoan,
gorako orientazioa ducla.

(i) Kalkulatu F-ren fluxua diskan zchar.
(i) Kalkulatu F-ron zirkulazioa kurban zchar.

(iii) Kalkulatu F-ren crrotazionalaren fluxua diskan zchar. Betetzen al da Stokesen teorema?
Em.: (i) 0; (ii) m; (iii) .

-

8. Froga czazu ondorengo cremuak kontserbakorrak dircla, cta f F' - ds kalkulatu:
C
-+ (i) F(z,y) = (zy® + 322y, (z +y)z2) da, C kurba (1, 1), (0,2), (3,0) crpinctako triangelua
izanik, norantza positiboarckin
(ii) F (z,9) = (cos zy? — zy? sin zy?, —2$2y3111 zy?) da, cta C-ren paramctrizazio bat o(t) =
(ef,et*l), —1 < ¢ <0 ibilbidea. '
YolGi) Fz,y,2) = (¢® — 3zy2,93 — 3z?y,z) da, cta C' kurba (0,0,0), (0,0,1), (0,1,1) cta
; (1,1,1) puntuak lotzen dituen edozein ibilbide da.

Em.: (i) 0; (ii) cose? — 1co.s l', (iii) —1/2.
e e




+ 9. Egiaztatu F(z,y,z) = (yz(Z’c +y+2),z2(x + 2y + z) zy(z + 1y + 22) ) cremua kontserbako-
rra dela, cta kalkulatu F-ren potentziala.

Em.: f(z,y,2) = zyz(z + y + 2).
{ -+ 10. Izan bedi F(z,y,z) = (6zy cos z, 3z cos z, —3x>y sin 2).
¥ (i) Froga czazu F kontscrbakorra dela.

+ (i) Aurki czazu I' eremuaren potentziala.

¥ (iii) Kalkula czazu ] F .+ ds, non d(t) = (cos t,sin®¢,0), t € [0,7/2] den.
a

Em.: (i) f(z,y,2) = 3zycosz + k; (iii) 0.

+ 11. Tzan bitez Playy] = Zi cta Q(z,y) = P

ale &%

. xdy — ydx
t (i) Frogatu f _“yg_l_iyg =27 dcla, jatorrian zentratutako cta 1 crradioko zirkunfer-
o LY

cntzian zchar, crlojuaren orratzen kontrako orientazioarckin.
{ (ii) Kontserbakorra al da ﬁ(a,, y) = (P, Q) cremua?
oQ

¢ (iii) Frogatu - r dela. Berdintza hau eremu kontserbakorren tecoremaren aurkakoa al
Y T
da?

 12. Gaussen teorema crabiliz, kalkula itzazu ondoko integralak:

2 2 2
i = /f (z,y,z) - dS. Hemen S gainazala (z—) + (%) + (;) = 1 clipsoidcaren kan-
JJs :
poko aurpegia da.

%:/a. féj r‘/éi

+ (ii) I = / / (az, by, cz) - dS, non S gainazal itxiak V bolumencko gorputza mugatzen duen
S .

(kanp&)ko aurpegia).

& I(iu f/ (zy,yz,zz) - dS, non I Q = {(z,y,2) : B2 +y2+22 <1lua,y,2z2> O} soli-

doa mugatzen duen gainazalaren kanpoaldea den.

o (iv) I = /fs(:cz,yz,zz)- dS, non S gainazala {(z,y,2) : 0 < z,y,z < a} kuboaren kan-

poaldcko gainazal mugatzailea den.

ppWI= f/ (yz, =232, 2%) - dS, 00 gainazala Q = {(z,y,2) : 2?2 +9? < 4,0 <z <3}
7.9

solidoaren kanpoaldcko aurpegia izanik.

5 ‘F‘}Yl // (zy,yz, 2x) -dS, S Q={(z,y,2) €R? 12?2+ 92 +22 >4, z <4d—(2?+4?), 2 >0}

' cremuarcn muga den gainazalaren kanpoko aurpegia da.

& Em.: (i) dwabe; (i) (a+b+c)V; (i) 37/16; (iv) 3a*; (v) 36m; (vi) 27m/2.



+ 13.

- f—ﬁ -14.

4 15,

+ 16.

Izan bedi S hﬁrrcngo bi baldintzck definitutako gainazala: z2 + y? =1, 0 € z < 1 dencan

cta 22 + 9% + (2 —1)> =1, z > 1 dencan. Kalkula czazu f f rot F - dS integrala baldin cta
; o

ﬁ(ﬂ:, ¥, 2) = (zz + 2%y + =, 22yz + y, 2*2?) bada cta S-n kanporako bektore normala hartzen
bada. '

Em.: 0.

Izan bedi W Ichen oktantcan hiru pla,nd koordenatuck, 2z + 4 = 6 plancak cta z = 4 —
22 zilindro parabolikoak mugatzen duten solidoa cta izan bedi F(z,y,2) = (y, 2z, z) cremu
bcktoriala.

(i) Kalkula czazu F cremuaren lerro-integrala I' kurbaren gaincan, ' plano batean cz dagoen
W-ren mugarcn zatiarcn muga izanik, Orientazioa aukera dezakezu.

(ii) Kalkula czazu F' cremuarcn gainazal-integrala W gorputzaren mugan zchar, bektore
normalak kanporantz begiratzen ducla. '

Em.: (i) 8; (ii) 24.

Izan bitez F(z,y,2z) = (1,0,1) cremua cta S = {(z,9,2) € R3 : 2% + 4% + 22 = 2,
z > 1} gainazala. Kalkula czazu F' eremuaren gainazal-integrala S-ren gaincan gorako oricn-
tazioarckin, definizioa crabiliz cta dibergentziaren tcorema crabiliz.

Em.: .

Kalkula czazu [ rot F' - dS gainazal-intcgrala I (z,9,2) = (y,2,z) badacta S 22 + 92 =1
ckuazioko zilindroaren zatia, z = 0 cta z = z + 2 planocn artean geratzen dena, kanporako
bektore normala kontsideratuz.

Em.: —.



-]_

/ )‘O/"a‘ ‘Odk _/u (NG — nin© (-Hnd) 6=
< L bé "o conl ¢ .20
r
Py (P.0) = [1do =0T

—_

,54') i /@A{T SR RAK ORRA |
f /\%ﬂ%/%éﬂ’& 4/,/; y Z Fds =0 /yc.,,,
S I A A e

/'4,‘4 C’i{‘ /’L}@é"‘ =

Lise

g;/f /é/acx?/ C Lo
A [Pt o2TAC
;—: cm/ %b%/ééo—q

&7

_—

—_—%

A7) @ P D

o DX
PP —(xF)rnTn  wtoxe
Quy - el Sa)g A, L;)?
oL 8 B '
Ox - 77 ma

/_éf /547 %c: /é// V<4 /é?/f/ﬁ/é/r?ﬁ

7
Fevreme 20 ﬂw//w//"é L
4
F ot gt &
Z(P,0) e
gép/ o == ) rotF = ©
Dy - &x

é"} (/Z * /Zo % /f:c"fﬂ 737,

R _ 2% é/%;é & ks Jk'fx/e)é Y

Dy ox
Vol cé %/4/1)

(gcpé/)(/? //&/ o),




‘ = b4 lq
g){- & x wcodk = 10Lx( G, 1) = Sx bcquJr (4,%)
a ‘ h
'QV— = B Zco"bl —+ Y H _ 2 5 chb'l N = =6
Vi Bl

— Y\(\) z)= lCC‘-L)
=2 ﬁu,g,%ﬁ » Sxfyeeat ko= 3&‘5@}]

&f

et B :fzxabA;ﬂl e blegy 2 ,g-x “

>
i, §, T S [cw ’Cfd{UJ

N

-::3 E'cy) =0 =>
41'4) Z;,///Vé;’: 41 ;—:CJS 5 Ao

C(f);[cc)s?él O\Ar\?é,o) €c (e,

T

f[ —/;CJS - F (o). riceryde =

\T/z_]

J ﬂz/éws Eain €. /] Tt T 4, "Séofbéff:ﬁn?éO) ;

(366526 ( f)'n{) émnécd\é O)C[f"" £IfIe

7 / VIS = %’(n 3 fe reo> =
_g-o0=0]

- / = 2T .
i) frosel? Jeo xleg? \—}’—/
’ ’ &c (6,271

* »f(@”) :C(d>9’ A;hé) O EVTAY(OA

/{"') =(A4,0) ) f( fT/i) :(O’ A) o PANTEND Y

0



/2/ NoDY
A) j{}éf/s o - /’,c(s_/ }»(J—(ﬁ)) O—Cf)d{—_

/géagé AL e)mmmdt:

/qu i B & ,_[ 3 &
[ch ’/c vids = (‘Zm,)) - pcéa’@))

son VJ[\: F
g ' _ bt 2 2
,@—& = ><~~?><(3'“’ fex/n 2> =1 - Xyt ty)
DX
2 X 3 <
_,.?_.-‘:— — U * sz > << %'Vh(‘\?31 ﬁ'/x ks
@~ o L) £

oh _ (ros Ry = ke

Er

=3 pcx,5,1>;%e %X;LOZ f SL{ t ke)

__%% kb= 2w Bayeg2HC . 4
B, s 5 2 __:_LL . gx;bi LgL{‘i +__% 2 °

%/ﬁl/l&g"/x
?/K by, 3= (6 senCovy Cxcony — L x Lgr)\\f\b()

A\) KOZL/EA—" T = /3)* /éﬂ%/zé/?z



6. €an
M}///KO{FO/S :/ /oZ//' n ol S //(0 &, .25 +1)(959, 1)ds =

(C) o, 25\»4) @f&zurrnA
STD‘CES smcﬂzl\coa- AC D)
/l FJSKAI// roLL/C{S
I g /4,2//4(7,4
Fel>
) | y <)
4) ;C Gy (,i b , ¥
T, y & 2
*’0% F= 7%’; @b ’@% -G =) F ronnser RAKORRA
xbfi(g 0(“3?" 0 de #

x ,[u/é ‘,/X/ ,/f//) //c,é //” J s :‘O

’—,//’C‘(S__\O

#) Fem g are (=L Enets
C,:) (OKOJO)/(O’6’1>’(G/4’4)/ (/?,'?,'/I) 8%

L)—EXE"-:):Q}

“~~

~

2 r> b
s_ | & Bl _ =
et F= | B re:tg RY| = O
% 3_ga 4,

X—Jkﬁz b D

=> F_ /COM/«C@E/Z&/I/.CG/Z/ZA => VC & g

Vol d B mitsr Fotockin ‘
];Q/S ”/fo/s AL gcey=Ck, & €) €ele]

TCO) = (o, D/O)

- = =7

_. Oriertn¥ccA  s2arrendu
gca> =1, 1 1|



. /%z e ETA

£ + f—?f+ 3% R0
€ :% < z ] g |

X G ut gy =o x“t Cj‘z)” y |
F:i = (L\S%/ Xy + —g?'((_\> :
P_ S 7(/% ol -2 J{KO/" = / /’-c/g—

S'r(.lacg
/,/5 f’u%ng ’//{omj)(/ﬁ =
c- /}S |

. >< frt_g
N //- = /
[)\b. NeE R A R

//’O‘SX(JUU—}-(‘” (/gr_/(g__
// X:f“ﬂﬁﬂ@

‘D = f/afhﬁ
pooCe

//“'fmgfa//aé []e =

Z. /7/2 JIEETA

© é("’;ﬂ]
[f—/ ?’f‘a//CU'rﬂdﬁ} = CO’, f:"hé]

E( s, v,2) =(x*, Zxyt<,o x|
6 Carn c
/()///// S "/‘//, ﬂc/& /f/?jc/s =0
[Ft.uxw:u]

'“//Fg/s /ZﬂF(cfce))J(@ y B fi/

[/o'st@ Zc_c'\&/sn@ +Cc53@) g) (,B nG, cosé O) C/(f} -
/0
:Lj_'ﬂ' | 5



v}

:Z//_’,(‘-ij)j),: —(3—><>5L+ %sdxd>ﬂ_
b)

7\ / Srtn 12 O)(?’
T e eylm g = [712 > — 2 LDL
A ,OC(QZ—-—“!’L 6( Fye S -
= Il & d
- i { nx—xt=1t ). ———— ¥
Z/( y+ o) T
- & Ve

d
£ 2 4X) - + Ck‘ug3cl>( Y
GICEREE T

E s=vy = Zﬁ/?}/l -‘/‘\/9//4//4/)/5é-—-——
; ]

dy T el FAS T
I:¥X QZQ/X,XG(L/B-FE(Q + /J/
?:(2',}_ -——2%{ /%t_,k\) /O/Lo,, 95’—")/
ro /2"):/3(‘2”’)
Z’:(a(k,b):/ffxé_ba
C@I’)(Q_Z - e

C)X/\" /)té{fvf-"/’
TN )fu = //? &

/(J 2,/(}:/5//613)(_@&%bf{axo’>_ L |

’://,7(-£x)-2'(’zb)‘7(—/)<6(\\3 =

2

A T
B oo e e -4
/ / (éﬁ(d;@k(‘//Jqﬂ;’ﬁ) O/f @’—» 3 ¢
sl <4
x ,,(/(0’)49 éCo' /Z]
% (D f’/‘ Ll &c [ r—/L] f



N = =< = / Y x dccte y
>x = // e - ,/)./XC(”'C{"&

(L, §F =2 il ¥ 9
.‘TC/XC/ == 3 Q s
z///u / AlR) ')Mf,),f,')/“{
//l‘mb ()/)(Cfb I
¥ = CB R ~Z [0‘1 o
~ e A =2 Y/-\C(a)_,//
/ od xd <l
/‘;@/’/ £t :/'2w+9 Axd : : i J
st J o » €.
| " §e 3%2//)(C/,<(_,g+z// J i
/2 . (/‘3 Ld(?)
= 2. 2AC(H SACR) —5 |
JACRN 2\ $.A ) =5 2] = /(((/-’1:’>i (JZ)_, < 7
/4?—/»’5@1'/\ | ZJ
iﬁ) I % O/ ({ STore s
- tdxrxdyt -2 __-;/ A
) ? (a (3 / ro Fa/% 2 //Mr ! 7)(-/3: %
Y . .szr (0-: 4 g
B 2 =06 sT07 ¥ =y t 1
a oA
ro = > n_- 2
=2 hn @x | T (1,7,1) -
_,y,é“ﬁ g (/)/(/Jf—

m-2 !/‘1(3\ - //
+ A dc =4
e’oQG‘?f/

= //(4,44\.: de = 4

(CJ"OI 4)

Av ) T = 56 (L()a“" %1)dx+ CXL—I-DLL)C‘L
Y * (X%QEJ%-
i (\Dl#_{t‘ Xzf’k?{xafi-tél)

2
gx e (e eV R ERS

¥ A AR I
(_7’50)

2 >_ ¢
X““b“'y’f’x - (emr) i nytEr2




Z. /Z’Z//éé’rA

f:/(fx@'nb—mus)dx t (fxfc/)%”wddlﬁ
//;’nﬁ =3

A =(a, o) /0/7/5/‘/( O = (o, -I=
clen ol 9 . &5 /»/4 9/%//2"4/% e
)

._I-_Jt f de = QdL’) // dgd )Cleb
i

i
(. C(L> 1’] 2

//( %>dxdv@:’
//decb / [“”3 frde =[ = m a* 1T

&
)T'Lﬂ—f(d‘ﬂ(_c’ =
; (‘?r ’S]:/ {‘Oéto, z]
W=0¢e/ %10 be 2,7
g - 2
|— e T
F=

€§

/ (fjm -m )C/x*(cj ‘”‘”‘“b“m)cj‘ﬁ

L i = B

*/‘ Pd x QC/ / é(’ ornOfm'o)-/H(( (‘&O‘M)'O]dé;o
o

Td*(()—(e ) “éG(O,—&,,l %Lo

Greecn &/, | /"L/[_C?T-(—
9—’: C/xa = M/(//(/é’ = 5
/( oy 0 -
L +p = F

é/, Az 1£ETA

"1 * dce) =" p .

o 24 /(C\rclf&nx LB)C‘(X *“({‘*Hb*’( )d
/Z€€?\// @QJ )O} CJ:) //foz.)c] CJ(,

- )_)}(

v
S




oy Iiy/;/ (ZKHL,OE’)CJK—fxﬁch =
)’Ei ><Z+bz":4, Xsza:q]
Cq ° 0, Lo, 2T | — R

@EH”"‘“ F o . o)
) = ;
. :)O//'Cﬂéb‘ﬁ oé—é/({
Oﬂ( ﬁ/z ) - [ O; 4)

CZ -’ [_2 ' CO’, 'Zﬂ’_) — ?2

0 (&) ::(Scm@/ 2 AanMB)

te) = [3,0)
(Ve = (0, z)

Q) 5

C

Y per
[[ngg B ’bl,nfjé’)(ﬂ ,);n@)# CC_QQ/)W\@ ~Con&]d@ -+

d
.-
2l ;
© ) ( '3“2"1@) —Zcan@ AING '30058_1 dG":

/ T L-’(gCOQQ — Z?@Cng
L2 (L J

XA
’—‘/‘////);né(ggé; J/D bl'h‘?QF—Qérynﬂcd’bég‘é(Q =
o

L . LT "
0 0 T o0 A-c8 )G =
B 2 B co ’ gy o= g =
: #/{ ‘- )0 Zéz 3 ju‘r E(Z( ¢ )

o fouJ 2l B
/ap )
//( . ) /Xc/a "// 'Sg,'gb;)dxdub‘
[) =
Pou‘l‘?fzhlc -
//5003—0/)(6/3 = //BK A @(/’C///'C'({C) [ ] é%Tr
Qe o, 2T\
E € A 31 L

_— é/j;f// Cé;, Df/z’c”/zc% /f’g/za/ye



7 : A/I/A LS /26-747@‘?//4&'5 o Z—ofzam I

%}’,2/ reT A\

Y4 %//cm
/fV)I:%))rld - x5 ol
y 0T
,}r - x Z,'_ (/)Z: c 2 ;///4/) O -)y."ﬁ'/ /w/.{???é/-’;aﬂr/é.qq

Ereen = 7[5/ Oyt Pelx ;// C(xcl OBk

_I:%I X{O("’O X%/x—_

Q“_'Lo, ZTT’} —a 1R

7(6) & e, asing)

Fio)<= {a o ' |
( 7 - J — 4@’)/’6 /L/éc_ ///Zéﬁ /éﬁ?é

ad( /z)iff)/a)

21

ZQ(GDQ(Q’\\A(Q) acpo B - (a6 )aning|- g»\,q@ ] de =

0 h _‘1 kA ;
Zn
- Zaﬁ/ ~Nalf - ccszQ d@) Za /[_———// 28 ¢ Coﬁa@) 6/59
0 2
= fode 25
e

176 L 22N

QG D P B ‘ _ p \/
2 - 2 et = [ g ) ey 2
]

D P——
7a ! /

21t é
“/ / /‘7.{4‘/&: Z

=2 (’/;z ?/Z/a/ C/ﬁ v c/‘:z’c“/?t’//" %”’7’”75




A2 A2l i T .
’{")r//(cxég(,? S*//// /:O[\/__
////c-f LS T o/\/ [c 4 l+c)//)4@]\/ CCL+!'JJtC) RCV)

- : £ el o
J/Z//[bfa = (CJA

£ FERNCORIC

ALD - ALD .
X = f(m@ D‘}r\§ﬂ
e eﬂn(‘D (9/ (fé’fg/ T’/Z_:(

L,D:ffb

b e pe (o)

,P’ / = (02‘51“95
/r// / [/ﬁxnéam & JCos?ﬂ +/" C%@sangﬂ)/ ’)h?ﬁC/[c/ﬁé
3 42]

Y/ I —//Q._Q(b()x _QLO’ ?)a/&"

< = 5% QL\J&.
CX/D’FI)'X{—@ ({6‘?—3(( D5 =Su 3

2=0 43 2N |;_lm,__

=

=)
:J//C/,yf :///(faﬂlbwuzq)d\/‘— | F'ﬁ
:///(/ny* z})@/xc/y/sf = ;4/

n l 3 . o N Q
- PR 4 ©)ocls céc?(/f? = o>
2= 7

11



2n) 273 S
:///—-352/);7@4- ?(?ccf)éc{?ﬁn/(»dé:["']’— B{TT\.(
o Jv o

. \/A) // (xuy, LJ})XA() A S
i L

| T
g &E’ 2% JL ;l](&tﬁ,q)é//z i X(‘tbz"f‘—{’aaL(

#

EEY Lt yt), 120

2= 8, u S,
/7&)@4) C”J%/Z:

XZ'{ (Dz'*}&:t\
A%Apxx“5aJ

2% =+ E

22 3 20 =>» 1 =021
=2 f =% X o ”DZTB (’}'/kmﬁj |

/0“9,‘92 2x)cl S ://

]

(CD@ ée L"O/sz
// V)-{- 2 A)o/\/ o Lb (a/:\n() f)éiﬂolﬁjlﬂrf
= & 2l Q[?"r/é,, /7ca’c,l'_)a ]
el 2Py o8 2 Sl -pf | |
&
< :L(—'(X?_+">&) = l:L\_() ‘

)i

e b=pt |
= (poin@ + 3+ am&)fd} |
i W

_.ffz

[ oprirs 5

5 +/a(d’)5@([f ) = F m@\f“(//c/@ P



7 E.u |
’// Ly )" - £ -prdode =

3B

A5 AR picern / e ,\.,x_u")c' p
z o B2 A L2 2 A

. X w i y
- )

. - z
X&—rbva(; A) =4

"”//". ///’//",/S

& T
FQX,‘D{Q):(@X{-?L LB(-XI :)LBX+(O/ )

L:;Z
C ?Z?,
. \thQ g Lot »
Ly AVeera:
1) DP%/')/'arf‘ﬁ/r/h ,
/m{fc/s ://ﬂfo{;‘c/jfa//fol?/’/ 40
S ‘T -,

2) lovi 1S fy////é/ & /74»',1
:SV:SL/S =D {2:41:0,x2+(/‘>2‘—*—4}

LALSES
/i////a k o

g e ﬁ/ ij{ﬁJSA%QMmAKUSdO

Jon PIL =S __/_,:M\F,hl_jjﬁ |
//ma/fc/ﬁ.-/@/f%/”//mma —o
5 J

// méﬁcﬁ:—/jwc@f-n s

S

1%




N
Y

S /_,C TO LS (’/6.4(347‘

N 1

/”O"L/’/C/“ /i’:JS =/ Fi(f(@))d"(@)c/@:

S S o
g(6) = (cesb, anE.0)

H{z{_bzz,] 6 e o, 2T)

Foo UFCO):-(‘d,()/G) V\(ﬁ/l):(c'r 7 o)

02
:/ (Cn@, Pn8, ©). (- »in 6. onk, ©) o0 =
O .

A5 A trcerA

=
Fesk, w2y = (4,6,4)

S = ¥, 4,2y € R x% bz+ §F =

J.

A De"ffww(og. ERARILLY

e € P2 o i
2ae0x,8) = {2-x =0

?floz creTnTu OXY  pavosN

2=4 — ><l{_ DZ{— 4 = 2

3% L33 =

%CD) = S

Jzas = [[-Froye- Fagt Frd=d s
B b

~r/2}>< . o/ -
// T TG |



:/7 41’(06@‘9(2—(1))"/1 1) pedp LO =
/4 b gl (2/)7 Q(u//c/éc/(/ _—

:[ ZQ()Z%C/(/ :/277/ dp = WfZZ (:ﬂ

Z. GAU_SS R

@lrmg w froe wmvial
Foosus S cAGesmeRt T xRyet A
//%Jsmfﬁ// iw FAV ://Oo/\f =
- L pa=J

5 1) /} /f /\CS,‘>
A, Aewcern
,Qx_fj: 4
ﬁ(x/b,?)_(ﬁ; 2x,
-\) j [‘;st 5rc_>;t:€3
: /
ot F =, o 4) o W D LR — K f///
S

/C/’“/D fz/cz;(/jc/x /{—zmﬂv = &




|| 20 ) e ///M(a :
6-9¢ py-x 6-2x

=// /AQ*CIDAX // cf)q—ﬁ

;/2("(»#}(5’ Qx)d"if'j";fi{

Sl ApreeTA o
e S g =
/Zi’o%fj_cfg gf}\zjx,,rz

F Crry, 30 =09, %™

ex ikl N

//fov‘fls = //m(wa)o/vﬁo |
VO%FC]S f//ro{'}:o/j 7«-/ =
‘ sl & s = o< /CZJ 4 -
/L s //m 4, 4)(0):4) (5)=

Il
»

=0 Sy
= 6,41 )
// fOé/‘//C‘/g ;/ ("4t ’4["4) H ’ G[S :/ O = o)
¥ ] ¥ ik /
T
1 Extl — X-%Trlz=c => (70 -1
= ; b —
su EE s :—/ ot Fds = =1 |
& J



=4%’2//Z—€7?\
DA 260 Dd x4 (Yo -Cx)d
o ﬁgy(‘z’x by el & Dy Gty )l

Po2xt bt by by

A
C‘J " O;l('é) = (é,{z’)

Glarsy = Cope) 012 1 ENTAION

—2)
a(a)=(4,1) AAVTEN DY

c, (G, E)=(€&,T¢)

Co) = (,0) OO ENTAFIOA

h= ALDATV
gy =(41)

//’cfw pdy /@m G =

/34 fy +[‘f£ Lt )26 /g{ FLe/liE - éé@)
:/73{2-86‘% &55425‘1/5,/0 ofl $Le2-34dE =
erfop 2e] [ pea] a3 2
//U‘}"— @’j Yol 2

49t ™D [ 1aytely- // oy
/ZYO]@ /SX ‘{XL’X,/T 3%4/*"4’*3

1+

dt=




,;Lf) I:é (3 - kpl)dx_# /‘l(b—-é;x(/b)d(fb
X =0, g=0, X ty9="1
P:’gx e (3'2 G :préx(ﬁ
C.: Uur (¢ o) e (o, 1] i | 2

7,00) =(6,0)  ppienmion c
-
Jz (A = C'/{,- D) I ANTENPDU

G TP= (¢ a-¢) teloAl cleo=(a-1)

GH(C)) {0, 1) OR ¢ EnTAHON

=2  ALPATV
0, (1) = (4,0) -

(3. 0o, €) €€lo )

C5 (0) = (0,0) 0,2 ENTA>0A

| fz(//):('@’/‘):) A LDATY |

/ 2¢ " dt - /424 = Br(/t-zmiz)"{(/d—L‘)+6é(4~f)°“*‘
-] Yedt -

2_ 347 é%ﬂ&] =

[f /+5/(;f/( o )“r[lf“%’% B o |

:/-—// -F-———

s WAD//O e //%M/UC/X:
// ]dx 5(4 ox +xdlx = /S(fo)]

}

>
3 )
AKx




\/,I:/@/Cx I S |
S /‘/<
2 ? |
y = XﬁLLO_“q i B

p= aL \\

C:0t6) = (acon®, bon®) O, 70)

0(o) = (4,0) (ORI ENTAIIOA
= 3
J2ANTEND U
T(L)=(6,°)
P = x+y VS
(217

(a oyt bainb) (-
o - /

1n | . .
/ QC%Q/))”Q’Q;G ?(9 &)DCOSZG L)/Su §CO><9 QO

’ SO al;eﬂ@ a‘ﬂg abmiy 5/ B
/"'—C"c COB = _,__ /

// 5 1ty / 1Al //?c/*f@“

/ R / ‘14 /6 = ~27cH)

o 1A

//oh

abing)— (- LnB) b cob & JdE =

dp I %}(DH)C/M (rx)lg b Loty
, Gl L ETT
B/(%) = /ﬁ/D/}ﬂZé/ 2a 0077 {CU)C/“/ G.COS é) ) O
A ’d B
F ( e = [ A-1)= O
it f 2 g%\ 6)}7@ a7 | = [#2.4 44, ) =
| %Jrl Fe X x £y

proes &) /Ec/,c. :/j/ro//;c/s =0
i |




’i") I;/% (D—})c/xf* (Q—X)be(pr)éjf

by
| X
+
|

||l
i
N
X
4
e

l

o

-y A -
> S » SURP- S o
/’Oé///-:' /a_x "8’“@ raq_
Z-X X~
&b»”}. .

= D - o
Swrce) :‘/ Fd | ://roéffc/&
A {
| ~ 'y i 1/:,_//(9:
Z://_Z%eﬁa/xcfj —//_221-—2/((
6 Jo

[k oatde < - 2 (<)
WAL A /W//*é V=T

(

7. /4/2//éé’f,q
F/L(x W, ¥) =(HY (quswc){ x 2 (x ‘i‘ij'(l)’ >(r7(><+x3+23,\\
/ | R | Q
4 /j\\ /B
robF - . ZIN ot .

%1(zx+b+1) (x4 Y) X Ot |
= (>< Z, sz\- Q}Xﬂxa,Zij-qu}
2x1+25ﬂ94%2f2?}><f231+%2/

I rxrlyt+% % 2x1- 234" R =B, 6 0) = by



-

Fex,ux) =(2x% oy ’rLjLQ + 112&5) %8 AN +1\-Z></ x A ><<:§+7q>«3)
o

IS, : 2 .\,_12
— ’QX‘D%'HU > .

¢
5= x Z”)r)“ ¢ ‘32”*3“3* + \/\(ub\q)

[}F XZ}{—Z(_-))(F-IJP-{?X

= ®“L4 QU X + 2o WUSA)T
I%—L/b

=5 h(u>,:x) = R 4 SEF)
‘@i =2 ><2\0+ \szwt ZQLDX-—F fd('-})r—xzbc«r XL§+ ZQXL%

=) KM = < R Y
Aiker o A=B=0 => )fé"fb;:’f):f(_j}"L:’) i
412 Ariceta

4) 1 //(X b,%) J S

o? & ¥ — 7
Gus => J F s // o AV %

:}4 LN pRACONIC

B 2
e

Lh Aw=AcD
//70/\/ /// 3C;C5d4c/(cf@— x:c§(@§9@
Ty b = T
> =Cc
:/ [ s b¢ /\/4 fzf'//(/Qd S =abcy
0] o ?_: 4_(?_

M

114 P, | e
ga’gc/ //”g(//’/)]d 0/&

2 N
Ze 54/ A —0 c/@ = (/ _ﬁ—& ZC(f’
0

i}

e




AV)i://(XZ/Dl/Ql)‘C/_S ol @ik,b)q'{.ﬁ

G, ; ///Fa/s :///(/zyﬁ/v’
I'///kZXij+?4}c/V = (/
Z fofj" Z;LC]X/C/?‘

///)‘ ”29*3*)] Jpc/“//:. 41y + 23 )c C/D(_«/}-
, // y j+2a43]c’? s/a v il Dt dp=

e N
’/4 A 2;%4} :_3_4__J

22



ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
Fisika eta Ingeniaritza Elektronikoko Graduetako 2. kurtsoa - 46. Taldea

Lehen azterketa partziala. 2019ko Urtarrilaren 1753,.

1

+ 2.

(2.25 puntu) Izan bedi f(z,y,z) = z? -I—y + 22 4z +y+ 2 funtzioa. Aurkitu f-ren mutur

'absolutuak D ={(z,y,z) e R®: 2® + y* + 2% < 1,y + z = 1} eremuan.

(2 puntu) Izan bedi ondorengo sistema,

etV fuw —1=0,
ye* V- 2uv —1=0.

Frogatu sistema horrek u = u(z,y) eta v = v(z,y) funtzioak inplizituki definitzen dituela
(z,y,u,v) = (1,1,0,0) puntuaren ingurune batean. Kalkulatu u eta v funtzioen Taylorren
lehen mailako polinomioak (1,1) puntuan.

(2 25 puntu) Kalkulatu bi era ézberdinetan f 3z%ydz + dy lerro integrala, non C' kurba

y=3r,y==o eta z +7 = 4 zuzenez osatuta dagoen erlojuaren orratzen aurkako norantza
hartunk

a) Zuzenean.

" b) Analisi Bektorlaleko teorema egoki bat erablhz

. (1.5 puntu) Izan bedi C kurba y—|—2z eta $2+y—+z =1 g&lnazalen ebakidura. Kalkulatu -

ondorengo integrala, 0
/ (—y3 -F cos (€%))dz + ydy + zdz. -
C N -

. (2 puntu) Kalkulatu F(z,y,2) = (z3y + %, —z%y?, —a?yz + 22) funtzioaren S gainazala-

rekiko fluxua non S gainazala honako solidoaren muga den,
Q={z?+y?2—22<1,2<2,2> -2},
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