9. Gaila

Aldagai konplexuko funtzioak

9.1 Oinarrizko definizioak eta adibideak

Definizioa. Izan bedi @ C C. [ aldagai konplexuko funtzio konplexua £ multzoko
puntu bakoitza zenbaki konplexu batekin erlazionatzen duen erregela da,

fiQC

z~w = f(z2).

z € § zenbaki konplexua denez, forma binomikoan idatz dezakegu, 2 = 2z 4 y¢. FEra
berean, f(z) € C denez, bere forma binomikoa dugu, f(2) = u + iv. Normalean,
honela idatziko dugu

.f(z) — ’lL(:ﬂ,y) s ’i’b‘(.’l}, y)
Beraz, f-rekin lotuta bi aldagaiko bi funtzio erreal ditugu edo, beste modu batean
esanda, bektore-eremu bat R? planoan,

(u,v): Q@ C R? —» R?
(2,y) ~ (u(a:,y),'v(m,y)).

Adibideak.
i z) = 22 = 2% — % 4 22y
Yy Y
w(z,y) =2° — 3, v(z,y) = 2zy.

(i) f(z) = 2|
u(z,y) = va+y? v(z,y) =0.

f(z) = argz ere balio errealetako funtzioa da. argz funtzioaren definizio-
eremua C — {0} da.

tanu(z,y) = 2, v(z,y) = 0.
x
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178 9. Aldagai konplexuko funtzioak

9.2 Limiteak eta jarraitutasuna

Definizioa. Izan bedi 2 C C. z € C Q-ren metatze-puntua dela diogu baldin eta
Vr>0, (Bi(z)—{z}))NnQ#0
edo beste modu batean esanda, baldin eta
Vr>0 JweQ, wz: |lw—z| <

Hau da, z-tik nahi dugun bezain hurbil, badago 2-tik desberdina den 2-ren punturen
bat.

Definizioa. Izan bedi f: Q2 C C — C eta izan bitez zo,l € C, z, f-ren metatze-
puntua izanik. f funtzioaren zo puntuko limitea | zenbakia dela diogu eta lim f(z) =
z—r20

{ idatzi, baldin eta
Ve>0 36>0: 0<|z—2]|<d,2€Q=|f(2) -] <e

Definizioa. Izan bitez f: @ C € — C eta z; € C Q-ren metatze-puntua, f
funtzioaren zp puntuko limitea infinitua dela diogu eta lim f(z) = co idatzi, baldin
Z—rzZg
eta
VM >0 36>0: 0<|z—2| <d,2z€Q=|f(2)] > M.

Definizioa. Izan bedi 2 C € non QN {z : |z| > M} # 0 M guztictarako. f
funtzioaren oco-ko limitea [ € € da eta lim f(z) = [ idazten dugu baldin eta
Z—r00

Ve>0 FK>0: |2|>K,z€e Q= |f(2) ]| <e.

J funtzioaren co-ko limitea co da eta lim f(2) = oo idazten dugu baldin eta
Z—00

VM >0 3K>0: |z|>K,ze€ Q= |f(z)| > M.

Proposizioa 9.1. lzan bitez [: Q CC > C, f =u+iv, 20 = 2 + iy € C Q-ren
metatze-punilua, eta l =1 +ily € C.

ivreefi ) e lim wlz,y) =11 eta lim vz =y,
z=r20 f( ) (zw)—(20,90) ( ) ! (z39)—(20,90) ( ) :

Froga. Biinplikazioak frogatuko ditugu. Horretarako, gogora dezagun | Re z|, | Im 2| <
2] < |Rez|+ [Imz] eta |z — 20| = /(z —20)% + (y — y0)® = [|(,3) — (20, wo)l.

=) lzan bedi ¢ > 0 edozein. lim f(z) = [ denez,
z2—rzQ

36>0: 0<|z—2]<d2€ = |f(2) -] <e

lu(z,y) — U] = |Re f(2) — Rel| < |f(z) — ] eta |v(z,y) — lo| = |Im f(2) — Im{| <
|f(2) =] direnez, 0 < |[(2,y) — (0, %0)|| = |2 — 20| < & denean, |u(z,y) — | < € eta

[v(z,y) — l2] < ¢, hau da, lim  w(z,y) =1 eta lim v(z,y) = la.
(2,9)—+(x0,y0) (wy)—(xo,y0)
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<) Izan bedi ¢ > 0 edozein. lim  w(z,y) = eta lim  v(z,y) =L
(@y)—(xo0,90) (24)—(x0,30)
direnez, existitzen dira d; > 0 eta d2 > 0 non

s €
0 < |I[(z,y) — (@0, vo)l| = |2 — 20| <01 == |u(=,y) —l| < 5

€
0 < [l(z,y) — (2o, wo)|| = |2 — 20| < s = |v(z,9) — o] < 5

Orduan, 0 < |z — zp| < § = min{é;,d2} bada,
1f(2) = Ul < |u(z,y) — h| + [o(z,y) — o] <¢,

hau da, lim f(z2) =L O

Z—20

Proposizioa 9.2, Izan bitez f,g: Q@ C C — C, zy Q-ren melatze-puntua eta

2111}1;0 Flz)y=1 ZILI'Q.O g(z) =m.

l4+m, l,meC,
(1) li}m(f(z)—l—g(z))z 0o b=copme €y edol e Cm=rwo,
z—32p

ind., fremimp=—ioo.

lm, {;meC,
(i) zlLrilo(f(z)g(z)) = 400 I =oco,m+#0, edom=oc0;l#0, edo | =m = o0,
onds, “l==0pme=co.
l
=, LmeC,m +#£0,
(iii) i f(z) 00 I =00,m € C, edo m=20,l€C,
0

T s =
z=z0 g(2) leC,m = o0,

]

wndy b=m==0; edol=m=0.

(iv) lim f(z) =1, limg(z) = m badira lim g(f(z)) = m.
Z=rzo z— z2—¥2(Q

Adibideak.
2 1 . _ .
& TinZ oy @tale—4 lim(z + 1) = 2i.
2=t Z2—1 zZ—¥t zZ—1 z—r
3
1
e lim zi L 0
z—o0 z4 15

Definizioa. Izan bitez f:  C C — C eta zg € 2. f funtzioa zp puntuan jarraitua
dela diogu baldin eta 1511 f(2) = f(z0) bada.
220



180 9.  Aldagai konplexuko funtzioak

Definizioa. Izan bitez f: Q C C — C eta 2y € C Q-ren metatze-puntua. f ez bada
jarraitua zo puntuan orduan zp f-ren etengunea edo eten-puntua dela diogu.

2o f-ren etengunea bada baina lim f(z) € C bada, orduan zy f-ren etengune gaindi-
ZzZ=Fz0
garria dela diogu. f(zg) = lim f(2) berdefinituz, f jarraitua da zg-n.
ZT=¥Z0)
Proposizioa 9.3. lzan bitez f: Q CC — C, f =wu+iv eta 20 € Q, 20 = o + iyo.

[ 20 puntuan jarraitua da baldin eta soilik baldin u eta v jarraituak badira (xq,yo)
puntuan.

Proposizioa 9.4. Izan bitez 29 € Q eta f,9: @ C C — C 2y puntuen jarraituak.
Orduan,
(i) [+ g eta fg jarraituak dira zg-n.

(ii) g(z9) # 0 bada, orduan S jarraitua da zg-n.
g

(iii) g jarraitua bada f(z0) puntuan orduan go [ jarraitua da zg-n.

Adibideak.

1
o f(2)= 2 jarraitua da puntu guztietan zp = 0 puntuan izan ezik. : S
211 P —_— ﬁud-(,&tf\/ A - ( e, ) Z
o f(2) = i da jarraitua v/—1 puntuetan, baina . .
i g
z-+41 z+1 1 ; l) Ay & . & L(

L LY ) ey Rk

beraz zy = —1 f-ren etengune gaindigarria da. 2.z £° eko 2= " Q)JW{\)‘LL“CLLL
3 iwitea oo da, Wortaz, ox

3 .
x’ —1 e
= Y o da jarraitua zy = 0 puntuan, definituta ez dagoelako puntu ((_} L dx‘cdcun'c\

o f(2) FEFwY)
honetan, baina
3 3
i L
*@o)(00) 2 + 3

lim f(z) = =040 =0,

Im —
20 (29)—(0,0) 22 + y?

beraz zp = 0 f-ren etengune gaindigarria da. & Polouwreboun  kallboloto !
e f(2) = |z| jarraitua da puntu guztietan.
Aldiz, f(z) = arg z, C—{0} multzoan definiturik, ez da jarraitua zenbaki erreal
negatiboetan. Izan bedi zp = 2y € R™,
21113;0 arg z =,
z=xo+iy,y>0
argz = — .

lim
zZ—rzg
z=z0-+iy,y<0

Lt HD‘)LMJLLK W%L(ak_ bollio du G wankecde
\LC,LULU L€ ’-bt,ko {
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Beraz, lim arg z ez da existitzen eta arg z ez da jarraitua zp-n.
22

Gauza bera gertatzen da beste edozein argumentu kontsideratzen badugu.
Adibidez, f(z) = 0 bada, non 8 € Argz N |[0,27), [ ez da jarraitua zen-
baki erreal positiboetan. Orokorrean, @ € R finkoa bada, f(z) = 6, non
0 € ArgzN [o, 27 | @) den, ez da jarraitua 2, = 7€’ moduko puntuetan,
Vr>0.

9.3 Deribatu konplexua

Definizioa. Izan bitez @ C C, f: @ — C eta 29 € Q. [ zp puntuan deribagarria
dela diogu baldin eta
£ = fle) _ | St h) = [(z0)

lim im
z—+20 TR h—0 h

zenbaki konplexua bada. Kasu honetan, limite hau f/(zp) adierazpenaren bidez
idazten da eta f-ren zg puntuko deribatua dela esaten da.

Adibideak.
o f(2) ==
i {E) =F@) 22y oy vaec
z—rzg Z— 20 z—r20 2 — 2
o f(2) =%
lim J(zo+ h) — [(z0) = lim m = lim E
h—0 h h—0 h h—0 h

h zenbaki konplexua da. Bi limite norabidetu kalkulatuko ditugu, lehenengo
eta behin h erreala hartuz,

li ¥ 1
h.lg}] h e
heR

eta orain A irudikaria hartuz, hau da ¢y modukoa, y erreala izanik,

lim = —1.
h—0
h=iy,yck

h
h

Bi limite hauek desberdinak direnez, f ez da inon deribagarria.

o f(2) =|2|? = 2=

2zp = 0 bada,
LG =)

Z—rZQ zZ2— 2 z2—0 2z
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beraz f'(0) = 0. Baina 25 # 0 bada,

lim Fzot+ h) = f(z0) = lim (20 + A)(20 + h) — 20%
h—0 h hos0 %
. 20k + hZG + hh R
=lim—m—m =7 ( b )
o n 0+ lim{ 205 +h

eta limite hau ez da existitzen.

Beraz, f(z) = |2|? deribagarria da soilik zy = 0 puntuan.

Proposizioa 9.5. Izan bitez 20 € Q ela f,g: Q@ C C — C 2y puntuan deribagarriak.

(x) (f +9)'(20) = f'(=0) + ¢'(20).
(i) (f9)'(20) = f'(20)g(20) + f(20)g' (20).

() 9(a0) £ 0 bade, (L)' () =L ’(zo)g(z&;o )J;gza)g'(zO)_

() f: 1 CC—C etag: Qy CC — C badira, f() C Qy izanik, f 20 puntuan
deribagarria eta g f(z9) puntuan deribagarria, orduan

(g0 f)(20) = ¢'(f(20)) " (20).

Proposizioa 9.6. lzan bitez f: Q C C — C eta 29 € Q. f zg-n deribagarria baldin
bada, orduan jarraitua da zo-n.

Froga. Frogatu behar dugu li]}n f(2) = f(z0) dela, hau da lim (f(z) — f(20)) = 0
Z—rZ0 Z—=rZp

dela. f deribagarria denez, lim J&) = J(z) _ f

(20) € C, beraz limiteen propi-
zZ—rz0 Z— 20

etateak erabiliz,

Jim (£(2) = o)) = tim LS o) gy 00

Tkus dezagun orain zer erlazio dagoen f = w -} 4v funtzioaren deribagarritasun eta
u,v funtzioen diferentziagarritasunaren artean.

Definizioa. Tzan bitez u: D C R? = R eta (z¢,50) € D. w (x0,y0) puntuan
diferentziagarria dela diogu baldin eta existitzen badira 4, B € R non

i U@ y) —ul@o,g0) — Az —20) — Bly —y0)

0.
(,y)—(wo,v0) V(2 — 20)2 + (y — )2

ou ou .
A= a—x(mu,yu) eta Be= %($(r,y0) dira.
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a a
Oharra. Izan bitez u: D C R® — R, eta (zo,%0) € D. a_u = Uy, 8_u = wuy

z Y
jarraituak baldin badira (zg,%0)-n, hau da, u.. = €' klasekoak badira (zq,yo)

puntuan, orduan u diferentziagarria da (zo,yo)-n. Alderantzizkoa ez da egia, hau
da, u, eta u, ez dira jarraituak izan behar w diferentziagarria izateko.
bl Y v

Definizioa, Izan bitez f: 2 C C - C, f = u -+ iv eta zg = 29 +typ € Q. f
2o puntuan diferentziagarria dela diogu baldin eta u eta v diferentziagarriak badira
(z0,yo) puntuan.

Adibidea. f(z) = z = z — iy diferentziagarria da puntu guztietan zeren eta
uw(z,y) = z eta v(z,y) = —y diferentziagarriak baitira R? planoko puntu guztietan.

Hala ere, ikusi dugu f ez dela deribagarria, beraz diferentziagarritasuna ez da
nahikoa deribagarritasuna ziurtatzeko.

Teorema 9.7, [zan bitez f: Q CC = C, f =u+ v eta zg =z +iyo € Q. F 2
puntuan deribagarria da baldin eta soilik baldin f diferentziagarria bada ela

ﬂ':v(m(]ayﬁ) :'Uy(m(hyﬁ)&
”y(m(}g yD) = = 'U:?.'(Q:O: y(])-

Bi berdintza hauek Cauchy-Riemannen baldintzak dira.

Guainerq, f deribagarria bada 2y puntuan, orduan

/(20) =(ate -+ i02) (w0, 30) = 2L (20, 30)

o
—(vy — itty) (0, Y0) = —fa—i(mo, 0).

Froga. =) Lehenengo eta behin, suposa dezagun f deribagarria dela 2p puntuan.

1oy _ o $(2) — f(20)
f (ZU) B 2111}1;0 22— 2
_ T, 'U.(:Ii,y) —|—7;’U(.'1:, If) _1"'(3:0:'.9'0) ~z"u(:ug,y0)
(9)—(z0,90) (z —z0) +i(y — vo)

Egin dezagun limitea 2z — 2p doanean y = yp hartuta,

f.’(zo) — lim ’U..(.'E, yﬂ) + ?I-'U(fﬂy y(]) - U(Q_:U,-yo) — ?',-U(wo,yo)

x—x0 (z — =0)
o W00~ w@ow) | o(,00) = (0, 10)
T—rTo X — To T—=rx (J, == :1:0)

:'“*:v(m()s yO) +- 'i'l)m(.‘L‘g, yO)'
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Orain, beste limite norabidetu bat egingo dugu, 2 = z¢ hartuz eta y — 3o. Honela,

f'(z0) = lim w(@o, y) + (20, y) — u(2o,0) — (20, yo)
Yy—ryo z(y y[))
=—i lim u(z0,y) — (@0, o) + lim v(20,y) — v(zo,%0)
Y—ryo Y — Yo Y=o (y — yU)
= — iuy(20,Y0) + vy(20, y0).

Bi limite norabidetuak berdinak direnez, parte errealak eta irudikariak berdinduz,

153;(3}0,?,/0) :'v-y(a;o, yo),
uy(a;ﬂa yO) - = v:l’:(a;OJ yﬂ)

Gainera, u eta v diferentziagarriak direla frogatu nahi dugu. f deribagarria denez
2y puntuan,

- B i .
lim M = f(z) = lim f(2) — f(20) — f'(20)(z — 20) —0

Z—rz0 Z—2p Z—rzo |Z —_ Zol

Parte errealak hartuz, eta Cauchy-Riemannen bigarren baldintza erabiliz,

u($= y) - u(wﬂ: yD) — uﬁ:(mm yo)(.’ﬂ - wU) + UE("BOJ yﬂ)(y - yﬂ)

0= lim
(2y)—(z0,90) Ve —20)2 + (y —yo)?
— i '”‘(3‘: y) = u(.ﬁ!.'[), yU) - u’b(ﬂ‘ﬂa yU)(:L — -'LO) — uy(ﬁﬂﬁyO)(y yD)
(@,y)—(z0,40) V(@ —30)2 + (y — w0)?

Beraz, u diferentziagarria da (zq,y0) puntuan. Bestalde, parte irudikariak hartuz,
eta Cauchy-Riemannen lehenengo baldintza erabiliz,

v(2,y) — v(Zo, Y0) — va(@0, 40) (Y — ¥o) — va(20,%0) (2 — 20)

0= lim
(z)—(20,y0) V(e —20)2+ (y — yo)?
s B v(a,,y) - T)(Q'O:»y()) = (3’03 yﬂ)(a’ — 3’0) — U (@anﬂ)(J yO)
(@)= (ao.00) V& —20) + (§ = po)?

eta v ere diferentziagarria da (zq,yp) puntuan.

=) Demagun orain u eta v diferentziagarriak direla (20, yo) puntuan eta Cauchy-
Riemannen baldintzak betetzen dituztela. Frogatuko dugu

lim —_f(z) — J(z0)

s uz (20, Yo) + iva (20, %0)
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dela.
‘ f(2) — f(20)

e ta(z0,%0) —wa(z0,30)| =
w(z.y) — u(@o, yo) — U0, Yo) (= — o) + v (20, y0) (¥ — o)
(2 —20) +4(y — o)
(v(z,y) — v(20,y0) — us(20,40) (¥ — Yo) — vu(@0,%0) (2 — 20)
(2 — 20) +4é(y — yo)
(z.y) — w(zo,Y0) — uz(T0, Y0)(z — z0) + va(20,Y0)(y — Yol
V(@ —20)? + (¥ — 90)?
[v(z,y) — v(2o, yo) — uax(20, Y0)(¥ — Yo) — va(wo, yo) (2 — 20|
V(@ —20)% + (y — yo)?

Cauchy-Riemannen baldintzak kontuan izanda,

+1

|
<

-+

|[u(z-y) — w(2o,Yo) — wx(Zo, Yo) (2 — 20) + va(@o, ¥0) (¥ — o)l
V(@ —20)2 + (y — y0)?
_ [ulzy) — u(@o, yo) — ua(20, y0) (@ — 20) — uy(@o, yo)(y —30)|
V(@ —20)? + (y — %0)?
u diferentziagarria delako. Modu berean, Cauchy-Riemannen lehenengo baldintza
erahiliz,

[v(2, y) — v(o,y0) — (w0, y0) (¥ — yo) — va(0, y0) (= — @0)|
V(@ —20)* + (y — o)?

_ [o(@,y) — v(@o,40) — vy(@o,90)(y — y0) —va(0s y0) (= —20)|

i V20?4 - ’
v ere diferentziagarria delako. Beraz f/(z) existitzen da eta
f’(‘g{l) :‘Um(ﬂio, yO) + ivﬂ:(mﬂl yO)
=vy(20, Yo) — iuy(z0,y0) = —i(uy(z0,y0) + tvy(z0,Y0))
:ua:(m[): yD) = i'uy(x(],y())
=vy(20, Yo) + e (20, yo) = i(va(20,y0) — vy (20, %0))- O

Korolarioa 9.8. u eta v C' klasekoak badira eta Cauchy-Riemannen baldintzak
betetzen badituzte (zo,y0) puntuan orduan f = w- v deribagarria da 2o = xg + Yo
puntuan.

Adibidea. Izan bedi f(z) = e* cosy + ie” siny.
u(z,y) = ¢® cosy eta v(x,y) = e®siny diferentziagarriak dira R? osoan. Gainera,

Uy = e®cosy, vy =€ cosy == Uy = vy, V(z,y) € R%

uy = —€e®siny, v, =€"siny = uy = —vy, V(z,y) € R2,
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Cauchy-Riemannen baldintzak betetzen direnez, f deribagarria da puntu guztietan,
eta

f(2) = ug + vy = €% cosy + ie®siny = f(z).

Adibidea. Ikusi dugu f(z) = Z ez dela inon deribagarria. u(z,y) = 2 eta v(z,y) =
—y diferentziagarriak dira puntu guztietan, baina Cauchy-Riemannen baldintzak ez
dira betetzen, zeren eta

Ug =1, vy; =0

uy =0, vy=-1
beraz ug # v, puntu guztietan.
Adibidea. Izan bedi
()
——, 2z #0 bada,
J(z) =9 =
0, z = 0 bada.

f-k Cauchy-Riemannen baldintzak betetzen ditu z = 0 puntuan, baina ez da derib-
agarria puntu horretan. Lehenengo eta behin, aurki ditzagun f-ren parte erreala, ,
eta irudikaria, v. z = 2+ iy bada,

Z)? @) (z—diy)?® 2®—32%y 4 3a(iy)® — (iy)®

z Iz|2 - 22 + o2 - 3$2+y2 ,
beraz 3 2
e
wz,y) ={ 2% ty? (z,y) # (0,0) bada,
0 (2,) = (0,0) bada;
eta 3
Yo — 3x°y
gy =4 Baqp r B¥)F O0) bada,
0 (z,y) = (0,0) bada.

Deribatu partzialen definizioa erabiliz,

du ~ou(h,0) —u(0,0) AP/R?

R A

@(O, 0) = lim w485 — 90, 0) = lim L. 0,

oy h—0 h h—0 h

Ov v(h,0) —v(0,0) 0

—_ 0 0)y=1 _— = ]' —_ =

IR L R

A v(0, k) — v(0,0) h3/n?

—(0,0) = lim ———2" "7 — Jj;m —— —

R R
Ikusten denez, ug(0,0) = v,(0,0) eta u,(0,0) = —v,(0,0), beraz f-k Cauchy-

Riemannen baldintzak betetzen ditu.
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Ikus dezagun orain f ez dela deribagarria z = 0 puntuan.

lig T =SO) _ . B _ (E)z,
z—0 2 z—0 z z—0\z

Z\ 2 ;
eta limite hau ez da existitzen: z = x erreala bada, (—) =1; eta z = re™/4 bada,
z

9.4 Funtzio holomorfoak

Definizioa. Izan bedi f: ¢ C — C, Q irekia izanik.

(i) f 20 € € puntuan holomorfoa dela diogu baldin eta deribagarria bada zg
puntuaren ingurune batean, hau da, existitzen bada 7 > 0 non f deribagarria
den B, (2g) bolako puntu guztietan.

(ii) f ©-n holomorfoa dela diogu baldin eta holomorfoa bada Q2-ko puntu guztietan.

)
(iii) f funtzioa osoa dela diogu baldin eta holomorfoa bada € plano konplexu osoan.

Adibideak.

e Polinomioak osoak dira.

e —, P, polinomioak izanik, funtzio arrazionalak holomorfoak dira izendatza-
ilea anulatzen ez den puntuetan.

o f(2) = |2|? deribagarria da soilik zp = 0 puntuan, beraz ez da inon holomorfoa.

Definizioa. Izan bedi u: D C R? -+ R, u € C*(D). u D-n harmonikoa dela diogu
baldin eta bere laplacearra nulua bada puntu guztietan, hots,

32 32
u"‘—u:“m‘*‘“yyjoa V(z,y) € D.

e —
Y= ay?

Teorema 9.9. Izan bedi f: Q C C — C holomorfoa, f = w -+ iv, u,v € C? izanik.
Orduan v eta v harmonikoak dira 2-n.

Froga. f holomorfoa denez, Cauchy-Riemannen baldintzak betetzen ditu. Orduan

Ugy = (u’m)rﬂ = (U‘y)m = ('Ux)y = (“'“’y)y = TUyy

hau da, Au = 0. Era berean,

Vpa = ('U:L)m = (*'U"y)m = *(uﬂ:)y = “('U'y)y = T Uyy. g
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Proposizioa 9.10. Izan bedi f holomorfoa multzo ireki eta konexu batean. Re f,
Im f edo |f| konstantea bada, [ ere konstantea da.

Froga. f holomorfoa bada multzo ireki konexu batean, orduan Cauchy-Riemannen
baldintzak betetzen ditu multzo horretan, hau da, f-ren parte erreala u eta parte
irudikaria v badira, u; = vy eta uy = —v,.

(i) u konstantea bada, uy = u, = 0 dira multzoko puntu guztietan. Cauchy-
Riemannen baldintzengatik, v, = v, = 0 multzoko puntu guztietan eta ondo-
rioz, v konstantea da. u eta v konstanteak direnez, f bera konstantea da.

(ii) v konstantea bada, v, = v, = 0 dira multzoko puntu guztietan. Cauchy-
Riemannen baldintzengatik, u, = 1, = 0 multzoko puntu guztietan eta ondo-
rioz, u konstantea da, beraz, f ere.

(iii) |f| konstantea bada, orduan |f|* = u? 4 v? ere konstantea da. Bitan deribatuz
z-rekiko alde batetik eta y-rekiko bestetik,

2ty + 2vv, =0 < 2(('1:,1.)2 + Wl + (vg)* + 'u'um) =10,
2uuy + 200y =0 <= 2((uy)® + uuyy + (vy)% + vuyy) = 0.

Azken bi adierazpenak batuz,
(uz)? + (uy)? + (v2)2 + (vy)? + uAu + vAv = 0.

[ holomorfoa denez, u eta v harmonikoak dira, Au = Av = 0, alegia. Ondorioz,
Uy = Uy = Yz = vy = 0 dira, beraz u eta v konstanteak eta f ere. |

Definizioa. Izan bitez u,v: @ C R*> — R C? klasekoak. w eta v funtzio har-
moniko konjugatuak direla diogu baldin eta u eta v harmonikoak badira eta Cauchy-
Riemannen baldintzak betetzen badituzte Q-m, hots, f = w 4+ v holomorfoa bada
Q-n.

Oharra. Aurrerago ikusiko dugu f €-n holomorfoa denean f’ ere holomorfoa dela
{¥-n. Indukzioz f-k ordena guztietako deribatu holomorfoak ditu. Beraz, f = u -} iv
holomorfoa bhada, u,v € C°°,

Teorema 9.11. Izan bedi @ C C eremu sinpleki konezua eta izan bedi w € C*(2)
harmonikoa Q-n. Orduan ewistity egiten da f: Q — C funtzio holomorfoa non
Re f = u, hau da, ewistitzen da v € C*(Q) u-ren harmoniko konjugatua. Gain-
era, f (eta ondorioz v) bakarra da konstante batengatik izan ezik.

Oharra. (2 ez bada sinpleki konexua, ezin da ziurtatu aurreko teoremak dioena egia
denik.
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Izan bedi u(z,y) = log(z? +y*). Funtzio hau harmonikoa da © = C — {0} eremuan.

w. — 2T - 2(z? + y?) — da? B 2% —y?

T 2 427 (22 + y2)? - (22 + yz)z’
w200y -4 P

y 22 2’ vy — (22 + y2)? - (22 + y2)2°

Beraz wqy + uyy = 0, V(z,y) # (0,0).

Demagun orain existitu egiten dela u-ren harmoniko konjugatua, v, eta defini deza-
gun
g(t) = v(cost,sint), VteR.

Deribatzen dugu eta kontuan hartzen ditugu Cauchy-Riemannen baldintzak:
g'(t) = —sint v, (cost,sint) 4 costv,(cost,sin t)

=sin t uy(cost,sint) + cost ug(cost,sint)

- 2sint + £ 2cost
=giip———  joost— =
cos?t + sin®t cos?t 4 sin’t

Beraz, g(t) = 2t + k, k konstante bat izanik. Gainera, t = 0 hartuz, g(0) = k, hau
da, g(t) = 2t + ¢g(0). 1zan bedi orain ¢t = 2.

g(2m) = dm + g(0) = v(cos 2, sin 21) = 4 + v(cos 0, sin 0)
= v(1,0) = 47 +v(1,0) = 47 = O!!!

Kontraesan batera heldu gara eta arrazoia da R? — {(0,0)} ez dela eremu sinpleki
konexua, beraz ezin dugu ziurtatu u-ren harmoniko konjugatua existitzen denik.

Adibidea. Tzan bedi u(z,y) = 22 — y*. Lehenengo eta behin egiaztatuko dugu u
harmonikoa dela, eta gero kalkulatuko dugu bere harmoniko konjugatua.

Uy = 22, Uy = —2y

Uge =2y, Uyy = —2 => Ugg+ Uy =0, Y(z,7) € R?.

u harmonikoa da R? osoan. Aurkitu nahi dugu orain v non (u,v) bikoteak Cauchy-
Riemannen baldintzak betetzen dituen: u, = vy, uy = —v,.

vy = —uy = —(—2y) =2y = w(z,y) = 22y + h(y),
v =u, = 224k (y) =% = H(y)=0.

Orduan v(z,y) = 22y + k, k € R edozein izanik, u-ren harmoniko konjugatua da.

f(2) = ufz,y) +iv(2,y) = 2* -y +i(2zy + k) = 2* + ki

holomorfoa da.
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Adibidea. u(z,y) = €® cosy funtzio harmonikoa da R? osoan, zeren eta

Uy = €e”cosy, uy=—€e siny ‘
Uns = €7 CO8Y, Uy = —€7 COSY = tgy |ty =0, ¥ (2,y) € B2,
Kalkula dezagun orain bere harmoniko konjugatua.
Up = —Uy = €' siny = v(z,y) = " siny + h(y)

vy = uy = e“cosy+ A (y) =e®cosy = K (y) =0.

u-ren harmoniko konjugatua v(z,y) = e”siny + k da, k edozein konstante izanik,
eta
f(z) = e®cosy+ie®siny + ki

holomorfoa da.



ANALIST BEKTORIALA ETA KONPLEXUA

9. Gaia: ALDAGAI KONPLEXUKOQO FUNTZIOAK
Anrketak

1. Aurki itzazu ematen diren Q multzoen f funtzioaren bidezko irudi-multzoak, adierazpen
grafikoa eginez:

(1) f(2)
(i) f(2) =+

[l
S

35, ={z€C: 0<argz <7/2, 0 < |2| <400}
iz, ={2€C: 0<Rez<2 0<Imz <1}

I
b

1
(iii) f(z2) ==, ={2€C: Imz > Rez}
A
2. Azter ezazu honako funtzio hauen jarraitutasuna. Kalkula ezazu, halaber, lim f(z).
200
: 22 +1 " - :
(iNF(2) = : Em.: i gaind., lim f(z) = oo.
zZ— 1 200
4
P z" 16 . . _
(iR (z) = T Em.: £2, 42 ez gaind., z]glc}o g =1,
s 52

Em.: 0,1 gaind., —1, i, 283 o7 gaind ., lim f(z) = 0.
200

Em.: —1 gaind., %ﬁ ez gaind.; lim f(z) = 0.
Z—r00

3. Azter ezazu funtzio hauen deribagarritasuna:

() flz +iy) =2® +ay —i(y+1) Em.: Derib. z = —i puntuan.
il ztw)=(z+1)+y m.: Derib. z =z + -] puntuetan, Va € R.
i) f(z+i 1) + iy? Em.: Derib 5 VzeR
(i) f(z +13y) = 2 — 3 — 22y + i(2? — y? — 2zy) Em.: Derib. z = 0 puntuan.

4. lzan bedi f(z) = u(r,0) + iv(r,0) non 2 = ret® den. Froga ezazu Cauchy-Riemannen bald-
intzak koordenatu polarretan hurrengo moduan idazten direla:

Tty =04, TV, = —Ug,

Cauchy-Riemannen baldintzak polarretan aplikatuz, azter ezazu honako funtzio hauen derib-
agarritasuna:

G} Flg) =2 Em.: f deribagarria da puntu guztietan.
(i) f(z) = |z|2® Em.: f deribagarria z = 0 puntuan soilik.
5. Azaldu ezazu zergatik funtzio hauek ez diren inon holomorfoak:
(1) f(z+iy) =2y +iy
(i1) f(z -+ iy) = e¥(cosz + isina)
6. Aurki itzazu f(z +4y) = u(z) + iv(y) moduan adieraz daitezkeen funtzio holomorfo guztiak.

Em.: f(z) =az+8,a€ R, e C.



9.

10.

11,

12,

. Froga ezazu f(z) C-n holomorfoa bada, g(z) = f(Z) ere holomorfoa dela. Zer esan dezakegu

h(z) = f(Zz) funtzioari buruz?

. Zer baldintza bete behar dute u(z,y) = az?+ 2bxy +cy® funtzioaren koefizienteek harmonikoa

izan dadin? Baldintza betetzen bada, kalkulatu harmoniko konjugatua.
Izan bedi u(z,y) = 4%y — 4z + x + 1.

(i) Froga ezazu u harmonikoa dela plano osoan.
(i) Aurki ezazu f funtzio holomorfoa, bere parte erreala u izanik.
Em.: f(z) = —iz* 4+ 24+ 1+ ai, a € R.
(iii) Aurki ezazu g funtzio holomorfoa, bere parte irudikaria u izanik.
Em.: g(z) =2*+iz+B8+14, BER.
(iv) Azaldu ezazu f eta g funtzioen arteko erlazioa.

v funtzioa u-ren harmoniko konjugatua bada, froga ezazu uv eta e* cosv funtzio harmonikoak
direla.

Aurki itzazu k-ren balioak, u(z,y) = (e + €)sin2z funtzioa harmonikoa izan dadin.
Kalkula ezazu bere harmoniko konjugatua posible den kasuetan.
Em.: k=2, v(z,y) =2e%cos2z +a; k= -2, v(z,y) = (e —e W) cos 2z +a, a € R.

Esan ezazu honako funtzio hauek harmonikoak diren (posible den tokietan) eta kalkula itzazu
haien harmoniko konjugatuak:

(i) w(z,y) = 2* — 62%y? Em.: A )
(ii) u(z,y) = €e”cosy Em.: v(z,y) =e*siny + k
(i) w(z,y) = 2® — 3ay® Em.: v(z,y) =32%y —y° + k
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