11. Gaia

Integrazio konplexua eta
Cauchyren teoremak

11.1  Aldagai errealeko funtzio konplexuak

Definizioa. Izan bitez I C R eta u,v: I — R aldagai errealeko funtzio errealak.

h:l—C
t ~ h(t) = u(t) + iv(t).

aldagai errealeko funtzio konplexua da.

h-ren deribatua eta integrala definitzeko, u eta v-renak erabiltzen dira:

B (t) = u'(t) + i/ (¢),

/:h(t) = f:u(t)dt +i/abv(t) dt.

Horretarako, u eta v deribgarriak edo integragarriak izatea beharko dugu. Zenbait
propietate aldagai errealeko funtzioen propietateetatik atera daitezke. Batzuetan,
hala ere, konplexuak erabili behar dira.

Teorema 11.1 (Katearen erregela). f: D € C — C eta h: (a,b) — C funtzio
deribagarriak badira eta h(a,b) C D betetzen bada, f o h deribagarria da eta

—F (1)) = F'(h(t))M'(2). Lowp e

Proposizioa 11.2. Izan bedi h: (a,b) — C jarraitua. Orduan

[: h(t) dt‘ < /ﬂb|h(t)| dt.
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214 11. Integrazio konplexua eta Cauchyren teoremak

11.2 Kurbak plano konplexuan

Definizioa. Izan bitez a,b € R, a < b.  Esaten dugu ~: [a,b] — C aplikazio
jarraitua kurba parametrizatua dela. .

/[D‘\‘l-> L 0% \m'l \

e 7(a) kurbaren hasierako puntua eta y(b) amaierako puntua dira. )

L
e v injektiboa bada, esaten dugu kurba sinplea dela. (kurbo«-}c— bore borva ebalkibae

e v(a) = ~(b) bada, esaten da kurba itzia dela. bode, ez da 5”;"“?@ im‘ip )

e v itxia bada eta [a,b) tartean injektiboa, orduan, esango dugu kurba itz
sinplea edo Jordanen kurba dela.

Definizioa. Izan bitez I = [a,b], J = [a, ] eta h: J — I funtzio jarraitu bijektiboa.
Izan bitez v: [a,b] — C eta 4=~ oh. Esaten da 4 «-ren birparametrizazioa dela.

h gorakorra baldin bada, (o) = v(a) eta 5(8) = ~(b) dira eta esaten dugu
birparametrizazioak orientazioa mantentzen duela. Aldiz, h beherakorra denean,
¥(a) = v(b) eta ¥(8) = 7(a) dira eta esaten da birparametrizazioak orientazioa
aldatzen duela.

Definizioa. « kurba itxi sinplea bada, y-k orientazio positiboa duela diogu baldin
eta erlojuaren orratzen kontrako orientazioa badu.

Definizioa. Izan bedi : [a,b] — C kurba. -ren aurkako kurba hurrengoa da:

v :[-b,—a] = C
t = y(—t).

(D] Vi)

Yea) Vi)
[

~~ orientazioa aldatzen duen ~-ren birparametrizazioa da. Muturrak trukatzen dira:
~-ren hasierako puntua v -en amaierakoa da eta alderantziz.

Definizioa. Izan bitez v1: [a1,b1] — C, 72: [a2,b3] — C bi kurba eta demagun
1(b1) = y2(az) dela. Orduan
7 +92: [a1,b1 + b2 —a] — C

; L, m@), t € [a1,b1]
IYZ(t_b1+a'2)} te [blabl+b2—a2]
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hfa)=T(6y)

Vi)
Yty

Definizioa. Izan bedi 7: [a,b] — C kurba parametrizatua. -y C* klasekoa bada,
esaten dugu kurbe leuna dela.  Halaber, 4 C' zatika bada, esaten dugu kurba
zatika leuna dela. Hau da, v zatika leuna da jarraitua badaeta a =ty <1 <+ <
tn, = b existitzen badira non « deribagarria den (t;, t;41) tarteetan, i = 0,...,n—1,
deribatua jarraitua izanik. Kasu horretan, esaten da ere vy bidea dela.

B \)\J»kh)ttcw ez doo sertan C° L Qo skoe. £20m, botue
Adibideal. Pu\.\@ [(.OPJ(\J horee FINITUA  AXxCun be her Ehs .

(i) Izan bitez a,b € C. a eta b puntuak lotzen dituen zuzenkia hurrengoa da: = —

1
Y~ u+kv [
Y(oyzC —= =G

|
¥0,1] — C
t — (]. - t)ar s tb. [
; | '
Antzera, b eta a puntuak lotzen dituen zuzenkia; | ¥arz b —e v=b-a 1

i

| \
Y .({-40l— C \

tiry ()a-th |

[0, =+ & \DQ_B‘\M\\'QG\ evrati L2
t — ta+(1—1t)b.

|

18 3y

n (]

(i) Izan bitez 2o € C, R > 0. 2o zentroko eta R erradiodun zirkunferentzia,
orientazio positiboarekin, honela parametrizatzen da: (_) N - )' e & 1=l = R%

¥ |[=ma = C B { —3 3._.30=Rét

t— =5 25 4 Re'.

Zirkunferentzia bera baina kontrako noranzkoan, — 2V&eéliecun CLL(\)" ux Wokle .

v i [-mm] = C
t — ZU+Re—f‘t.
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teloal

v

(iii) Erpinak 0, 1, 1 +1 eta ¢ puntuetan dituen karratua, orientazio positiboarekin:

i < L+i t, t €[0,1],
L4 (t—1)i, te[1,2],
, ) () = .
(B—1t)+i, tel2,3]
N (4 —t)i, t € [3,4].
0 i 1

Edo, v =1 + 72 + 3 + 714 moduan deskonposatuz, non

1n(t) =t, te[o,1],
Yo (t) = 1 + ti, tel0,1],
y3(t) = (1 —t) + 1, tel0,1],
74(t) = (1 — )i, t€o,1].
Edo, v = 71 +72 — 73 — ¥4 moduan deskonposatuz, non -y, eta 2 goiko kurbak
diren eta
() =t +3, teo,1,
Fa(t) = ti, teo,1].

11.3 Aldagai konplexuko funtzioen integrazioa

Definizioa. Izan bitez «y: [a,b] — C bidea eta f y-ren ingurune batean definitutako
funtzio jarraitua. Orduan, f-ren + bidearen gaineko integrala honela definitzen da:

[ 1erd= [ oot
Fla) = ula y) vl y) beldin Bads, vta y{E) =(8) 4 () orduan
[ff(z) dz :f:(ﬂ(ﬂf(f),y(f)) +iv(z(t),y(t)) (' () + iy (t)) dt
= [ ’ (ue(®), ¥ (E) — v(a), y(EO) () de

v a

b
+i [ (e ®,uOW )+ o(2(0), y)2'0) d.
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Oharra. Izan bitez (P, Q) planoko bektore-eremu jarraitua eta y(t) = (z(t), y(t)),a <
t < b, kurba zatika leuna. Honela definitzen da (P, @)-ren integrala vy-ren gainean:

b
[ Pas+ @iy = [ [P®,v0)7' () + Qe uOW ©) v
¥ a
Horren arabera,
z2)dz = udx — vd g ud! vdx).
Afu ‘L( w+‘L(y+ )

Teorema 11.3. Izan bitez v bidea, 5 bere birparametrizazioa eta f ~y-ren ingurune
batean jarraitua. Orduan

(i) ¥-k orientazioa mantentzen baldin bady, / fle)dz = / f(z) d=.
¥ v

(it) ¥-k orientazioa aldatzen baldin badu, f f(z)dz=— / f(z) d=.
¥ i

Froga. Izan bedi h: [a, 8] — [a,b], non 4 =« o h den. Definizioaren arabera,

[_Tf(z)dzzfjf(’?( £} dt = / FO (RN ()R (t) dt.

Egin dezagun £ = h(t) aldagai-aldaketa azken integralean. Orduan,

h(B)
[f@ﬂréf FAE)Y(€) de.
¥ h{«)

4-k orientazioa mantentzen badu, (o) = a eta h(f) = b, beraz

Lf(z) dz = /:f(v(i))*r’(é) dé = [rf(z)dz.

Aldiz, 4-k orientazioa aldatzen badu, h(a) = b eta h(f) = a, eta ondorioz

[ steras= [ Feenntere = - [ rotenerde=- [RCE

Definizioa. Izan bitez v: [a,b] — C bidea eta f y-ren ingurune batean definitutako

funtzio jarraitua.
| st = [ re@mend

b
o) = [ el = [ @@= [ VEOPTTOPa

~ kurbaren luzera da.

Bereziki,
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Proposizioa 11.4 (Integral konplexuaren propietateak). lzan bitez vy, 1, v2 bideak,
f eta g kurben ingurune batean definitutako funtzio jarraituak eta o, 8 € C.

i af(z z))dz =« z)dz z)dz.
()L(f()ﬂig()) fou +ﬁf79()
(it) f(x)dz= | f(z)dz+ | [(z)d=.

Y1+72 T V2

fit) [Y ) f(z)dzze‘[r el s

(i) | ] f(2)dz

< [ 1@l dzl.

W | / £(2) dz| < max| ()| 162).
Adibideak.

i 2% dz non v erpinak 0, 1 eta 144 puntuetan dituen triangelua den, erlojuaren
g

orratzen kontrako noranzkoan. - hiru zatitan banatuko dugu, v = v1+92—93,

non
m:[0,1] = C L1i
t —
)
v2: [0,1] = C s
t = 14+t e
/3 1 >~
Y3 [U, ]—} c 5 ,))1 3
t = (142).
Orduan,

fz2dz=/ zzdz—i—/ z2dz—/ 22 dz
Y " Y2 Y3
1 1 1
=/ thH/ (1+tz’)2idt—/ (1 +)02(1 + 1) dt
0 0 0
1 1 1
:]~§dt+i/10t2+2ﬁﬁﬁﬁ(l+ﬂ3/1ﬁdt
0 0 0
1 1 1
:Ui—l%3¥ﬁFX/t%ﬁ+i/(ﬁ—2/tdt
0 0 0

31 1
:3—3‘—‘ '—R‘
( 7J)30+E 0
=l1—i4+:i—1=0.
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(i1) zdz, non |z| = R jatorrian zentratutako R erradioko zirkunferentzia
J|z|=R
den, erlojuaren orratzen kontrako norazkoan hartuta. (t) = Re®, t € [—, 7]
moduan parametrizatuko dugu. Orduan,

—T =1

f zdz = [ Re™Rie®dt =iR* f (cos(2t) + isin(2t)) dt
|z|I=R

s

=0.

==

2 2

_iR? (sin 2t  .cos 2t)

=0

=% -

m i m
(iii) / zdz= | Re "Ric®dt=14R? [ dt=2nR%.
|z|=R
dz 1 A "
iv == —Rtdt=1i /| dt=2m.
( ) jl;|=R z —Tr -,Ren a —

(v) Vzdz, non y/z C\ (—o0, 0] multzoan definitutako erro karratuaren adar
|z|=R
nagusia den.

Vzdz = / VRS Riet dt = iRVR | e%idt

|Z|:R —T
—iRVE =¥ = 2R‘/E(e'%” —e T = _4RVE,
3% |, 3 3
(vi) Vzdz, non /z C\ [0,400) multzoan definitutako adar nagusia den,

|z|=R
hots, v/—1 = 4. Hemen, parametrizazioaren definizio-tartea /z-ren definizio-
eremura egokitu behar dugu, ¢ € [0, 27]. Beraz,

2T 2
Vzdz = f VRe's Rie' dt = iRVR / e3idt
0 0

™ 9RVR
o 3

|z|=R
3w 00y _ 74R\/R
(e ") = -

W
31

11.4 Kalkulu integralaren oinarrizko teorema

Teorema 11.5 (Kalkulu integralaren oinarrizko teorema). lzan bitez v: [a,b] — C
bidea eta f jarraitua y-ren irudiaren puntuetan. Demagun F holomorfoa existitzen
dela non F' = f den. Orduan

/ 1(z)dz = F(Y(b)) - P(1(@)):

F' = [ bada, esaten dugu F f-ren jatorrizkoa dela.
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Froga. Izan bedi g(t) = F(y(t)). Katearen erregelaren arabera, g'(t) = F'(y(¢))v'(t) =
fly(®)Y'(t). Orduan

b b
f f(z)dz = f FO@OW (¢) dt = f ¢'(t)dt = g(b) — g(a) = F((b) — Fv(a)). O
v a a

Adibidea. / z" dz kalkulatuko dugu, n € Z guztietarako.
|z|=1

n+1
e n > 0 bada, f(2) = 2™ funtzioaren jatorrizkoa F(z) = ;—I- 7 funtzioa da C

osoan. Beraz,

f 2"dz=0, ¥Yn=>0.
|z|=1

o n < —2 bada, f(z) =

ez da jarraitua z = 0 puntuan, eta jatorrizkoa
1

——F = f-ren

(L4-n)arl f

z*'n,
ere ez da definituta egongo puntu horretan, baina F(z) =

jatorrizkoa da C — {0} multzoan. Ondorioz,

f Z"dz=0, VYn<-2.
|2|=1

; 1 ; : ; ; ;
o Azkenik, n = —1 bada, — funtzioaren jatorrizkoa logaritmoaren edozein adar

A
da, baina logaritmoaren adarrak holomorfoak izan daitezen, jatorritik infini-
tura doan kurba bat kendu behar da C-n, eta kurba horrek |z| = 1 zirkunfer-

entzia ebakitzen du; beraz, ezin da aurkitu — funtzioaren jatorrizko holomor-
P

forik |z| = 1 kurbaren ingurune batean.

d
Ikusi dugun bezala, / &2 — omi # 0.

=1 2

Teorema 11.6. fzan bitez } C C multzo irekia eta f jarraitua 2-n. Baliokideak
dira:

(i) f-k jatorrizko funtzioa du Q-n.
(it) f-ren integrala Q-ko kurba itzietan 0 da.

(i1) Q-ko 1 eta yp kurben hasierako puntuak eta amaierako puntuak berdinak badira,

dz = dz da.
[ 1= | s da

Froga. (i) = (ii): aurreko teoremaren ondorioa da.
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(ii) = (iii): 71 4+, kurba itxia da. Orduan,

0- f(z)dz+Lf(z)dz=Llf(z)dz—Af(z)dz.

il

(iii) = (i): izan bedi a € § eta y(a, z), a puntuan hasi eta z puntuan amaitzen den
bide bat §2-n. Defini dezagun

F(z) = /( )f(w)dw.
vy(a,z

Ondo definituta dago (iii)-ren arabera.

Frogatuko dugu F'(z9) = f(z0) dela 2z € 2 guztietarako, hau da,
F _

lim —(Z) F(z0)

z—2p zZ— 20

— f(20) = 0.

Tzan bedi € > 0 edozein. (1 irekia eta f jarraitua direnez, existitzen da ¢ > 0 non,
|z — 20| < d bada, z € Q eta |f(2) — f(20)| < € diren. Gainera, (iii)-ren arabera, z
horietarako,

[ twaw=[ - fwaus [ fw)ds,
v(a,z)

’7(0.,20) [za 52]

non [z, 2] notazioak zg-tik z-ra doan zuzenkia adierazten duen (zuzenkia ()-ren parte
da). Beraz,

1
F(z) = F(z) + / flzo +t(z — 20)) (2 — 20) dt.
0
(Zuzenkia zg + t(z — 20), 0 < ¢ < 1, parametrizatu dugu.) Orduan,

F(z) — F(20)
Z2— 20

1
~ fz0) = fo [F(z0 + t(z — ) — f ()] dt.

Baldin |z — 29| < & bada, w € [20, 2] guztietarako |w — zo| < & beteko da eta, hortaz,
|f(w) — f(20)| < € izango da. Ondorioz,

PO F) | [*1fotite— o)~ feold<e. T

Z— 20

11.5 Cauchyren teorema integrala

Teorema 11.7 (Cauchyren teorema). Izan bitez @ € C non Greenen teorema aplika
daitekeen, f Q-ren ingurune batean holomorfoa, f' jarraitua izanik etay = 98 Q-ren

muga. Orduan
ff(z) dev=->0.
%
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Froga. Demagun -k orientazio positiboa duela. Tkusi dugun bezala,
] f(z)dz= /(uda, —vdy) + i /(udy + vdx).
2l J ¥

J jarraitua denez, u,v € C! eta aplika daiteke Greenen teorema bi integral hauetan,

beraz 5 P 9 5
v U . u U

J holomorfoa denez, Cauchy-Riemannen baldintzak betetzen ditu, hau da, u, = Uy
eta uy = —vz, goiko bi integral bikoitzak anulatzen direlarik, eta ondorioz,

—Lf(z)dzzﬂ. O

Teorema 11.8 (Cauchy-Goursaten teorema). lzan bitez @ € C eremu sinpleki
konezua, f holomorfoa Q-n eta v kurba itzi sinple zatika leuna Q-n. Orduan,

L_f(z)dz = (!

Korolarioa 11.9. Izan bitez @ C C multzo irekia eta sinpleki konezua eta f holo-
morfoa 2-n. Orduan

(i) 1 eta vo kurben hasierako puntuak eta amaierako puntuak berdinak badira,

[ f@)dz= [ f(z)dz da.
(it) f-k jatorrizko funtzioa du.

Froga. (i) v = 71 + v, kurba itxia da, beraz, Cauchy-Goursaten teoremaren

arabera, / f(2)dz = 0. Hots,
¥

Ozfrf(z)dz: ﬂ“f(z)dz+£ﬁf(z)dz—/ﬁf(z)dz—f?zf(z)dz

2
eta, ondorioz, [ f(2)dz = L, f(2) d.

(ii) Tzan bedi @ € Q, non [a,z] a eta z puntuak lotzen dituen zuzenkia Q-ren
barrualdean geratzen den. F(z) = [” f(z)dz = f[a . f(zdz bada, frogatuko
dugu f'(z) = f(z) dela z € ) guztietarako.

F(z) — F(~ 1 %o =
T ey = ([ s~ [ feoydw
z z

2z — 20 zZ— 2

Izan bedi € > 0 edozein. f holomorfoa denez, bereziki jarraitua da zp-n eta

ondorioz, existitzen da § > 0 non |z — 25| < § denean |f(2) — f(20)| < € den.

Orduan, |z — zp| < ¢ bada, w € [z, 2] guztietarako, |w — 2| < § ere eta beraz

F(z)—F Z20 1 0

PEZZE) )| = 2 [ ) feo)l izl <
Z2—2 2

|z — 20|

Iz — ZO|E‘ZMZO| =€
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hau da,
F(z)—F
F'(z) = lim Fla)— Fiz) = f(z0): M.
Z—r2g zZ— 2D
Teorema 11.10 (Cauchyren teoremaren forma orokortua). Izan bitez 90,1, .+ Yn
bide ilwi sinpleak eta Q; v kurbak mugatzen duen eremua, t = 0,...,n guztietarako.

Demagun € € Qo dela i = 1,...,n guztietarako eta Q; Ny = 0 dela ¢ # § bada.
n

Tzan bedi Q) = Qg — U Q; eta aukera dezagun -y; kurban orientazioa Q ezkerraldean

i=1
gera dadin. f funtzio holomorfoa bada S2-ren ingurune batean, orduan

zn:/wf(z)dz-z&

=0

Froga. Demagun n = 2 dela, eta defini ditzagun hurrengo bideak:

a =vo+ + Lo + M4 + L1 +v24 + Lo,
B=no_ — Lo+ 4p- — Li +"i_ —Lps

« eta 8 multzo sinpleki konexuen barruan geratzen dira, beraz, f holomorfoa denez,
Cauchy-Goursat-en teoremaren ardbera,

/af(z)dz=[9f(z)dz=0.

Orduan,

0=Af(z)dz+fﬂf(z)dz

_ %+ﬂ@¢w+£mﬂﬂizﬁﬂuf&mz+ f@”z+/'

Y24

f(z)dz + / f(z)dz

L-]_ Ly

+ f()dz— [ f(2)dz+
Yo— L,

f(2)dz — . f(2)dz -I-/

M-

f)dz— [ f(e)d

Y2—

={ f(2)dz+ | f(z)dz+ | f(2)d=.
Yo gt 2

Beraz, | f(z)dz+ [ f(z)dz+ [ f(2)dz=0. =
Yo ! ¥2
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Adibidea. Izan bedi +y jatorria barneratzen duen edozein kurba. Orduan, |z| = R
zirkunferentzia -k mugatzen duen eremuaren barruan geratzen bada,

1y

2PN Iy

C -
9/

Oharra. Aurreko teorema honela ere ulertu daiteke: 9, Q-ren muga, kurba kon-
posatutzat hartzen da, v;, 0 < j < k, kurba gustiez osatua. 9Q-ren gainean no-
ranzko bat definitzeko, 2 multzoa uzten da ezker aldean. Orduan, f-ren integrala
dfl-ren gainean 0 da.

11.6 Cauchyren formula integrala

Teorema 11.11 (Cauchyren formula integrala). Izan bitez«y bide itzi sinplea, erlo-
Juaren orratzen kontrako noranzkoarekin hartuta, Q C C ~-ren barrualdea, f holo-
morfoa Q-n eta zg € Q. Orduan,

. ot [ .
f(20) /7_—

2mi J 72— 20

Froga. Baldin C;, = {2 : |z — 29| = r} zirkunferentzia 2-n badago, Cauchyren
teoremaren forma orokortuagatik,

[L g [ L8 g
L

z—2z o B %

f(z20) + /() ~ f(=)

. Z—2p

=f(z0) /C,- zfzzg +fc, f(z; — 50(20) dz.

Cr, ¥(t) = z0 + re®, t € [—m, ] aplikazioaren bidez parametrizatuz,

dz T piett ,
/ T = dt = 2mi.
Cy 0 —z TE

Bestalde, f jarraitua denez zp-n, lim f(z) = f(zp), hau da, edozein ¢ > 0 emanda,
Z—r20

d > 0 existitzen da non, |z — 29| < § bada, |f(2) — f(20)| < € den. Har dezagun

7 < ¢. Orduan,
[ IO )  <lC)
o Z— 2 r

= 2me,
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hau da, linz.) M dz = 0 eta ondorioz, / Lzz): dz = 2mif(z). d
=0 Jo, ) y %20

Adibidea. Kalkula dezagun / Zc'do—jjg dz, v desberdinetarako.
o

e |z| = 2 zirkunferentzia.
cos z
P
har kallulatzeko erabil dezakegu Cauchyren teorema eremua sinpleki konexua
ez denean. Orduan, r < 1/2 hartuz,

funtzioa ez da holomorfoa 0, i eta —i puntuetan. Bere integrala y-n ze-

>
>

AW SR
NN N
y

/‘ cos z gy — / cos Z e / cos z &z
|2]=2 23 4 2 |z—ij=r z(z — i)(z + ?:) |2|=r z(z — i)(z + 1)

3 f cosz i
jatil=r 2(2 — i)(z + 1)

9.5 _CO8% 4 o COs 4 9mi COS
=2mi - T ——————— Tl ———
P | M e Tty | IS ey
_COS1T _cos 0 ),
=2 2 2Me———
i Y + m(—z’)i + m(—i)(~2z’)
,e_l R € g1
= Ty + 27t — i

=2wi{l —ceshl).

1
Beste aukera bat da P frakzio sinpleetan deskonposatzea, honela,
z5 4z

Cos z cosz lcosz 1lcosz
2342 z 2241 2z—1i
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eta ondorioz,

/ csosz Ay — coszdz_lf Cosz-dz}ﬂ/‘ coszldz
|2|=2 2° + 2 l2|=2 2 2 Jizj=2 2+ 2 Jjz)=2 2 —1

i 1
=27icos 0 — §2mi cos(—i) — 5271'12 cos

=2mi(1 — cosh1).

i
° (z— 5‘ = 1 zirkunferentzia. Lehen bezala, bi modutan egin daiteke.

r < 1/2 hartuz,

g
D).
NS

/ cos z oz / COS Z BT f Cos z "
— —_—az _—
limil=r 2>+ 2 |o—il=r 2(2 — 1) (2 +1) lz)=r 2(z — 1) (2 + 1)

9 CoS 2 4 omi CcoS 2
=AML ——— ¢ M
Py Ml P | P
cos i cos 0
=2mi—— 4 2mi
m 2 + m(—z’)i
=2?T?:(1ﬁ008hl).
2

Edo, frakzio sinpleetako deskonposaketa erabiliz,

CcoSs 2 cos z 1 cos z 1 Ccos z
f ) sz:f ) dz—§/ ) +d2‘§/ ) _,dz
lz—i|=1 %" T 2 lz—i]=1 % |z—4|=1 % T 1 lz—i|=1 % —1

1 1
=2micos0 — 50 - §2m' cos i

cosh1
=omi(1- ).
i 5
e |z| = 1/2 zirkunferentzia. Kasu honetan, etengune bakar bat geratzen da

kurbaren barruan; beraz,

f e dzzf P2 gz —2mi 2L = 2micos0 = 2ri.
=172 2% + % |z|=1/2 2(2* + 1) 2241,
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Teorema 11.12 (Funtzio holomorfoen deribagarritasuna). lzan bedi v kurba itzi
sinplea, erlojuaren orratzen kontrako noranzkoarekin hartuta, eta Q, y-ren barru-
aldea. f holomorfoa bada Q-n, edozein ordenatako deribatuak ditu bertan. Gainera,

zg € Q bada,
S0 = 5 Gy

Froga. Indukzioz frogatzen da. n = 0 kasua Cauchyren formula integrala da. fl=1).
erako balio duela onartuta, f(™-rako balio duela ikusi behar da. Horretarako,

i 10 (e~ emar) ~ e

ikusi behar da, zeren eta

FO V(20 + h) — F"D(29)
h

F™ () = lim
h—0
eta, indukzioaren hipotesia erabiliz,

(n—1) ” h :(nﬁ.l)! f(Z) dz,
F (U+ ) [y(z ”

2 —zp— h)"
n— _(n — 1)1 f(Z)
F D (z) = = /T =) dz.

Tkus dezagun n = 1 kasua:

1 1 1 1
h\z—z—h z—2z (z — 20)?

1(z—20)* — (2~ 20 — h)(z — 20) — h(z — 20— h)

h (z— 20 — h)(z — 20)?
1(a— 20)% — (z — 20)% 4+ h(z — z0) — h(z — z0) + h?
h (z— 20 — h)(z — z)?

h
(z—20)%(z — 20 — h)

da. Izan bitez d zp-tik y-rainoko distantzia eta M = max,cy |f(2)|. Orduan,

2 [% (Z*.:o s z—120> (2 “120)2] -~

}f h

(z — 20)%(z — 20 — h)

a

I 11(7) [h]
f'fz)Hz o HllE— |'d’ﬁd2<d 1))

dugu eta limitea 0 da. O
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Adibidea. Kalkulatuko dugu f = dz, v kurba batzuetarako.

5 22(z—1)

o |z| = 2 zirkunferentzia. Deskonposa dezakegu 1/(2%(z — 1)) frakzio sinpleetan.

Honela,
Cos 2z COSZ COSZ COSZ

2(z—1) z2—1 2 2t ”

beraz,

Ccos z COos z Cos z cos z
_dz—/ dz——/ dzf dz
v/|:z|:2 72 (Z - 1) |z|=2 # — 1 |z]=2 # |z|=2 7

o
=2micos 1 — 2micos0 — %(cos z)'|

z2=0

=2mi(cos 1 — cos0 + sin0) = 2mi(cos 1 — 1).

Edo, Cauchyren teorema eremua, sinpleki konexua ez denean erabiliz, r < 1/2
hartuta,

/‘ CcoS z 4 f CoS z fon / COS 2 ey
—— R —_— _—
|z|=2 #2(2 — 1) |z|=r 22(2 — 1) o—1]=r 22(2 — 1)

2m’(cosz)’ 49 .COS Z
=— g
].1 z—1 z2=0 T z2 2=%
—sin0(0 — 1) — 0 1
=omi( =2 EO* 1§2 04+ 250 = aricos 1~ 1),

o |z| = 1/3 zirkunferentzia. Kasu honetan zy = 0 da kurbaren barruan geratzen
den etengune bakarra, beraz,

/ CoS z 4 ZWi(cosz)f
— 2= —| —
|z|:1/3 22(2 = 1) 1! z—1

® |z — 1| = 1/3 zirkunferentzia. Berriro, etengune bakarra dugu kurbaren bar-
ruan, orain zgp = 1. Orduan,

= 27i(—cos 0) = —2mi.
z=0

COS z COS Z )
/ 57— A= —g— = 2micos 1.
lz-1)=1/3 #%(2 — 1) 27 |a=1

Teorema 11.13 (Moreraren teorema). Izan bitez Q C C irekia eta sinpleki konexua

eta f: Q — C jarrattua, / f(2)dz = 0 bada -y bide itzi sinple guztietarako, orduan
¥

f holomorfoa da 2-n.

Froga. Cauchyren teoremaren korolario modura ikusi dugu baldintza horietan ex-

istitzen dela f-ren jatorrizko funtzioa, F', holomorfoa D-n. Orduan, F' = f ere
holomorfoa da. (]
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Teorema hori Cauchyren teorema integralaren alderantzizkoa da. Han esaten genuen
funtzio holomorfoen integrala kurba itxietan 0 dela; hemen, integrala 0 bada, funtzioa
holomorfoa dela.

Teorema 11.14 (Liouvilleren teorema). f: C — C funtzio osoa eta bornatua baldin
bada orduan konstantea da.

Froga. f bornatua denez, existitzen da M > 0 non |f(z)] < M den, Vz € C.
Orduan, V2 € C, eta VR > 0,

/(s ) ’ 1 f f(z d | < .Mr/ 1 dz _ 27RM M
o) = |[=— —_— ==,
270 J|z—z0|=R (z— 2)? 270 J|s—zoj=r |2 — 20|12 2w R2 R

Limiteak hartuz R — oo denean, |f'(z)| =0, V 2z € C, beraz f konstantea da. 0O

Teorema 11.15 (Batezbestekoaren propietatea). f holomorfoa bada |z — 29| < 7

zirkuluan,
2

f(z0) = % ; F(z0 + re't) dt.

Hau da, f-ren batezbestekoa |z — zg| = r zirkunferentzian f(zy) da.

Froga. Cauchyren formula integralaren arabera, C, = {2z : |z — 29| = r} bada,

L[ )
21 o, 2 — 20

f(20) = 5—

7(t) = 20 + re't, t € [0, 2n] parametrizazioa hartuz,

L[ flzo+7e") . 1o it
f(zo):% ; T?‘ze‘ dtzg 1 flzo0 + re™) dt. O
Teorema 11.16 (Modulu maximoaren printzipioa). Izan bitez Q C C irekia eta
konexua eta f €1-n holomorfoa eta ez konstantea. Orduan, |f(z)|-k ezin du mazimoa
lortu Q-n. Bereziki, [ jarraitua bada U 9Q multzoan, orduan, |f|-k bere mazimoa
O82-n lortzen du.

Teorema 11.17 (Aljebraren oinarrizko teorema). Koefiziente konpleruetako poli-
nomio ez konstante orok, gutzienez, erro bat dauka plano konplezuan.

Froga. Izan bedi P polinomio ez-konstantea. Baldin P(z) # 0 bada, z guztietarako,
1/P osoa da. Gainera, lim, ,o0 1/P(2z) = 0 denez, 1/P bornatua da. Liouvilleren
teorema erabiliz, 1/P konstantea da eta, beraz, P ere bai. Baina esan dugunez P ez
dela konstantea, kontraesan batera heldu gara eta P(z) ezin da ez-nulua izan puntu
guztietan, existitu behar da zp non P(zp) = 0 den. O
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
11. Gaia: INTEGRAZIO KONPLEXUA ETA CAUCHYREN TEOREMAK
Ariketak

1. Kalkula itzazu hurrengo integralak

I1=f9:dz Ingydz IS:fEdz

ondorengo bideetan,

(i) 0 eta 1 — i puntuak lotzen dituen segmentua Em.: I} = L ; t; I = _12+ ?‘; Is = 1.
(ii) |z| = 1 zirkunferentzia Em.: I =wi; Iy = —m; Is = 2mi.
(iii) |z — a| = R zirkunferentzia, a € C, R >0 BEm.: I = R%; I, = —R%m; Iy = 2n R%.
2. Izan bedi C unitate zirkunferentziaren goiko erdia, 1-etik —1-eraino. Kalkulatu
(i) ‘/\(z2 + 2Z)dz Em.: —8/3
c
(ii) [ 2Im(z%) dz Em.: —7/2
c

3. Izan bedi D = {2 : 1 < |z| < 2,Imz > 0} eta C, D-ren muga noranzko positiboan. Kalkulatu
integral hauek:

(1) [ |z|Z d= Em.: Tri
c
TE z
(ii) / —dz Em.: 4/3
cZ
(iii) / 2| d= Em.: —3
c
4. Kalkulatu integral hauek:
2+i
(i) f (32° +22)dz Em.: 7+ 19i.
1-i
i 142
(i) [/ e dz Bm.: ~X%.
w420 ‘2 1
(iii) / cos (E) dz By 2%
0 2 e
5. Kalkulatu f 22 dz, v unitate zirkunferentziaren goiko erdia izanik, 1-etik —l-eraino, eta z'/2
2
definitzeko /1 = —1 ematen duen adarra hartuz.
Em.: 2— 2

6. Izan bedi vr = {z: |2| = R}. Frogatu

f logzdz‘ » 27r{lnR+‘n}'
R

z2 - R

Ondorioz, erabaki integralak O-rantz jotzen duela R infiniturantz doanean.



7. Bgiaztatu z~' funtzioak integral berbera duela jatorrian zentraturiko elipse guztietarako. On-
dorioz, atera

2m
1 2m
fo a?cos?t + b?sin?t = ab’ (o2 0 il
kz
8. Froga ezazu f ET dz = 2mi dela eta ondoriozta ezazu hurrengo formula
|2l=1
2m :
f "% cos (ksin6) df = 2.
0
e
2% ® LA L
clel - - & Ralkula ezazu dz, 7y zirkunferentzia hauetariko bakoitzerako, orientazio positiboarekin
5 22 — 6z
¥
hartuta:
(i) |z—2|=1 Em.: 0
(i) z—2|=3 Em.: —mi/3
(iii) |z—2|=5 Em.: %(635 —1)
10. Kalkulatu hurrengo integralak Cauchyren formula erabiliz. Hartu zirkunferentzien orientazio
positiboa.
; et/*
(i) ———dz. Em.: 0
|e—1|=1/2 % T %
ile2 1
(ii) cc;shz dz. Em.: gy +1)
lz—2j=2 £ — 1 de
(iii) STW(LI) dz. Em.: imsinh7
ls-1-i=1 22— 22+ 2
(iv) f psla i) dz. Em.: A coshm
|z1=3 2(e* +2) 3
1 m
0. o O Bm.: ——i
i f|z|=4 @+9)(+9) T
(vi) f sin zsin(z — 1) . B 0
b=z 2=z

11. Hurrengo integralak kalkulatu deribatuetarako formula integrala erabiliz. Hartu zirkunferentzien
orientazio positiboa.

(i) fiHl:l t;;%dz. Em.: —n%/2
(i) |2|=2 fz—% dz Bt m%
(iif) flz|=2(j—;h3h1—;dz. Em.: 0
(iv) s WZ);ZTM) dz. Em.: —mi/27
(v) ﬂdz. Em.: —S—ﬂ-el/"(cosl—{—isin 1)

|z-Hi|=2 (22 44)2 64 4 4
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