12. Gaia

Taylor eta Laurenten serieak.
Puntu singularrak

12.1 Funtzio-segidak eta funtzio-serieak

Definizioa. n € N bakoitzerako, izan bedi f,: @ € € — C funtzioa, eta izan bedi
D C Q. {fn}nen funtzio-segida D multzoan puntuz puntu konbergentea dela diogu
baldin eta 2 € ) bakoitzerako existitzen bada lim f,(z) = f(z) € €, hau da

nN-—rco

Vee D, Ve>0 3ng=ngle,2) €N : Vu>ng |fu(z)— f(2) <e.
f:D = C, f(2) = lim fu(z) funtzioa {f,}aen segidaren limite puntuala da D
n—o0
multzoan eta f, = f D-n idazten da.

Definizioa, Izan bitez {f,},en funtzio-segida eta f bere limite puntuala D mult-
zoan. {f,} D-n uniformeki konbergentea dela diogu baldin eta

Ve>0 Ing=mnp(c) eEN: Vun2ng |fulz)—[f(2)<e, VzeD.

fa = f D-n idatziko dugu.

Oharra. Definizioetatik, argi dago { [, }nen uniformeki konbergentea bada, orduan
puntuz puntu konbergentea ere badela. Alderantzizkoa orokorrean ez da hetetzen.
Badaude puntuz puntu konbergenteak diren funtzio-segidak, uniformeki konbergen-
teak ez direnak.

oo
Definizioa. Izan bitez f,: @ C C — C, n € N guztiectarako eta D C €. an

n=1
funtzio-seriea D multzoan puntuz puntu (uniformeki) konbergentea dela diogu baldin
eta batura partzialen segida, {S, = fi + -+ f,}, D multzoan puntuz puntu

(uniformeki) konbergentea bada. {S,} segidaren limite puntuala S funtzioa haldin
o0

bada, S seriearen batura dela diogu eta S = E [ idatzi.

n=1
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o0
Definizioa. g Jn funtzio-seriea absolutuki puntuz puntu (uniformeki) konbergen-

n=1
[e. o]

tea dela diogu baldin eta E | f] puntuz puntu (uniformeki) konbergentea bada.
=1

Teorema 12.1 (Weierstrassen M-testa), [zan bedi { f,}nen funtzio-segida eta dema-
gun existitzen dela {M, },cr zenbaki errealezko segida non |fy(2)] < M,, z € D
guztietarako. Y M, seriea konbergentea bada, orduan " f,, absolutuki uniformeki
konbergentea da D-n.

Teorema 12.2. lzan bedi {f,},cw Q-n definitutako funtzio-segida, f,, jarraitua
wzanik n € N guztietarako.

(i) fu > f Q-n bada, orduan [ jarraitue da $2-n.

[s.4] o0
(1) Z Jfu uniformeki konbergentea bada Q-n, orduan S = Z Ju Jjarraitua da Q-n.
n=1 n=1
12.2 Berretura-serieak
o0
Definizioa. Izan bitez zg € C eta a, € C, n € NU{0} guztietarako. Ea.,,(z —zp)"
n=>0

moduko funtzio-seriea zy puntuan zentratutako berretura-seriea dela diogu.

Aztertuko dugu berretura-serieen izaera. Horretarako, gogora dezagun gai positi-
boko serieetarako Cauchyren irizpidea.

Definizioa. [zan bedi {a,},eny zenbaki errealezko segida bornatua. Orduan

liminfa, = lim (inf ay) = sup(inf ay)
n—eo n—eo k>n k>n

{an}nen segidaren behe-limitea da eta

limsupa, = lim (sup ar) = inf(sup a,;\.)
n—co N > p k>n

{an}nen segidaren goi-limitea dela esaten da.

Proposizioa 12.3. fzan bedi {ay } o zenbaki errealezko segida.
(i) {an}tnew konbergentea bada, liminfa, = limsupa, — lim a,.
n—roo n—00 n—red

(17) {an}nen segidaren goi-limitea (behe-limitea) bere azpisegida konbergenteen lim-
iteen artean handiena (tzikiena) da.
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Teorema 12.4 (Cauchyren irvizpidea edo erroaren irizpidea). fzan bitez ) a, gai
positiboko seriea eta lim sup Va, — L.

n—r00

(i) Baldin eta |l < 1 bada, orduan ) an konbergentea da.
(11) Baldin etal> 1 bada, orduan )’ a, dibergentea da.

Teorema 12.5 (Cauchy-Hadamard). Izan bitez 20 € C, ap € C, n € NU {0}
guztietarako eta A = limsup {/|a,|. Orduan

n—ow

o
(i) 0 < A < oo baldin bade, R = ;1{ izendatuz, Za.,,(z — 20)" absoluluki kon-

n=0
bergentea da |2 — zo| < R diskoan, uniformeki konbergentea da |z — 20| < p

diskoan, p < R guztietarako, eta dibergentea da |z — 29| > R denean.

o0
(ii) A = +oo bada, Zan(z — 20)" dibergentea du z # zy guztietarako.
n=0

(iii) A = 0 baldin bada, Za,,(z — z0)" absolutuki konbergentea da C osoun eta

n=0
uniformeki konbergentea |z — 20| < p diskoan, p > 0 edozein izanik.

Froga. Kontsidera dezagun > |a,(z —20)"| gai positiboko seriea eta erabili dezagun
Cauchyren irizpidea.

lim sup /|an(z — 20)"| = Alz — 20
n—oo
. 1 ; ; P
(i) |z — 20| < R = — bada, Alz — 29| < 1 eta Cauchyren irizpidearen arabera

S |an(z — 20)"| konbergentea da, hau da, - an(2z — 20)" (absolutuki) konber-
gentea da.

|z — 20| > R bada, orduan Alz — 20| = limsup {/|an(z —20)"| > 1 denez,

nN—roa
infinitu n-tarako {/]a,(z — 20)"| > 1, beraz |a,(z —20)"| > | infinitu n-tarako.
Ondorioz, lim a,(z — 20)" # 0 eta seriea dibergentea da.
n—reo

Azkenik, |z — 20| < p < R bada, |a,(z — 20)"| < |an|p” eta an|p™ konber-

3 0] =

gentea da limsup {/]a,|p” = Ap < 1 delako, beraz, Weierstrassen M-testaren
n—oo

arabera, Y a,(z — z0)" (absolutuki) uniformeki konbergentea da.

(i) A = +oo bada, z # 20 denean limsup {/|an(z —z0)"| = +oc eta beraz
Ede el
lim a,(z — 20)" # 0. Ondorioz, } an(z — z0)" dibergentea da.
n—roo
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iii) A = 0 bada, limsup {/|an(z —20)" = 0 < 1 da z € C guztietarako eta
I
n—rod

Cauchyren irizpideak ziurtatzen digu 3" a,(z — 20)™ (absolutuki) konbergentea
dela € osoan.

Gainera, p > 0 bada, |z — 20| < p denean, |a,(z — 20)"| < |ax|p" eta 3 |an|p®
konbergentea denez, berriro Weierstrassen M-testaren bidez ziurta dezakegu
> an(z—20)" (absolutuki) uniformeki konbergentea dela |z —zg| < p zirkuluan.

O

Definizioa. lzan bitez )’ a,(z — 2zp)" berretura-serica eta A = lim sup 3/ |@y|. Tzan
n—reo

1
bedi R = T 0 <A < too bada; B =0, A = oo bhada; eta B = 400, A =0 bada.

R zenbakia )~ a,(z — 20)" berretura-seriearen konbergentzia-erradioa dela esaten
da eta {z € C : |z — 29| < R} seriearen konbergentzia-diskoa edo konbergentzia-
zirkulua.

i Up41 .. . Up 41 " .
Oharra. lim L—I existitzen bada, orduan lim |—J = limsup {/|a,|.
n—oco Ianl Hn—0e0 |(1,nl n—00
Baina gerta daiteke ezkerraldeko limitea ez existitzea. Eskuinekoa, aldiz, beti exis-
titzen da, finitua edo infinitua. Adibidez, a, = 2 bada, n bikoitia denean eta a, = 1
bada n bakoitia denean, orduan

ant1 ) 1/2, n bikoitia denean,
an 2, n bakoitia denean.

Beraz lim ez da existitzen, baina limsup a, — 1.
oo (p n—oo

Adibideak.

= ¢]
(i) E 2" seriea konbergentea da |z| < 1 zivkuluan zeren eta

n=>0

1 1
— = limsup {/|ay| = lim — =1
R n—ro0

n—oo {VT

beraz konbergentzia-erradioa R = | da. Gainera, kasu honetan, kalkula daiteke
batura konbergentzia-zirkuluan.

Sp=1+24+2"4 -+ 4"

28, =z + 2° 4 28 Jran wolfe g S+l

Bi adierazpen hauen kendura egines

- 1
Sy —25, =1-—2" =S
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eta lim 2" =0 denez |2| < 1 bada,
n—roa

(o.0]

1
Zzn — lim S, = T |z| <1 denean.

n—roo
n=0

o0 F

. P ) o

(ii) E — seriea konbergentea da |z| < 1 zirkuluan zeren eta
n

n=1

1 1
= = limsup {/|a,| = lim =1

n—oo n—oo {‘/7_1:

(s.9) n

z"
(iii) E — konbergentea da plano konplexu osoan, zeren eta
7!

n=0
1
| . . |a . n+ 1)! 1
— = limsup {/|a,| = lim ey ’ = lim (——~——)— = lim —- =10
R n—co n—col ap n—oo 1 n—oo 7 4 1
!
n!

oo
iv 9.1 Kasu honetan a,, = 27, m — n! denean eta a,, = 0 bestela.
m I
n=>0

— = limsup {/|ap| = lim V2" = lim 20¢-0! = 1,
R n—roo

n—ro0 n—eo

beraz konbergentzia-erradioa R = 1 da.

Berretura-serie baten batugaiak polinomioak direnez, argi dago funtzio jarraituak
direla, beraz berretura-serie baten batura jarraitua da konbergentzia-zirkuluan, lehe-
nago enuntziatu dugun teoremaren arabera. lkus dezagun zer gertatzen den derib-
agarritasunarekin.

Teorema 12.6. Izan bitez ) " a,(z —20)" berretura-seriea, R bere konbergentzia-
erradioa ela [ funiziow bere batura konbergentzia-zirkuluan. Orduan
(i) 320°  man(z — 20)" ! berretura-seriearen konbergentzia-erradioa Rt da.

(i) F1(z) = 300  nan(z — 2p)" !, |2 — 20| < R denean

Are gehiago, arrazonamendu berbera aplikatuz behin eta berriro, k € N guztietarako

oo

ol Z n(n—1)...(n —k+ Day(z — 20)" %, : |2 — 20| < R denean.
n=k
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Teorema 12.7. lzan bitez R > 0 eta f(2) = 307 an(z — 20)", |2 — 20| < R
zirkuluan. Orduan

(n)
- (, L)
n!
Ondorioz, 377 an(z—20)" = 307 bul(z —20)" bada |2 — 2| < R zirkuluan, orduan

an = by, n guztietarako.

12.3 Taylorren serieak

Teorema 12.8 (Taylorren teorema). Tzan bedi f holomorfoa |z — 2| < R diskoan.
— Orduan,
e ‘ = f(")(zo)
( C,k\ﬂilﬁf‘- AL Hz) = Z;}T
Se oo i s
——— Froga. Tzan bedi z non |z — 25| < R den. Har dezagun r < R non |z — 25| < 7 den.
Cauchyren formula integralaren arabera,

(2 —20)", |2 — 20| <R denean.

s . L [ (w)
f(z) = — ——— du.
208 Jyp—zo=r W — 2
< 1
Lehenago ikusi dugun bezala, g 2" = = |z]>< 1 denean, beraz
=
n=>0

I I B 1 _ Z (2 — 20)
w—2 w—z+tz—=z . (J z—29 ) et (w — zg)n
—z0) (1 - =

w — 2g

Serie hori uniformeki konbergentea da |w — 29| = 7 zirkunferentzian eta goiko for-
mulan sartuta, batukaria integraletik atera daiteke,

1 (2 — /«Ll)
f@) == (w) Z (w mpTTE dw

2w w—z0|=r
Z( — 2)" f )
Z‘IT? =0 [w—zg|=r ('w — ZO)n+1
e I
S 2 — 2 )2 pln)( g
& ”,,—,( o) 7! I (z0)
Z i — z0)". .
: n'
=
/(”) )
Definizioa. Z ' (z—20)" berretura-seriea [ funtzioaren z; puntuko Taylor-
T

n=—>0
ren seriea dela esaten da.
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Definizioa. Izan bhitez f: Q@ C € — C eta zp € Q. [ zp-n analitikoa dela diogu

oa

baldin eta existitzen bada § an(z — 20)" berretura-seriea, |z — 20| < v moduko
n=0

zirkulu batean konbergentea, » > 0 izanik, cta

o

Z an(z —20)", |z — 20| < r denean.

n—u

()

Taylorren teoremaren arabera, f holomorfoa bada zp-n, analitikoa da ere. Baina
alderantzizkoa. ere egia da, hau da, funtzio analitikoak holomorfoalk dira berretura-
sericen baturen propietateengatik. Beraz, hemendik aurrera, funtzio analitikoei bu-
ruz hitz egingo dugu.

Adibideak.
?_ W+ A

.EZZZEsVEGC. }kw\ki'L (1\»“”'

n=>0
£ 2n+1
s _qyn_® = D 2w
e sinz = Z( 1) CEE WizeeC, ' > %
i Coslox = - (5.3
wo s~ .
o0 In
— 71 " v-o € (C
® cosz ,];(,( ) on)l’

Korolarioa 12.9. Izan bitez Q ireki konezua eta f: Q C C — C analitikoa Q-n.
Existitzen bada zo € Q non f*)(z0) = 0 den k = 0,1,... guzlietarako, orduan
f(z) =0, z € Q guatietarako.

Oharra. Aurrcko korolarioak dioena ez da egia R-n. Adibidez,

—1/a? i
Jz) = {C y 2#0,
0, z =0

bada, “(0) =0, k = 0,1,... guztietarako, baina f ez da funtzio nulua, hots,

(n)
@23 0

n!
n=>0

o0
Teorema 12.10. I[zan bedi E an(z — 20)" berretura-seriea, R bere konbergentzia-

n=>0
erradioa, 0 < R < 0o, eta [ bere batura konbergentzia-zirkuluan.

(i) |2 —20| = R zirkunferentzian gutvienez dago puntu bat non [ ez den analitikoa.

(it) R =inf{|z — zy| : [ ez du analitikoa z-n}.

’

%w@

Vaed
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Teorema 12.11. Izan bitez [ analitikoa zo-n eta {zntnen zenbaki konplexuzko
segida, z, # zo tzanik n € N guztietarako eta lim z, = 2. Baldin Filzm) =0

n—oo
bada, n > 1 guztietaruko, orduan f =0 da zy-ren ingurune batean.

Froga. Frogatuko dugu f (")(Zn) = 0 dela n € N guztietarako. Horretarako, indukzio

matematikoaren printzipioa erabiliko dugu.

[ jarraitua denez zp-n, f(z0) = lim f(z,) = 0. Orain, demagun fY)(z) = 0 dela
n—reo

J < m guztietarako. Orduan

m)

m if
f(z Z f Iﬂru) )m — (2 — 2 n Z m' o z(])mfn

m=n m=n
beraz,

j(z) _ Z f A ("“ Zu)m_”.

(2 - 2{))” m=n m!

Bereziki, z = z; hartuz,

2. (m) 20 B
0 () Zf ()( )™,

(26 — 20)" ol m)!

k oo—laulz eramaneyz, seriearen gai guztiak O-ra doaz, lehenengoa izan ezik, beraz

7 (20) = t

Oharra. Aurreko teoremaren ondorioz, hurrengoak ere betetzen dira:

(i) Tzan bedi f analitikoa D ireki konexuan. D-ko puntu baterantz konbergitzen
duen segida baten puntuetan f anulatzen bada, segidaren gaiak limitearen
desberdinak izanik, f = 0 da D-n.

(ii) Izan bitez [ eta g analitikoak D ireki konexuan. f (2n) = g(2n) bada {2z, }nen
segida ez-konstanteko puntuetan eta lim 2, € D bada, f eta g berdinak dira
n-—ro0
D-ko puntu guztietan.

(iii) Izan bitez f eta g analitikoak D ireki konexuan. [ eta g berdinak badira A € D
multzoan eta A-k metatze-puntu bat badu D-n, f eta g berdinak dira D-ko
puntu guztietan.

Korolarioa 12.12. lzan bedi [ osoa eta ez-nulua.

(i) Multzo trinko batean [-ren zero kopurua finitua da (beraz, multzo bornatuetan
ere bai);

(i) f-ren zeroen mullzoa finitua edo kontagarria da.
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12.4 Laurenten serieak

Teorema 12.13. Izan bitez zo € C eta 0 < v < R. [ analitikoa badar < |2—29| < R
eraztunean, orduan

oo

=) = Z en(z —20)", 7 < |2 — 20| < R denean,
n=—oco

non _ .

Er = i ——J 2) dz

218 Jiusii=p (z — zo)" !

den n € Z guztietarako, p € (r, R) edozein izanda.
Gainera, seriea absolutuki konbergentea dar < |z —zg| < R eraztunean, etar < r; <
Ry < R badira, seriea uniformeki konbergentes da vy < |2 — 20| € Ry eraztunean.

Froga. Hartu r < 1’ < |2 — 2| < R’ < R eta aplikatu Cauchyren formula integrala:

: 1 w
=)= / M dw — — fw) da.
2mi Wip—ag|=Ry Wi— & 218 Sy zo=rr W — 2

Lehenengo integralean, Taylorren teoremaren frogan egin dugun bezala,

o (.2. - "U)n
W — Z n +1°

u—'U

Bigarrenean, aldatuko dugu serie geometrikoa (uniformeki) konbergentea izan dadin
|w — 2| = v’ zirkunferentzian, honela

v 12 o) (11_ E_"_) - _,,Z: (bw—_f)o")L'

Honek Laurenten seriea ematen digu eta, bide batez, koefizienteetarako formula.
Hauek zirkunferentzietan integratuz lortzen dira. Fraztunaren barruan dagoen edo-
zein zirkunferentziak balio du integratzeko, Cauchyren teoremaren arabera. |

2= 2

Definizioa. f analitikoa bada 7 < |z — 25| < R eraztunean, f-ren zq puntuko ¢
Laurenten seriea eraztun horretan honako hau da:

o=
@ = ) onte=ap)"
A e (r, )
non ! ) ) d ‘
1 2 e dozaiw !
Cn “_/ L,H_sz, Yn e Z.
Ll .
71 -
Z enlz — 20)" Laurenten seriearen zati nagusia dela diogu, eta Z en(z — 20)"
T, n=0

Laurenten seriearen zati erregularra edo analitikoa da.
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Oharra. Funtzio baten Laurenten seriezko garapena eraztun batean bakarra da,
baina gerta daiteke funtzioa analitikoa izatea puntu berean zentratutako eraztun
desberdinetan eta ondorioz garapenak desberdinak izango dira eraztun desberdine-

tan.
Adibideak.
() £(2) = —— 0
1 Z) = —_——ry Zny =k
2(1—2) "
J ez da analitikoa 0 eta 1 puntuetan, beraz analitikoa da zg — 0 puntuan

zentraturiko bi eraztunetan: 0 < |z| < 1 eta 1 < |z].

o 0 < |z2| <1 eraztunean,

1 _ 1 1 _ lizn — izn—-l _ i 2N
2(1—2) 21—z =2 d o
n=0 n=0 n=-1
® [z| > 1 eraztunean,
|
I 11 14 !
— %) 5]l—w =1 = T 5B 1
z2(1—2) z21—2 21 g x
2z 2
= ‘J-Z T —_ — z b —— = v
“ a=0"° n==u n=-—0o

1
(i) f2) = —=7—5 =0
G-DG-9)
[ analitikoa da jatorrian zentraturiko hiru eraztunetan: |z| < 1, 1 < |z] < 2
eta 2 < |z|.
o |2| < 1 diskoan: f analitikoa da zy = 0 puntuan, beraz Laurenten seriea
Taylorren seriea da kasu honetan.

1 R N S S
(z2—1)(z—2) 2-2 z2-1 2¢_% " 1-2
2
~ I - 2\ = o — 1 1 7
‘52(5) +) s *Z( *W)Z :
n=>0 n=0 n=>0
o | < |z| < 2 eraztunean,
| o T
(r=1){z=2) 2-2 -1 27_% g, 1
2 2
o 4 o0 1 fes]
LS ey 1 /1yn ) 2"
9 (7) _:Z(;) S Z - on+1
n=»n n=0 n=—oa n=>0
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e |z| > 2 denean,

! 11 11
(z—D(z-2) z—-2 =z-1 z]__g z]_l
P Z
1 enpdyn  1enplym o D8 <
:; Z(;) N ; Z(;) - Z zn+l o Z 2-n+1
n=>0 n=0 n=0 n=0
—1 —1 =4
— Z 2—11—12r1 _ Z PR Z (2—(11--+-1_) _ 1)2”.
n=—~oco n=——oo n=—uoa

zp = 1 puntuan zentratutako eraztunak ere kontsidera daitezke.

e 0 < |2—1| <1 eraztunean,

(z—=1)(z—2) z2—12—2 z—11—(2-1)
l o.9) o0
=——=3 ="== 3 (e=1)"
“ T =0 n==1
e |z— 1| > 1 denean,
1 1 -1 1 1 1 1
(-1D(z-2) 2-12-2z 2-11-(z-1) (2—1)*, __1
z—1
o i - ‘l " e =~ 1!1
7(2‘—1)22(2—1) a Z =1
n=>0 H=—00

(ili) f(z) =e!/®* 2 =0

Kasu honetan eraztun bakarra dugu, |z| > 0, hain zuzen ere.

X . : o0 5 0 x
elfzgil(l)nil i _ Z L o
« nl z3 nl 220 (—m)!”
n=

n=~0 n=-—oo

cos z
(iv) f(z) = —, 20 =0,
22
cos 2 1 2N ?+1 20
— = M — Wz A0
2 z* Z( (ZH)' Z (= (2n -+ 2)V 7

12.5 Puntu singularrak. Sailkapena

Definizioa. lzan hitez f: 2 C € — C ela zg € C. f analitikoa baldin bada zg-n,
orduan zg f-ren puntu erregularra dela diogu eta [ ez bada analitikoa zg-n, baina
zg-ren edozein ingurunetan baldin badaude puntuak non f analitikoa den, orduan
zg f-ren puntu singularra, edo singularitatea, dela esango dugu.
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Definizioa. Izan bitez f: @ C C — C eta zyp € C f-ren puntu singularra. zo f-ren
puntu singular isolatua dela diogu baldin eta existitzen bada 7 > 0 non [ analitikoa
den 0 < |z = zu| < 1 eraztunean.

Adibideak.

1 1
i Z) = ————. [f-ren puntu singularrak 0 eta — moduko puntuak dira
sin(1/z2) km !
k € Z — {0} izanik.

zp = O ez da f-ren puntu singular isolatua, 0-n zentratutako edozein zirkulutan
i . |
— moduko zenbakiak daudelako. Aldiz, 2, = — f-ren puntu singular isolatua
(s T B
dak € Z—{0} guztietarako. r = min{|zx —zp41|, |21 — 21 1]} bada, f analitikoa
da |z — 2| < r eraztunean.
(ii) f(2) = logz logaritmoaren adar nagusia hada € — (—00, 0] multzoan, bere
puntu singularrak zenbaki erreal ez-positiboak dira, eta ez dira isolatuak: z €
R™ bada, z-n zentratutako zirkulu guztietan infinitu zenbaki negatibo daude.
Definizioa. Izan bitez f: 2 C € = C, zo € C f-ren puntu singular isolatua eta
r > 0 noni f analitikoa den 0 < |z — 2
garapena hurrengoa izanik:

< 7 eraztunean, bere Laurenten seriezko

(s.0]

PFla) = Z an(z —20)", 0 < |z —z| <7 denean.

n—=——oo

(i) 20 f-ren puntu singular gaindigarria dela esaten da baldin eta a,, — 0 bada,
n < 0 guztietarako, hau da, Laurenten seriearen zati singularra nulua bada.

(i) 2o f-ren m ordenako poloa dela esaten da baldin eta a_,, 7 0 bada eta a,, = 0,
n < —m guztietarako, hau da, Laurenten seriearen zati singularrean batugai
kopuru finitu bat badago. m = 1 bada, zy f-ren polo sinplea dela diogu.

(iii) 2o f-ren puntu singular esentziala dela diogu baldin eta m € N guztietarako,
existitzen bada n < —m non a, # 0 den, hau da, Laurenten seriearen zati
nagusian infinitu batugai baldin badaude.

Nahiz eta oo zenbaki konplexua ez izan, batzuetan interesatuko zaigu osatzea plano
konplexua infinituko puntuaren bidez eta koutsideratzea aldagai konplexuko funtzioak
plano konplexu hedatuan. oo puntu singularra izango da funtzio guztictarako.

Definizioa. Izan bitez R > 0 cta f |z| > R multzoan analitikoa. Orduan oo f-ren

puntu singular isolatua dela diogu.

oo puntuko singularitatea gaindigarria, poloa edo esentziala izango da baldin eta zq
1

gl f(:) funtzioaren puntu singular gaindigarria, poloa edo esentziala bada,
A

hurrenez hurren.

J(2V founkworako, 121> wwolbrocn Stugolod octcecy,

badavde 00 €& do pouty taslafve |
(A6, arikebo, i) eta (vid) atedak )
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Adibideak.

sin z

. 20 = 0 f-ren puntu singular gaindigarria da, zeren eta isolatua

() /(=) =

baita ela gainera

sin z ..n 1 (e.9] ,zg“
= = = 0d .
g 2?’? + 1) g( ) @nt+ ) |2| > 0 denean

oo ere puntu singular isolatua da. Gainera,

(2) f(]) sil ! E (=" ! !
= —_ = Z'8ll — = & —1 _—
g z 2 (2n + 1) 22 1°

n=>0

Laurenten sericaren zati singularrean infinitu batugai agertzen dira, beraz, co
f-renpuntu singular esentziala da.

. 2 = km puntu singular isolatua da k € Z guztietarako. oo, aldiz,

(H) f(z) - sin z
ez da isolatua.

Azter dezagun zg = 0 puntua.

| . 1 ! 1

sinz 2 2° i Sz 2 2 P
s=gtg-mte  -lg-gFE-)
:|—(H—(22 244--...)+(£—£|— )2| )
z 31 5! 3! 5l
L. &
=z Fgte

beraz zyp =0 f-ren 1. ordenako poloa edo polo sinplea da.

(iii) f(2) = €}*. f-ren puntu singular bakarra zq = 0 da eta ondorioz, isolatua.

0

1 71yn
el = E —T(—) == zg — 0 puntu singular esentziala.
n!
1 X n
; z =~ ) . o IS .
ge) = [(—) =g = E — == 2o = 0o puntu singular gaindigarria.
- 7!

n=>0

Teorema 12.14 (Puntu singular gaindigarrien karakterizazioa). lzan bedi zy f-ren
puntu singular isolatua. Baliokideak dira:

(1) 2o f-ren puntu singular gaindigarria da.

(i) lim f(z) e C.

Z—r2Y
(iii) [ bornatua da 0 < |2 — zq| < 7| eraztunean, vy <r izanik.
7
(? ol blae  dow

era,tbuuwaren Urndioo
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lfroga. zp f-ren puntu singular isolatua denez, existitzen da 7 > 0 non f analitikoa
o0

den 0 < |z — zp| < r eraztunean. Izan bedi é an(z —20)" f-ren Laurenten seriea
n=—0oQ

0 < |z — 20| < r eraztunean.

Lehenengo eta behin, demagun zp f-ren puntu singular gaindigarria dela, hau da,

f-ren Laurenten seriearen parte singularra nulua dela,

oo

f(2) = Zan(g —20)" =ap+ai(z —20) tax(z —2)* +..., 0<|z—z|<m
n=0

Orduan,
liEn f(2) =ay € C.
2—r2zQ

Demagun, orain lim f(z) € C dela. Defini dezagun
Z—F20

(2) = f(=), 0 < |z — 2p| < 7 denean,
IEI= Y lim f(2), 2=z denean.
z2—rzg

g jarraitua da zp puntuan eta analitikoa 0 < |z — zg| < 7 eraztunean, bereziki
jarraitua da |z — 20| < 1 diskoan, r; < r bada. g jarraitua denez eta |z — 20| <7
trinkoa, g bornatua da eta ondorioz f ere bornatua da 0 < |z —zg| < r| eraztunean.

Azkenik, demagun [ bornatua dela 0 < |z — 29| < eraztunean, hau da, existitzen
dela M > 0 non [f(z)] < M den 0 < |z — 25| < r; denean. Dakigunez, f-ren

Laurenten seriea f(2) = .7 an(z — 20)" bada 0 < |z — 2| < 7 eraztunean,

1 ;
ay = ‘—/ _JLH_HO{Z,
2mi |z—z0|=p (2 = ZU)

p € (0,7) edozein izanik. Orduan,

1 f e LM, M
|2—z20|=p

dz T = —.

|(“'n| = W < é;{)’HH P

om

M -
n < 0 denean, lim — = ]1111) Mp™™ — 0 denez, a, = 0 da n < 0 guztietarako, hots,
p—r0 P p—L .

zp puntu singular gaindigarria da. I

Definizioa. 2y € € g funtzio analitikoaren zeroa da g(z;) = 0 bada. 2y g-ren m
ordenako zeroa da g*)(z) = 0 bada k = 0,1,...,m — 1 eta g™ (z0) # 0. Kasu
honetan, g-ren Taylorren seriearen lehen gai ez-nulua (2 — 2()™-ri dagokiona da.
Gainera, g(z) = (2 — 20)"§(2) idatz daiteke, non g analitikoa den eta §(zq) # 0.
Teorema 12.15 (Poloen karakterizazioa). lzan bedi zy f-ren puntu singular iso-
latua. Baliokideak dira:
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(i) zq f-ren m ordenako poloa da.
(ZE) 2]11]20(2 i Zu)mf(z) eC— {0}

(iti) 1/ f funtzioak m ordenako zeroa dauka zy puntuan (singularitatea gainditu eta
gero).

Iroga. zy f-ren puntu singular isolatua denez, existitzen da » > 0 non f analitikoa
(o, 9]

den 0 < |z —zg| < r eraztunean. Izan bedi f(z) = E an(z—29)" f-ren Laurenten
n————oeo

seriea 0 < |2 — 2| < r eraztunean.

Lehenengo eta behin, demagun zp f-ren m ordenako poloa dela. Orduan

e.0]

f(z) _ Z {1,,,(2 _ 20)?1 _ ( A—mp _ A1 e 0 < |2 _ ZU| <7,

_ : ;o —1
n=—m 2 20)'" (2 20)111

a_;m # 0 izanik. Beraz,
zlLrglo(z — zo)'""f(z) = z]i_l)lzlo (Cb—m + fo‘nH'l(z —z0) + .. ) =gy EC— {D}

Demagun orain lim (z — z)" f(2) € € — {0} dela.
220

. (2, e zo)m
Iim (2 — 2 = lim ————.
z—rz0 ( U) f( ) 220 ]/f(z)
Limite hau finitua denez, derrigorrez 1/ [ anulatu behar da zg-n. Gainera, L’Hopitalen
erregela aplikatuz
> — 20 m(z _ Zo)mfl
lim (2 — 29)" f(2 lim ( )" _ = lim ———————
z—Lzo( 0) 'f( ) z—rzp 1/f(,<,) 220 (l/f)"(z) ?
eta berriro limite hau finitua izan dadin (1/f)'(20) = 0 izan behar du. Honela
jarraituz, 1/f funtzioaren lehen m — 1 deribatuek nuluak izan behar dute eta m-
garrenak ez-nulua. Hau da, 25 1/ f-ren m ordenako zeroa da.

Azkenik, demagun zy 1/f funtzioaren m ordenako zeroa dela. Ilonek esan nahi

du = (2 — 20)™h(z2) dela, non I analitikoa den zp-ren ingurune batean eta

1
[(z

h(z0) # 0. Orduan, 1/h analitikoa da zg-ren ingurune batean, hau da,

hiz) = Z ba(z —20)", |z2—20| <py

n=0

bg # 0 izanik. Ond()l"loz,

1 1 [
.f(z) - = Z bu z = le)" = + <

(2 — 20)™ h(z) (&~ aLl)m —b (z — zg)’“ (z —zg)!

eta zg f-ren m ordenako poloa da. O
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Teorema 12.16 (Puntu singular esentzialen karakterizazioa). Izan bedi z, f-ren
puntu singuler isolalua. zq f-ren puntu singular esentziale da baldin eta soilik baldin
lim f(z) ez bada existitzen (ez da zenbaki konplerua, ez eta oo ere).

Z2—rz0

Adibideak.

sinz

(i) f(2) =

gaindigarria da zeren eta

Funtzio honen puntu singular finitu bakarra zp = 0 da eta

(i) f(2) =
dirvela, k € Z izanik. g(z) = —— = sin 2 kontsideratuz,

1
/()

g(z) =0, g¢'(2) =cosz, =(—1)* £0

lkusi dugu f-ren puntu singular isolatuak 2z, = k7 modukoak

sin z

k € Z guztietarako beraz, z; = kr polo sinplea da k € Z guztietarako.

(iii) f(z) = ¢"/* funtzioaren puntu singular finitu bakarra zo = 0 da. lin?] /% ey,
zZ—
denez existitzen, zg = 0 puntu singular esentziala da.

Definizioa. Izan bedi f: @ € C — C. f-ren singularitate ez gaindigarriak poloak
baldin badira, f meromorfoa dela esaten da. Hau da, f meromorfoa da puntu
singular guztiak isolatuak badira eta puntu singular esentzialik ez badago.

Adibidez, funtzio arrazionalak meromorfoak dira.

Teorema 12.17 (Sojotski-Weierstrass-Cassoratiren teorema). Ilzan bedi 2y f-ren
puntu singular esentziala. f analitikoa bade 0 < |z — 29| < 7 eraztunean, orduan
8 € (0,7) guatictarako, f({z:0 < |z — 29| < 8}) dentsoa da C-n, hau da, A €
CU{co} guztictarako existitzen da {2, }nen zenbaki konplexuzko segida ez-konstantea,
lim 2, = zq izanik, non lim f(z,) = A den.

n—oeo nN—roo

Teorema 12.18 (Picarden teorema)., lzan bitez f: Q@ C C — C eta zy [-ren
puntu singular esentziala. Orduan A € C guzlietarako, gehienez puntu baterako
(salbuespen-puntua izenaz ezagulzen dena) izan ezik, ewistitzen da {z,} segida ez-

konstantea, lim z, = zo izanik, non f(z,) = A den n € N quztietarako.
? n—roo ‘

Beste modu batean esanda, f({z: 0 < |z—2z9| < e}) multzou edo C osoa da edo puniu
bakar falta zaio C osoa izaleko.
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v 18 ; ;
Adibidea. f(z) = ¢ /2 funtzioak puntu singularra du zg = 0 puntuan eta zg =0
puntu singular esentziala da, bere Laurenten seriezko garapena € — {0} multzoan
honako hau izanik.

1 ol 1
e 1/ = Zm(—;) = Z(—l) 5 |z| > 0 denean.
n=>0 n=0
Tzan bedi A € C.
A = 0 baldin bada, ez da existitzen z € € non f(z) = A den, beraz A = 0
salbuespen-puntua da.
A £ 0 bada,
p J_ 2] _l
eV e —= =TLogAd & 2=— :
o Log A
B B _?' definituz, lim 2z, = 0 eta e 1 — A n el
Viog |A] +i(arg A | 2mn) n-reo

guztietarako.
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA

12. Gaia: TAYLOR ETA LAURENTEN SERIEAK. PUNTU SINGULARRAK
Ariketak

1. Aurki ezazu hurrengo serieen konbergentzia-erradioa:

i) Y nrem (ii)

]2

_n!
n=>0 n=0
= = Pl
(iii) Z(cos-én) z" (iv) z o 72"
n=>0 n=0 ( ’f?).
[e.9] o0
(v) 24”(_1)" 2" (vi) Z(logn)zzn
n=0 n=2
s - Rl % ‘ RN L
(vii) Z 5 (viii) Z[z +(=D)""=
k=1 n=0

Em.: (1) 0, (i) 1, (iii) 1/e, (iv) 4, (v) 1/4, (vi) 1, (vii) e, (viii) 1/3.
2 Zaﬂz" seriearen konbergentzi-erradioa B bada, 0 < @ < co izanik, aurki itzazu jarraian

n=0
agertzen diren serieen konbergentzi-erradioak.

oo

(i) E nlay,z" Em.: R.
n=—0
oo
(i1) E T g™ Em.: oo.
n=1 i
o0
(iii) ) al2" Em.: R.
n=I|
o
ud T I12
(iv) E anz Em.: R.
=]
. 27 oA . 6T . )
3. Kalkula ezazu sin T + sin — - z -+ sin 3 z7 4 ... sericaren batura.
V3 1
Em.: ————, |z| < | denean.
2 14+ z+42*
4. Kalkula itzazu sinh z eta cosh z funtzioen z = 0 puntuan zentratutako berretura-serieak.
o) 22-n,+1 O z‘.?n
Fm.: sinhz = E ———: coshz = g —_—
(2n+ 1)V (2n)!
n—u n—0
1 o0
5. Erabaki ezazu zer eremutan den egia — =1 g (n+ 1)(z + 1)"* berdintza.
2
n=1

Em. |2+ 1] < 1.



6. Garatu honako funtzio hauek z = 0 puntuan zentratutako berretura-serieetan:

0 1)~ Br: f(z) = ni(nu)m e, Jof < 1.

(i) 7(2) = log(1 + 2) Pm.: f(z>=§l( 2 <.

Gl M = b Bm: [(z) =3 (~1)" 2:”“ 2] < 1.
2.1

) 1) = i tins 1) = 3 (0P~ D o <1

n=>0

7. Garatu jarraian ematen diren funtzioak z = z; puntuan zentratutako Taylorren serieetan eta
esan ezazu zein den zirkulurik handiena non seriearen bidezko adierazpena baliozkoa den:

1 © (z1 1)
(i) f(z) = 1—, &= -1 Bm.: f(2) = Z (—21_'—_11), lz+ 1] < 2.
n=0
» s z : )«n (2: _ E)‘Jn+1
) Je) =eoszy =7 B f(z) = MZ(}( (S )+ ©
(i fL) =¥, w5 = 1D B flay= fz 1/2 LZEC

n=0

8. Idatzi log(2 — 2) funtzioaren Taylorren seriea jatorrian, deribatuarena erabiliz, eta eman
(8]

konbergentzia-erradioa. Em.: log(2 — z) = log2 — Z W I =

9. Erabili berretura-serieak hurrengo limiteak kalkulatzeko:

. log z ]
(i) lim Em. 1
z—1 2 —
o Loe?— X
(i) lim , a€C Em. «
z—0 z

10. Izan bedi a erreal positiboa. Delini dezagun

S (z)“‘(“’—”--;ff—” FD o (g) =1,
Lok

Frogatu E ( )z"" berretura-sericaren konhergentzia-erradioa 1 dela. Izan bedi f(z) se-

n=0
riearen batura kombergentzia-zitkuluan. Frogatu

(1 + 2)f'(z) = af(z)
betetzen dela eta aurkitu f(z).
Em. f(z) =(1+2)°

. y, v . 9 a ail. 5y x . .
11. Idatzi z*-ren koefizientea Hz) = (lr—l—sm“z)j/ 3 funtzioaren Taylorren serierako zgp = 0 puntuan,
awrreko ariketako emaitza erabiliz.

o / Em. —2/9




12. Garatu f(z) = (2° —2) ! funtzioa Laurenten serican ondorengo eraztunetan:

(i) 0< |z <1 Em.: — Z gl
n=—1
-1
(ii) 1< |z| Em.: Z 2L,
ST RS i
(i) 0< |z -1 <1 Em.: Z (_l)n(gm‘—'} —1)(z—1)"
n——I1 d

9

(iv) 1<|z—1] <2 B Y (-1 Y (*1)”(222—;2)”-

n=—co f=—1

13. Garatu honako funtzio hauck zg = 0 puntuan zentratutako Laurenten serieetan:

sin z > Al
i 2) = — Em.: )t —
() f(") 22 Z( ) (2?1 I 1)'
n—
. sin? 2 [y e
(i) f(z) = B, = 3 (—LfreE .
z D Lt (2n)!
n=>0
1 ! P
iii z) = zez Em
() f(2) >
n=—00
1 0 221 eo 220t
iv) f(z) =sinz 4 sin — . 1) — )
(iv) f(z) =i z Z (=1 (1 —2n)! Z( ) (2n + 1)!
n=—0o n=U
14. Idatzi honako funtzio hauen Laurenten serieen parte nagusia z — 0 puntuan:
log(1 + 2* 120 400
ﬁ E??l’. .. % — A
sinz —z + 23/6 & Tz
1 sin z 1 1
i) —log —= (AL Em.: —— — ——
(i) 5 0BT 23 180z
15. Aztertu zein motatsako puntu singularra den z = 0 funtzio hauetan:
log(l +z)— 2 .
() %, m > 1 Fm.: m = 1,2: gaindigarria; m > 3: m — 2 ovdenako poloa

=
oy oo , .
(ii) 2?sin— Iim.: esentziala

s

1
e — |
1
log(1+ z2) — 22’

(i)

Fm.: polo sipy plea

(iv)

lym.: 4 ordenako poloa

16. Sailka itzazu jarraian emandake funtzioen puntu singular isolatuak:

(i) f(2) = 1 Em.: 0 gaindigarria, £i¢ polo sinpleak; oo gaindigarria.
2542
s e ; : ; :
(ii) f(z) = s Em.: £ polo sinpleak, oo esentziala,
]
1

(iii) f(z) =e* = IPm.: 0 esentziala; oo esentziala.



ell? —
fof) fa] = ezill
(vil) 7(z) =

(viii) f(2)

(ix) £() =

(x) J(2) =sin (m)

(xi) f(z)- ﬁ
(xi) ﬁ
(xiii) H
(xiv) 23(2_1 cos 2)
1

(xv)

23(1 —cos z)

Em.: 0 esentziala; oo gaindigarria.

Em.: ———— esenlziala, Vk € Z; co gaindigarria.

(2k + 1)

Em.: 0 esentziala, 2kmi polo sinplea, V& € Z — {0}.
Em.: 0 gaindigarria, 2kwi polo sinplea V& € Z — {0}.
Lm.: 0,1 polo sinpleak, co esentziala.

Fm.: (2k + 1)mi polo sinplea, Vk € Z.

1
Em.: — esentziala Vi € Z — {0}; co esentziala.

kw

Em.: w/2 { 2kn 2 ordenako poloa, V& € Z.
Em.: —2,(v/3 £ i) 2 ordenako poloak; oo gaindigarria.

0 polo sinplea, m gaind., kr 2 ordenako poloa, k € Z — {0, 1}.

Em.: 0 3 ordenako poloa, 2kr — i In((2 £ /3 polo sinplea, Vk € Z.

Em.: 05 ordenako poloa, 2km 2 ordenako poloa.
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA.
2018ko apirilaren 10eko MINTEGIA. 81 TALDEA

. Tzan bedi f(2) = <y

. Aurki ezszu hurrengo seriearen konbergentzia-erradioa:

00

T
‘} ?2_2,1 P
Hped

n=0

ik

H i f." b | o B 3 g .. P o - '
. Aurkitu -—lm:fwwu funlzioaren zp = 0 pundnls Taykivven seripapen leheumgo

w

.o £ . . ) . 4 ; "
4 batugaiak, agertzen diven funtzioen batvalira-serinsn Liderkadura eglnes.

L

seinfae®)’

» Aurkitu eta sailkatn f — ren puntu singular isolatu guztiak. Charre:
Gogoratu poloen karakterizarioaren (i) atele z = O azterizeko eta {1it)
atala beste singularitatenk aztertzeko.

e Eman 0 < |z| < R moduko eraztun batean konbergentea den Leurenten
seriearen parte nagusia, R > 0 lzanik.

Kalkuls ezazu berretura-serie honen batura-funtzioa:
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ANALISI BEKTORIALA ETA KONPLEXUA
2018ko apirilaren 13ko MINTEGIA. 32 TALDEA

. osh{2s . = ; :
2, Aurkifu M funtzioaren gy == I pitituks Thylorren serenren lehenengo 4
T ‘,'n“z ; - - & s €

batogatak, agitizen diren funtziven harahiri-sericen biderknduen eginee.

1
3, Izan bedi f(2) = g
edi f(z) 2 wn{wed)
s Aurkitu eta sailkatu f - ren puntu singular isolatu guztiak. Oharra:
Glogoratu poloen karakierizarioaren (it) atala 2 =0 aztertzeko ete (i)
atale beste singuloritateck aztertzeko.
# Bman 0 < |2| < B moduko eraztun batean konbergentea den Laurenten

seriearen parte nagusia, 2 > 0 izanik.

4. Kallkula ezazu berretura-serie honen batura-funtzios:
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2018ko apirilaren 13ko MINTEGIA. 83 TALDEA

1. Aurki ezazu hurrengo seriearen konbergenbzis-crradioa:

oo

£ (22) e
& 1--2n

sinh(3s3
2. Aurkitu = atiad

et

batugatak,

funtzioaren zg = 0 puntuke Taylorren seriearen lehenengo 4

Tz
agertzen diren funtzioen berretura-serieen biderkadurn egines.
3. Tzan bedi f(z) =

4
wa

shuinlpet)’

o Aurkitu eta sailkatn f — ren puntu singular isolatu guztiek,  Charra:
Gogoratu poloen karekterizarioaren (i) atale z = 0 ezertzeko ela (#it)
ataly beste singulariteieck axzterizeko.

serfearen parte nagusia, R > 0 izanik,

¢ BEman 0 < |2| < R moduko eraztun batean konbergentea den Laurenten

4. Kalloils ezazu berretura-serie honen batwrs-funtzioa:

S {8 =
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