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EXAMEN TEORICO. TIEMPO: 20¢

Catenaria:

A partir de la expresion cartesiana de las ecuaciones de equilibrio de un cable sometido
a cargas verticales, deducir las expresiones matematicas de: la forma de un cable
homogéneo que soporta su propio peso dado como q Newtons por unidad de longitud;
la longitud de cable; y la tension del cable en cada punto. (7 puntos)

Si un cable homogéneo de peso q esta suspendido de dos puntos A y B a la misma
altura, y el punto C es el de maxima flecha. ;Serd posible colgar un cable con doble
peso que pase por los mismos puntos A, B y C? ;Tendra la misma forma? ;Cdodmo
varian las tensiones del cable? (3 puntos)
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* Apartado 9.7 Paginas 213-215. Libro “Mecanica Aplicada: Estatica y Cinematica”.

y:ach(ij
o

en el sistema de referencia prefijado en la teoria. Donde la forma viene dada por el parametro
de la catenaria:

La ecuacion de una catenaria es:

o=—"
q

donde To es la tensidn horizontal del cable y q el peso por unidad de longitud.

Si el nuevo cable tiene doble peos propio 2q, y se desea que tenga la misma forma, es decir el
mismo parametro a, la tension horizontal a aplicar debe ser el doble. En cuyo caso pasara por
los mismos puntos y tendra la misma forma geométrica.

La tension en un punto cualquiera de la catenaria es:
T=qy
Asi que todas las tensiones del nuevo cable seran de valor doble, puesto que la coordenada y

de cada punto se mantiene ero se dobla el valor de q.
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El sistema mecanico de la figura esta compuesto por una barra AB de longitud 3R y de
masa despreciable, cuyo extremo B estd apoyado con rozamiento sobre una barra
vertical y articulado a un muelle ideal de constante elastica K;. El extremo A esta
articulado en la posicidon indicada a un disco de masa despreciable y radio 2R. En su
punto central O, el disco estd simplemente apoyado sobre una superficie sin rozamiento
y unido a un muelle OD de constante elastica K, y longitud sin tensién 4R. En el punto
C, el disco estd en contacto con rozamiento con una placa de masa M y espesor
despreciable que puede deslizar sin rozamiento sobre la superficie vertical de la figura.

El coeficiente de rozamiento en los dos contactos con rozamiento en By Ces f = %
Obtener:
1. Diagramas de solido libre de la barra, disco y placa. (1 punto)
2. Posibles valores de la constante elastica K; para que el sistema esté en equilibrio
en la posicion de la figura. (3 puntos)
3. Valor minimo de la constante elastica K, para garantizar la rodadura en C. (3
puntos)
4. Fuerzas de enlace en E, A y O. (3 puntos)

A7
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1.
[ M
Fre
Ne e f—
lf ¢ Ng
Mg
X) NE=NC X) Nc'K2R+AX=O
y) Fro=Mg Y) Ay Fre+Oy=0
Mo) ZFRCR-AyR=0 x) -Ng-A, =0

y) -AytFrg +KR=0

Mo) A,R-A, 24/2R=0

1. En funcidén del valor de la constante eléstica el equilibrio puede romperse con el

punto B ascendiendo o descendiendo, por lo que al invertir la direccion de la

fuerza de rozamiento en B se obtienen los posibles valores de la constante
Mg <K< SMg
2R

2. Para que se garantice la rodadura es necesario que la fuerza de rozamiento en C

sea inferior al producto del coeficiente de rozamiento por la normal en C. En el

limite, el valor minimo seria igual a dicha magnitud. De ahi se obtiene que

. 3v2Mg
2R

3. Resolviendo las ecuaciones:

elastica:

Ky

Nc=v2Mg O, =-Mg A, =2Mg A;@
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El sistema mecéanico de la figura estd formado por un disco de radio 2R y masa
despreciable, que contacta con un plano horizontal sin deslizar en ningin momento. El
disco lleva articulado en su centro A un cable de peso por unidad de longitud q = Mg/R
y longitud 5R/2. El otro extremo del cable, B, esta articulado a una deslizadera sin peso
que tiene una guia vertical rugosa. Sobre el disco actiia un par motor constante de valor
P = 2MgR. Si el coeficiente de rozamiento entre la deslizadera y la guia vertical vale
0.5, admitiendo que el cable no llega a tocar el plano horizontal, se pide calcular en la
posicion de equilibrio estricto:

1. Valor de la tension horizontal (1p).

2. Parametro de la catenaria (1p).

3. Tensiones en los extremos del cable (A y B) (3p).
4. Valor de “h” (2p).

5. Valor de “d” (3p).




[
-

1. deitura / 1er apellido ‘ Titulazioa / Titulacion

Ingeniarien Goi Eskola

Escuela Superior de Ingenieros
Bilbao 2. deitura / 2° apellido ’ Ikasgaia [ Asignatura

Izena /| Nombre ‘ Data / Fecha

Euskal Herriko Unibertsitatea
Universidad del Pais Vasco

Ikasturtea / Curso Taldea / Grupo ‘ Kalifikazioa | Calificacion
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EXAMEN PRACTICO 2. RESOLUCION.

Tay
Tby

P

A~

Tay TO

C T P
Solucidn:

1.
ZMCZO

TOx2R=M

TO0=Mg

2.

0a=T0/q=R

3.

Apoyo B:

Tby =Fr=fN=0.5 T0O = Mg/2
Catenaria:

Tay + Tby—P =0

P=q5R2

Tay =2Mg

TA = (Mg)’ + (2Mg)* = Mg 5

TB = (Mg)* + (Mg/2)* = Mg \5 /2
4.
h=yA—-yB=TA/q—TB/q=R5/2
5.

d=2R-(yA-a)=3R-R~5
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MECANICA. CINEMATICA. 23-01-2018
EXAMEN PRACTICO 1. TIEMPO: 45°¢

El sistema mecanico de la figura esta compuesto de tres sélidos. El sélido 1 es una barra
que une el punto fijo O y el centro del disco C, tiene rotacion conocida y constante
alrededor del eje vertical fijo. El s6lido 2 es un disco de centro C, radio R, perpendicular
a la barra 1 en todo momento, y con un contacto en A con rodadura con el solido 3. El
solido 3 es un cono, de dimensiones indicadas en la figura, que gira con velocidad

angular conocida y constante alrededor del eje vertical fijo que pasa por O.

Se pide:

1. Dibujar los ejes instantdneos de rotacion y deslizamiento de los solidos y sus
velocidades angulares, en el movimiento absoluto y en los movimientos

relativos entre 2y 1,y 2 y 3. (4 puntos)
2. Obtener la aceleracion angular del s6lido 2. (3 puntos)
Obtener la aceleracion del punto A del s6lido 2. (1 punto)

(98]

4. Obtener las componentes tangencial y normal de la aceleracion de A. (2 puntos)
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1.
- Los Ejes de rotacion absolutos de 1 y 3 estan sobre el eje vertical que pasa por O.
- El ejer relativo de 2 a 1, sobre OC.
- El ejer relativo de 2 a 3 sobre AO por existir rodadura en A.
La construccién grafica que proporciona la velocidad angular absoluta de 2, a través del
solido 1 y a través del solido 3, proporciona:
- Los valores de velocidades angulares relativas.

G- 3 - G- -

2rel3=_7we2_5we3 Q2re11 :—7we2—5we3
- El gje y velocidad angular absoluta de 2:
x=0 — \/5 - 1 —
Q, =——we,+-we,
\/§z+y: 0 2 2
ZA Er,
30°
V3w
) 2w
_ ®
2w Elrzirelil (D)
Eiry el 3 Eiry rei 3
Er,
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Alternativamente, se puede calcular la velocidad de tres puntos no alineados del sélido 2
para obtener su velocidad angular.

Asi:

- el punto O pertenece también al s6lido 2.

V,=0

- el punto A del sélido 2 tienen la misma velocidad que el punto A del sélido 3 por
haber rodadura:

€, €

e
1

V, =V +Q,x0A=0+ 0 0 20 |=20Re,
0

R —V3R

- el punto C del sélido 1 coincide con el punto C del sélido 2:

e, e e
—_— —_— —_— —_— —_ R—»
V.=V, +Q,x0C=0+ 0 0 o |=39R 1
2
, R IR
2 2

Ahora se pueden plantear los campos de velocidades en el solido 2 con O, Ay C:

e e e

1 2 3

V=V, +@,x08=0+ @ Q@ |=R(-2,V3+QJe+R(Q,V3)e,+R(-2,Je

0 —R —3R

3

de donde:
—Qy 3+ QZ =20
Q =0

y:
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el eZ e3
. B3
VC:VO+QZ><OC:0+ 0 Q Q =R| -Q —+Q — e,

y - y 2 Z2
o _3R ¥R
2 2
de donde:
_Q £+Q §:3_w
y 2 2 2
Resultando:
Q =0
Q :—ﬁw §;=—£w€+—w;3
y 2
Q :la)
z 2

2. El sistema de referencia elegido es movil con el plano que conteniendo a OC gira

alrededor del eje fijo:

Qxyz = Ql = (l)e3

. . e e e
— dQ, |dQ, | — — | ’ ’ -~
a,=—>==—2+Q_ xQ =| 0 0 ® =£w2e1

dt dt vz 2

1 &
2
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o
+

a
A tangencial

—_

A normal 2

0
5

= —cozReﬁ2 +—3sz
2

2y =ay+a, <OA+{2,x(02, X0 -

+QZ><

—_—

€,
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MECANICA. CINEMATICA. 23-01-2018
EXAMEN PRACTICO 2. TIEMPO: 45°¢

El sistema de la figura estd formado por una escuadra (en L) articulada a un punto fijo O. La
escuadra gira con una velocidad angular o, y una aceleracién angular -o” conocidas, sobre ella
en A rueda sin deslizar un disco de radio R. La velocidad y la aceleracion angulares absolutas
del disco son conocidas, de valores 2 y 40, respectivamente. En B, centro del disco, esta
articulada una barra BC que pasa por una articulaciéon en el punto fijo D, a una distancia 4R
horizontal y -R vertical desde el punto O. Se pide para la posicion de la figura:

La velocidad del punto A (0,5 puntos).

La velocidad del punto B (0,5 puntos).

El centro instantaneo de rotacion del disco (1 punto).

La velocidad angular de la barra BC (1 punto).

La velocidad relativa de D respecto de la barra (1 punto).
La aceleracion del punto A de la escuadra (1 punto).

La aceleracion del punto B del disco (2 punto).

La aceleracion angular de la barra BC (3 puntos).

e A o e

ko

v
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V=V, +@x04=20R({ +7)

— |- @' (2RT —2Rj)=— 4w’ Ri

i j ok
V.=V +@,xAB=2wR[ +j)+0 0 20 =20R)
0 R O
ALV,
IB LV,——0I =(R~R)
_.D :6
D = aDarr/ BC VDrel /BC
i j Kk
e =V, +@,,XxBD=20Rj+|0 0 ,|=20R]+2w0,Rj
2R 0 O
_’sz/sc = VDrel/BC i — a_)BC =—wk
Drel | BC = Q
i k
G,=d,+0x0A—-@ -04=|0 0
2R -2R 0
a % 7 (2(0— 6()) = 7 =
Ao =V grpan X Wy = ml X (26()— a))k =@ RJ
d/tz = a/ﬂ + aAZre]/] + a/)Zcor/] =—4w’'Ri + sz]

0

O~

k

— 40| - 4w’ - (R )= - 30°R]

0
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Drel /| BC

—

aDcor/BC

—_— —_—

BC

—

i

=d,+a, XBD—@.,.-BD=-3wRj +| 0
2R

S O Wl

—

k
a,|—w -2Ri
0

3w’

—a, =2k
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MECANICA. CINEMATICA. 23-01-2018
EXAMEN TEORICO. TIEMPO: 20¢

1. Deducir la expresion del campo de velocidades del movimiento relativo
del punto material. Definir el concepto de velocidad de arrastre y
velocidad relativa. (5 puntos)

2. El cilindro de revolucién de la figura gira con velocidad angular constante

Q =wk . La esfera esta en contacto permanente con el cilindro, con un

plano fijo perpendicular al eje del cilindro, y con el interior de un cono fijo
de semiangulo en el vértice 30°. La velocidad angular de la esfera es

(5

Q = 7}—%12 . No hay deslizamiento en ninguno de los puntos de

esf

contacto. Determinar las velocidades angulares de pivotamiento y
rodadura de la esfera relativas al cilindro y al plano (5 puntos).

-‘,:,\: e e

L,
e
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EXAMEN TEORICO. RESOLUCION

1. Libro “Mecanica Aplicada: Estatica y Cinematica”, Ed. Sintesis. Pags.
316-318.

L T e |

1r Qesf/rod =
Q -w—k :
2

esf/ piv — H
|
1

. v

B

esfreil —

Q Q AL 3
_ a = —w—
esf cil ) J 5

Ll

Q

esf

esfycil

MARRR LW

A

24 Urod

Upiv esfycil / piv

L W]
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MECANICA. ESTATICA. 23-01-2018
EXAMEN PRACTICO 1. TIEMPO: 35¢

La barra sin masa AB de longitud 2R est4 articulada en A y en contacto en B con un
semidisco de radio R sin masa de centro en O que se apoya sobre una superficie
horizontal. En ambos contactos hay rozamiento. Se pretende que el sistema esté¢ en
equilibrio en la posicion de la figura con el semidisco a punto de iniciar el vuelco, para
lo cual a la barra se le aplica un momento conocido 3FR y al centro del semidisco una
fuerza horizontal conocida F en el sentido indicado en la figura.

Se pide:

1. Dibujar los diagramas de solido libre de los dos solidos. (2 puntos)

2. Calcular el coeficiente de rozamiento minimo. (5 puntos)

3. Suponiendo que se elimina la fuerza aplicada en O y que el contacto en B es sin
rozamiento, razonar si el equilibrio del semidisco es posible indicando la
posicion de la reaccion entre el semidisco y el suelo y el coeficiente de
rozamiento necesario. /Seria posible hacer volcar el semidisco aumentando el
momento aplicado sobre la barra AB? (3 puntos)

%\;

M,=3FR R 1/

2R

AR
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MECANICA. ESTATICA. 23-01-2018
EXAMEN PRACTICO 1. RESOLUCION

Siempre que aparece un momento de vuelco, en este caso debido a la fuerza de
rozamiento en B, la normal se desplaza sobre la superficie de contacto con el objeto de
equilibrar dicho momento. En el limite, si el semidisco estd a punto de volcar, la normal
se habra desplazado al un extremo de dicha superficie, en este caso hasta el punto C.

AyA
A

A
N
M.=3FR R ]/

X

2R

Nz 3F
x) -F+F,-—83_-—"1 -9
) rC 5 7
F,
J/)Nc—\/ENB+LB=O

2 2

Mo) F.zR—N R =0 2R=0

\/§F rB
2

M ) -3FR+%2R+

Planteadas las ecuaciones de equilibrio indicadas (las de equilibrio en X e Y para la
barra s6lo sirven para obtener las fuerzas de enlace en A), se tiene un sistema de 4
ecuaciones con 4 incognitas: las dos normales y las correspondientes fuerzas d
rozamiento. Resolviendo:

3F \3F J3F F
Np=—bp=—=Ne=—=Fc=>
Suponiendo que el equilibrio estricto se da en B y luego en C, con el objeto de

seleccionar el coeficiente de rozamiento mayor, el resultado es que en ambos contactos,

3

el coeficiente es igual , por tanto ese es el minimo necesario: f = BN
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Si desaparecen la fuerza horizontal F en O y el rozamiento en B, la situacion es la

siguiente:

2R

Ng

300

Sobre el semidisco solo hay tres fuerzas aplicadas, de las cuales, forzosamente la
normal en B y la fuerza de rozamiento concurren en el punto O. Para garantizar el
equilibrio de momentos, la tercera fuerza, que es la normal, ha de ser concurrente

también en O. El equilibrio entonces es posible si se equilibran las fuerzas:

N
X) FI’C:_2B

N M
y)NC:\/§2NB M) -M+2E2R=0 Ny =24

Feo/ 3

Ne ™ 3

Por ultimo, no sera posible volcar el disco en esta situacion, ya que por mucho que

El coeficiente de rozamiento necesario sera: f =

aumente, el valor de My, al no haber rozamiento en B, no se genera un momento de
vuelco en el disco. Aumentard el valor de la normal, pero ésta no genera dicho

momento.
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EXAMEN PRACTICO 2. TIEMPO: 40¢

El cable ABCD de peso por unidad de longitud q = Mg/L y longitud total Sagcp = 7L,
se encuentra en la situacion de equilibrio estricto de la figura. Se sabe que el coeficiente
de rozamiento entre cable y suelo es de f=0,5. En C se encuentra apoyado en una polea
de dimensiones despreciables y sin rozamiento, con una masa de valor 2M colgando en

su extremo D, siendo Scp = L. Se pide:

1.- Tension en C (1 p)
2.- Longitud de cable Sgc (4 p)
3.- Parametro de la catenaria (2 p)

4.- Altura h de la masa con respecto al suelo (3 p)

H//////// /o

£=0,5
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EXAMEN PRACTICO 2. RESOLUCION

T, = q*L+2Mg = 3Mg

To = Fr=N*f= S, *q*0.5

SAB+SBc+L:7L

(3Mg)* = To* + (Sec * q)*

SAB = 18/5L
SBC = 12/5L
o=Ts/q=9/5L

ye=T¢/q=3L
Y= Q= 9/5L

h=3L-9/sSL-L=L/5
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1. Obtener las ecuaciones vectoriales del equilibrio de un hilo (5 puntos)

2. A una placa rectangular homogénea, de dimensiones Rx2R, se le
practica un orificio semicircular de radio R, como se aprecia en la figura.
Calcular las coordenadas del centro de gravedad del sdlido resultante. (5
puntos)

A
A\ 4




@ 1. deitura / 1er apellido ‘ Titulazioa / Titulacion

Ingeniarien Goi Eskola
Escuela Superior de Ingenieros
Bilbao 2. deitura [ 2° apellido ‘ Ikasgaia [ Asignatura

Izena /| Nombre ‘ Data [ Fecha

Euskal Herriko Unibertsitatea
Universidad del Pais Vasco
Ikasturtea / Curso Taldea / Grupo ‘ Kalifikazioa | Calificacion

MECANICA. ESTATICA. 23-01-2018
EXAMEN TEORICO. RESOLUCION

1. Libro “Mecanica Aplicada: Estatica y Cinematica”, Ed. Sintesis. Pags.
203-204.
2. Hay simetria respecto al plano x=0, asi que x; =0.

Para la coordenada y, a partir de la posicion de los centros de gravedad de
cada figura:

prlaca =R/2
Para la placa:

placa = 2R2
YGsemidisco = 4R /37
Para el semidisco: g ~ TR2
semidisco — T
Para el conjunto: y, :;2[2R2 -R/2—”—R2-4R/37ZJ=2—R
2 TR 2 3(4-7)
2

Para la coordenada y, por Pappus-Guldin:

2
V=S2nyg %(ﬂRZZR—éﬂ# jz[sz —%}27%

2R

ycFm



