ALGEBRA LINEAL — Primer Parcial (7 de Enero de 2015)

1.- a) Sea AJE,,,
determinantes de las siguientes matrices: 2A,&2", (2A)™", A?, 2A%, AA', AB

(R) tal que su determinante vale a[JR. Calcula los

(BUE,,, ([R) es una matriz diagonal cuyos elementos son 1, 2,,.n) (2 ptos)
b) SeaAUE,, (R) tal que 4A+A°-p0, =(0). ¢(Para qué valores deg es la
matriz A regular? ¢ Cudl es la expresion ded™ para dichos valores deg ?
(1.5 ptos)
X 2 X 2 1 1 1
c) ¢Son los sistemasA|y (=[5 y Bly|=|1 donde A= 2 -1 1
z -9 z -6 -1 2 -3
1 1 1
B=|0 -3 -1| equivalentes? Razona la respuesta sin resolver lgistemas.
0O 0 -3

(0.75 puntos)

: All A12 -1
d) Todos los bloques de la matriA = 0 A son regulares. CalculaA™.
22

(1 pto)
Solucion:

a) Suponiendo quer #0, es decir, A regular
o |2A=2"0A|=2"r
_ ndbaog 20 2
2| =2" 1A 1\—W—;

=1 -1
2 2"

(2ma)”

ComoA™= H:Aa |A|m‘1:}0«a‘:HA|J§ ]‘—,{\M\ 1 |A| - =a"
0% = 2" (A = 2" [ar

A=A =B [=p[ =0

|AB|=|A|lB|=a@2BO.h=alh!

b) 4TA+A®- B, =(0) = 4A+A*=A 4 [, +A )= B,

Tomando determinant#A [@4 il +A2)‘ =|A|EF-'1 @, +A 2‘ =|B0,[=8" |=8

. Si B#0=|A|#0 y por tanto A es regular.



[Al=0
. Si B =0 entonce [
|40, +A%=0
pero si |A| #0con B =0entonces queda que
A4, +A%)=0=AA (4 1, +A 2)=4 [0, +A 2=0=A *=4 0, =
:A:ﬁEﬂn:iZi[ﬂn, lo que contradice el hecho de que segun el émmc
ALE,, (R).
Por tanto]A|#0 = B#0 y en este caso
Alfad, +A%)= B0, A B 1 0, +A °)=A '[B0,= A =4 0, A )=

:>A‘1:%EQ4D]”+A2).

c) Sabemos que dos sistemasx =b y UX =c se dicen equivalentes cuando tienen
la misma solucion. Ademas, también sabemos quee saplican transformaciones
elementales de filas a la matriz amplidde/ b) de un sistema X =b la solucion del
sistema no varia. En consecuencia, aplicaremosftramaciones elementales de filas a
la matriz ampliada(A/b) que nos conviertan a la matriz del sistema enroaiz

triangular superior.

1 1 112 d]: 111!2E£F
Alb)=|2 -1 1! 5|0RD&AY-| 0 -3 -1 1|0BEOE.
(A1t) s |DRLEE ;

-1 2 -3,-9 0 3 -2-7
11 112
0 -3 -11 1
0O 0 -3,-6

X 2
Por tanto, el sistemA|y [=|5 | se ha transformado en el sistema equivalente
z -9
X 2
B|y|=|1 |del enunciado.
z -6

d) Si todos los blogues de la matriz A son regulasesan bloques cuadrados de

dimension rxr y por tanto, todos los bloques de la matAz® tendran también
dimensioén rxr.

XY
SeaA‘l=(Z Tj,entonces



Am\—l:(All AIZJ[EX YJz[A 11[X +A 12Z A llM -lA l;D ]:

0) A,)\Z T AplZ A0
(4 O )m
() ”
ALX+ALZ =1,
ALY +A LT =(0) ,,
A, Z =(0),, D2 AZA ,Z=2=(0),,

A=l 0P ALA 0 =T =A 7,
la primera ecuacién queda ahdkg X =1, =X =A ]

y la segunda ecuacion se convierte en

ALY +A 12[A_212:(0) c=A N =A A _;PY =A A A _12

LuegoA‘l — [AH —Aﬁﬂk 12m‘ _212J '

(0) Az

2.-a) En el espacio vectorial de las matrices cuadradasales de orden 2E, ,(R),

se considera el subespacio vectorial U formado paqguellas matrices en las que la
suma de los elementos de la diagonal principal esro. Obtén las matrices A de
este subespacio, encuentra sus ecuaciones impligjtparamétricas, y una base del
mismo. (1 pto)

b) Sea W:{BDEM([R) / B :—B}. Obtén las matrices B de este subespacio,

encuentra sus ecuaciones implicitas, paramétricaguna base del mismo. (1 pto)
c) Halla Un W y U+W. (1 pto)
Solucion:

a b
a) Uz{A:(C d]Dszz([R)/EH d= 0} y considerando como base B de
E..,(R) a la base canénicB=<¢e = 10 (0 1) O _( 0
2%2 - el_ 00 ;ez_ 0 0 1%_ 1 1§_ 0

tenemos queC, (A) = y por tanto,a+ d= Q es la ecuacion cartesiana o implicita de

o O T 9

u.
Sabemos qudim(U) = dim(E,,, R ))— numero de ecuaciones cartesisc 4- F <.



Para obtener la base de U resolvemos Ila ecuacidmtesicama
a+d= 0= d=-a= si A L entonces

SR
ofy ofs oy e

10 01 0 : ,
= U=Span y= 0 -1 Y= 0 0 U= 10 y las matricesu,,u,, utienen

que ser linealmente independientes ya que la dny Wb B':{ul,uz,ug} es una base

de U.
Para obtener las ecuaciones paramétricas de U jpsdesar dos procedimientos:
1) Como en las matrices de U se verifica gae d= 0= d=-¢, llamando
a,=a,a, = ba,= cse obtienen las ecuaciones paramétricas

siendo a,,a,,a, los parametros y verificandose que el nimero dénpetros
coincide con la dimension de U.

. a b
2) Si A:(C deU entonces

a
b
CB(A): c :almB(ul)-l_aZl:CB(uZ)-l-aSl:CB(US):
d
1 0 0 a=a,
0 1 0 b=a,
=a, +a, +a, = la,a,a,0R
0 0 1 c=a,
-1 0 0 d=-a,

b) W={BOE,,R) / B'=-B} ={BOE,,[R) / B es antisimétrida=

. 0 a 0 1 0O 1
si BOW entonces B= =a = W= Span w= y
-a 0 -1 0 -1 0

dim (W)=1.



Para obtener las ecuaciones paramétricas de W a@snesn cuenta que Si

a 0
a b b 1
B= c d OW entonces C;(B)= c =alC,(w,)=0a 1 y por tanto las
d 0
a=0
: . b=a : )
ecuaciones parametricas quedal c=—a / aOR siendoa el parametro.
d=0

Como dim(W)=1=dim(E,, R ))- n°ecuaciones cartesianas W tiene 3
ecuaciones cartesianas o implicitas que se dedieéorma inmediata a partir de las
a=0
ecuaciones paramétricas y que sdn+-c= 0.
d=0

a
C) Si A =(C dj OU n W = A tiene que verificar las ecuaciones cartesiamald d

a+d=0
Q= a=0
y de W= b+ o= = b+ c=0 que coincide con las ecuaciones cartesianas de W y
- d=0
d=0

por tantoUn W =W .
Sabemos que dim(U+W)=dim(U)+ dim(W)-dim(Un W)=3+ 1+ & [y

ademasuU +W :Spar{ Y.y .,y V]\} , pero claramente se ve qug = u, — u,, de donde
U+W=Spaq y,y ,4 =

3.- SeanB= {q e, 8§, q é1, &, é dos bases de un espacio vectorial
e = eﬁ‘ &

1
2
1

3

E de dimensién 4 verificandose qu

e, = el + %
a) Halla las coordenadas respecto de la base B’ de vector x cuyas coordenadas
1
20 . .
respecto de B so 3 utilizando la matriz P de cambio de base. (0.5 ptos)

4



b) Halla respecto de la base B’ las ecuaciones de subespacio que respecto a B
X

viene dado por x-t=0,y+z=0 g son las coordenadas en la base B de un

t
vector de E). (0.75 fos)

Si E=E,_(R B=le =t Hez[0 Yazfth ol
©) Sl ESE.R) y B'=1ei= €= o/ % lo o ™ {o g

hallar la matriz que se corresponde con el vector xlel apartado a) y la base

B={e.e, ¢, ¢. Halla la mariz B=(Cy€) G &) G @©) G (g). ¢Qué
relacion hay entre esta matriz y la matriz P del agrtado a)?. (1.25 ptos)

Solucion:

a) La matriz de paso entre las bases B y B’ es ldigae por columnas las
coordenadas en la base B de los vectores dedaBhass decir, en este caso:

11 0 1
1 0 1 O .,
P= 00 -10 y sabemos que la relacion entre las coordenadas dectorx de
0 0 0 1
E en ambas bases viene dada (@rx) = PLG,. & ).con lo cual el sistema a resolver es:
1 1 1 0 1)(x} 1=x'+x%+ X', 5
2 1 0 1 Oflx' 2=x"+ X' -8
= 2 =S ! 8 . s ) CB' (X) = .
3 0 0-10 X'3 3= - X?: resolviendo elsistema -3
4 0 0 0 1){x', 4= X', 4

b) Teniendo en cuenta de nuevo la expresion matastablecida en el apartado
a), la relaciéon entre las coordenadas de un veaorambas bases viene dada por:
X=x"+x,+ X',
y=x+ X : , :
= Sustituyendo estas expresiones en las dos eceadieh

z= - X'
t= X',
: X—t=
subespacio respecto a la base{B: , Oobtenemos:
y+z=0

= Estas son, por tanto, las ecuaciones

X'+ X'3=x'3,=0 X' =0
cartesianas de dicho subespacio en B’.

{xl+x2+x4—x 4:Oj{x +Xx',=0



5

C) Segun acabamos de ver las coordenadas del weetoB’ eranC;. (x) =

’

por lo que la matriz correspondiente sera:

11 0 -1 1 - 1 6 1
x =5[e'—8[e’,— 3[k;+ 40e, = - - + -

11 1 0 0 0 0 -3 5
Para calcular la ba®:{el, e, g, q} , tenemos en cuenta que:
— O -
%71 o
R LGS

2_ - —

e', = = e~ 1 1)1 O 0
=8 _ Jeteé-&

e'g:ez—%despejandolosie %: q— %‘ I% _ 1 1 _ 0 _1_ 1 a = O
e,=g+eg §=- &+ § *7l e o Lo 970

0 -1 1 2 0 1 1
Luego la basdB =<¢e = 1 0 6 = 0 1,@2 0 , §= . :

0O 1 1 O
_ 1 -1 -1 -1 _
LamatrizP,=(C. 6) G &) G &) G()= 0 0 -1 0 Esta matriz
0O 0 0 1

coincide con la inversa de la matriz P calculadel@partad@): P, = P,

|0 :P,00000000O0-R

4.- Sea la aplicacion
p(x)=a+alxt ..+ gOROD-| d=| g+ #+ +| #

Estudiar si esta aplicacion es una norma o no, inciindo las propiedades que fallen
en caso de no serlo. (0.75 ptos)

Solucion:
Hay que comprobar que se cumplen los tres axionnasiebe verificar una norma:
i) Op(x)OP, |jd|=0 y|p|=0 <= p(¥=00x, esto es, p(x) es el polinomio nulo:

|| =|a| +|a| + --#| &= | lo cual es evidente por ser suma de valores aosodue son
siempre=0.



En cuanto a la segunda parte, probemos la dobléanjn:
0 Sip(x) es el polinomio nulo, entoncdlp] =|0+|q+..+| §= C.

= Pero reciprocamente, si
Io|=0=|a|+|a|+ .*| &~ | d=| #= =] #£0 - & ,a..=a,=0< p(x)=00x.
Luego se cumple este primer axioma.

i)y Op(x)0P, y OAOR A Cp| =[A|dld|
Como el polinomioA (p(x) =A &, +A g Ox+ ..#A 00k =

[Nl = G| + A Caf+ D] =GN T A & =D g

por prop.delvalor absolu

= |\|tf[eq| +|af+ . #| af) =[N b -

También se cumple el segundo axioma.
i) Op(x), q()OP, |p+d<|d+|d
Como sip(x)=a,+g0x+ ..+ gk y q(X)=b,+ b X+ ..+ [ IOX, el polinomio
sumaes: (p+q)(X)=a+ Q+ @+ h ¥ .+ @+ pY%k=>
[p+dl=a+bl+[a+ B+ 4 g+ H<[ a+| b B Jr + 2| ] | [,
donde se ha tenido en cuenta la propiedad del shkwluto:

x+y|<|x|+]y] Ox,yOR.

Consecuentemente, este tercer axioma también ggeyrta aplicacién es norma.

5.- a) Enuncia y demuestra la caracterizacion de @naplicacion lineal inyectiva.
(0.5 ptos)

b) Seaf:E [ [ F una aplicacién lineal inyectiva entre dos espaciogectoriales.

Demuestra que  si B:{el,g ..... en} es una base de E, entonces

f(B) :{f(e]),f( e),....f( e])} es base de Imf. (1 pto)
c) Justifica que n vectores linealmente independiées de un espacio vectorial E
cuya dimensién es n, forman una base de dicho espagectorial. (0.5 ptos)
Solucion:

a) Sean E y F dos espacios vectoriales sdbrg f :E - F una aplicacion lineal. La
condicion necesaria y suficiente para que f seecitiva es queKer f :{OE} , esto esf

inyectiva < Ker f ={0.} .



Demostracion

=| Supongase quk:E - F es una aplicacion lineal inyectiva.

Seax[ Kerf = f X 0., ademas por sefr lineal f Oz )=0; , luego

f(x)=f(0g) = x=0 . PortantoKer f ={0}.

f inyectiva
0| SeaKer f ={0.} . Se va a demostrar que entorices inyectiva.

Seanx,yOE/f (x)=f(y) o equivalentementef x(-)f y(50. y por serf lineal,
f(x-y)=0;. Luego, x—yOKer f ={0.}, de dondex-y=0., y por tanto,x=y.

Luego, f es inyectiva.

b) Para demostrar qué (B)={ f(e)), f(g,),....f (6} es una base de I hay que
demostrar que es un sistema generador de yrademas que es un sistema libre.
Empezamos demostrando que es un sistema generador:

Como B={e,, e,,...,e} es una base de & OxE, X se expresa como combinacion
lineal de los vectores de B, es dedils xg, + X,€,+---+ X €, . Tomando imagenes por
f y teniendo en cuenta que es linedl(x)=x f(e)+x, f(e)+---+x, f(g). Pero

f (x) Ulm £, luego,{ (&), f (&), -, f (&)} es un sistema generador defim

Ahora veamos que tales vectores son linealmentepemtientes, lo cual es

consecuencia de quk es inyectiva:

Consideremos la combinacion lineal nula:
o, f(e)+a,f(e)+-+a,f(g)= Q.
que puede escribirse, por ser lineal, corh(a,e, +a,e +---+a,€)= Q.

Luego: a.e, +a,e +---+a,0Ker f y por serf inyectiva, Ker f ={0.}, de donde

0,6, +0,6+-+0,6= Q. Como los vectorede, e, --- ,e}son linealmente
independientes, entonces; =a,=---=a,=0.
Por tanto:{ f(e), f(g), -~ f(e)}son lineaimente independientes, y por tanto

constituyen una base de m
c) Por ser E de dimension n, E es de tipo finito ¥ egnerado por conjuntos de n
vectores, entonces $Ul, U,, - ,un} son n vectores libres de E, también tienen

qgue ser forzosamente un sistema generador de @ijeyan caso contrario, existiria un
vector x de E que no se podria expresar como combinacidealli de



{u, u,, - ,u.}, luego el sistemgu,, u,, --- ,u,x}, seria libre. Pero como E

es un subespacio de tipo finito generado por novestsabemos que en él no pueden
existir mas de n vectores linealmente independierRer tanto, hemos llegado a una

contradiccion, lo que implica qufu,, u,, -+ ,u,} debe ser también un sistema

generador.

6.- SeanP,(x) y P;(x) los espacios vectoriales de los polinomios realés orden

menor o igual que 2, y menor o igual que 3, respecamente. Se considera
la aplicacion:

f:R() - B
p() ~ N =X0OK -] pxd

a) Demostrar que la aplicacion es lineal. (0.5 ptos)
b) Calcular la matriz en las basesB :{1, X, X +]} y B' :{1,x, X -1,X- :}
(1.5 ptos)

c) Sin utilizar la matriz hallar razonadamente una ba®, ecuaciones y
dimension tanto del nucleo como del subespacio imag de la aplicacion.
(1.5 ptos)

d) SeaU ={p(YOR(X®/ { 3= - ¥ hallar una base de f(U). (1 pto)

2
. . L . X
Nota: las integrales se consideraran sin constante (ﬁp(dxz?)

Solucion:
a) Veamos sif cumple las condiciones para ser lineal:
) Op,qP,(x)= ¢f (pt qF f (px T (@)
=X’ p+x* = [ px-[ qx= ¥ Op= [ mx X0g-[ g f (py f (g
i) Op(x)OP,(x) DOAOR= ¢f @ p(X)FEAT (p(x))”
f(AD)=x* A qn)'—j;ltpdxz xzump—)lj pdx=
:A[xzm'—jpdx}:)l-f (p)
Luego, f es una aplicacion lineal.

b) Sabemos que la matriz asociada a la aplicacion deedimension 4x3 y tiene por
columnas las coordenadas en la base B’ de las maagmor f de los vectores de la

base B, es decir,



A=(Colf@] ColfOO] Col f(x*+1)])

Calculemos estas columnas:

0
-1
-f[(1)]:o—jl-dxz—x:cB.[—x]: 0
0
5 ) XZ X2
« 1 (0] =x* A~ [ xdx= x T T e s00 X, (X- ra, -
a,-a,-a,=0- a,=1/2
x? a,=0
=S =0, -0, -0, A, X+a X +a K=
a,=1/2
a,=0
1/2
x> 1,1
2 =21+ = (R - 1= C,. [f (X)]=
=2 =SS - D=Colf (=]
0
2 —_ 3 2 — X3 _5X3 —
o f[x*+1]=2-x —j(x +1)dx= 2-)(3—?— X=X = d, Ya, xa, k- HYa, -& »
a,-a,-a,=0- a,=a,=5/3
3 a,=-1
SSL—X=a’0—0’2—a'3+0’1-x+0’2-)(2+a'3-)(3:> ! =
a,=0
a,=5/3
5/3
= C [ f(x2+D)] =| _
5/3
oL >
2 3
-1 0 -1
Asi, la matriz pedida es: A=O 1 0
2
0 O 2
3

c) Ker f = {p(x)JP,(x)/ f [p] = 0= Polinomio nul}, pero p(x)= a+b-x+c’xluego
p'(X)=b + 2c- X, entonces:



w

f[p(X)]:szb’fzcx)‘j(a*bXJfC)% Jx= X0O(b+ 2cxy ax ‘ézi_ %:

b C b 5c
f[p(x)] =—a-x+x*[(b-=)+ x*(2c—=)=—a-¥— -X+— X .
= f[p(x)] N 2) ( 3) > 3
Este polinomio seré el polinomio nulo cuando:

-a=0
b . .
—=0 « a=b=c=(. Estas son las 3 ecuaciones cartesianas del Keego el

s_g
3

Ker f es el polinomio nulo y su dimension sera 0.
En cuanto a Inf , segun el Teorema Fundamental:
dim P,(x) = dim Kerf + dim Imf < 3=0+dimImf < dimImf =3,y segun

acabamos de verf[ p(x)] = -ax +gx2 +5—3Cx3 = Imf= Span[—x,ﬁz,—i)ﬁ}. Esta

seria una base de Ifny su ecuacion en la base usualRjéx) esa, =0.

d) U={p()0R (x)/p(x) = p(-x)

a=a O
p(x)= at+b-x+c-XJU < atb-x+c-X= a-b-x+c:& < {b=-b= 2b= 0= b= (
c=c 0

= p(x)JU < p(x)= a+c-% = Base de U ={1, % por ser 1y % libres.
Entonces sabemos que el subespdoft)) = Span {f (1), f (x*)}.
En el apartado b) hemos visto qiigl)] = —x
Ahora vamos a hallar:
x® 5x°

f[(xz)} :xzmx—sz-dx: 2%—3—?: f(U)= Spar{— X%}

Es decir, podemos considerar como basé () : {x, x3} .



