ALGEBRA LINEAL — Convocatoria ordinaria de Mayo.

Sequndo_Parcial (30 de Mayo de 2015)

1) A) SiendoR,(x) el espacio real de los polinomios de grado menorigual que

dos, se considera el siguiente producto escalar
() R(X)xP,(x)0 R

1
(p.9)  ~ (p.9=], PO b
Sea W el subespacio dg,(x) cuya base es {1,x}. Obtener el subespacio ortogbna

de W, es decirW" . Dar una base de dicho subespacio .
1 Punto
Solucion:

W=Span {1,x}. Por definicion, el subespacio ortogbde W, representado pat” es:

W= { p(x)€ P, (x)/ <p(x),q(x)>=0 Oa(x)e W }

Si gXe W — q(x) =a +B-x , de donde <p(x),q(x)>=01 a, BER «> p(X) debe ser
<p(x),1>=0

ortogonal a los dos vectores de la base de~ . Entonces, como
<p(x),x>= 0

P(X)ER,(X) — p(x) = a + bx + cX, luego:

1 x2 o xT b ¢
<p(x), 1>=| (a+ bx+ cX Ydx=| at b—+ €| = a—+—= 1
p(x), 1>=] ( ) { > 31 >t (1)
_ x>  x*  x*[_a, b c_
<p(x), X>—j (a+ bx+ cX )-x de| &+ b—+ €| =—+—+—= (2)
0 2 3 4 o 2 3 4

Estas ecuaciones son las ecuaciones cartesian&s dBespejamos “a” de la ecuacion

(1): a= —g —%, y lo sustituimos en (2):

b
+—+
3

:0:>.Luego,a:—g+—2:> a= —g . Asi:

£
4

p(X)=—%+bx—bx2:—b(%3—x+ )= V\F:Spar{—é— X f(} :

B) En el espacio vectorial de los polinomios de gradmenor o igual que 2 se

considera la aplicacion:
1

R, (R)x B(R) =R /< p, e =[ p(x)a(x)dx p(0)a(C

0



Estudia si es 0 no producto escalar. En caso neyat indica qué propiedad o
propiedades no se cumplen, dando un contraejemplo €ada caso si es necesario

1 Punto
Solucion:

Estudiemos si la aplicacion dada verifica los axderde producto escalar:
1 1

1. Positividad:<p, p>:j p(X)p(x)dx- p(O)p(O):j p (x)dx b ((=0 ??
0 0

Pero este resultado no tiene por qué@rVeamos un contraejemplo.
Si p(x) =x-1:

JjPZ (x)dx :J(l; (x—1F dx:'i (¢ = 2x+ 1)d{x_;_ 2}(_22+ %1 _

0

1
3=
p*(0)= (0-1f =1

= <p(X),p(x)>=< x—-1,x- 1>:%_ 1= _§< 0

1
y <p,p>=0<= p= 0% Se observa quesp, p>= 0 = Iﬁ (x)dx= B (O,
0

1
pero esto lo cumple, por ejemplo, el polinomio p£x) (J'dx =1y p?(0)=1)yno es el
0

polinomio nulo.
Por tanto, la aplicaciéon dada no es producto escAkro veamos si se cumplen los
otros dos axiomas:

2. Simetria:<p,q>=<q,p>"??

<p, q>=j p(x)a(x)dx- p(O)q(OFT a(x)p(x)dx q(0)p(G< .p>
Luego,O la aplicacion dada verifC;ca la simetria.
3. Bilinealidad: < p, ¢-q +B-r) > =a<p,q>+p<p,r> ??
<p,(a-q+p-) >=j PO q(x)B r(x)]dx p(Oxr a(0yB r(O}

0

= o{ [ pO)a(x)dx p(O)qx}w{ [POYr(x)dx- p<0)r(0)} =a < p,gp+< pp

0
La bilinealidad si se verifica.

1 a a
2) Sea la matriz A:<—1 1 —1). Estudia si A es diagonalizable en funcion del
1 0 2

parametro a. En los casos en que si sea diagonalizable, eserid matriz diagonal

D y la matriz de cambio P. Halla la expresion de lanatriz A*, utilizando la

relacion entre Ay D. 1.5 Puntos
Solucion:

Lo primero que hacemos es calcular los valoresipsate A:



1—A a a
pN)=|A-Al|=[-1 1-2 -1|=(1-A)@-N-a-a(l-A)+a2-))=
1 0 2-A
A, =1 con multiplicidad algebrdica m =2

2
=(1-\) 2-N)=0<«
( ) ( ) A, =2 con multiplicidad algebrdica m, =1

Calculemos ahora los vectores propios asociadada\eector propio:

V(1) = Ker(A- )={x € R’ / (A- I)x = 0}

0 a a
A—1=|-1 0 -—1|.La matriz A sera diagonalizable cuando este p#auis
1 0 1

V(1) tenga dimension 2, para lo cual el rangoAde | debera ser 1, es decir, todos sus
menores de orden 2 tendran que anularse. Los tdistmenores de orden 2 que
podemos sacar de ella son:

0
=-a
1 1

Luego, los dos casos a distinguirsoa:=0 y a=20
Siel rango déA—1)=2 - dim(V(1))=1, y la matriz A no sera diagonalizable.
Si : rang A— 1)=1 = nimero de ec.cartesianaswie), luego:

dimv(1)=dim R*-1=3-1=2 =4 = m , de dondeA es diagonalizable ya
que u,= m,= 1. Entonces:

0 a
1 0

a a

0 1

V(1) = Ker(A- 1)={x € R* / (A- 1)x = 0}

0 0 ollx] (o
1 0 —1||x|=|0 ;»xl+x3:o;»x3:xlel,xzeR;»BV(l):{@ 0 ~1),(01 0)}
10 1)x]| [0

Calculamos ahor¥(2) = Ker(A-21)={x € R’ / (A-21)x = 0}
-1 0 0 ||x 0
! X +X+X =0 X, ==X ‘
-1 -1 —1||x |= 0:»(1 > [“  SVx eR=B :{(o 11)}
X =0 — V(1)
1 0 0fx| [0

Asi ya tenemos una base de vectores propios:

B = {(1 0-1) (01 0) (0 1—1)t}

Por tanto, la matriz de paso P y la matriz diag@nhaéran de la forma:



1 0 0 100
P=l0o 1 1| y D=0 10
~1 0 -1 00 2

Ahora calculemosA':

A' = (P.D-P")* = P.D-P'P.D-P'P-D-P'P.D-P"' = P.D'P' =
0 T T

-1

1 0 Ofj1 0 Off1 0 O
=0 1 1pHO I OFfO0 1 1
-1 0 —-1||0 0 16]|—1 0 -1

3) Sea A la matriz de minimo orden que verifica lasiguientes condiciones:
1. dim(KerA)=1

2. A =1es un autovalor cuya multiplicidad algebraica es 4\ =2 es un autovalor
cuya multiplicidad algebraica es 3.

3. rango(A- )= 6y rango(A- IY = 4

4. rango(A- 21)= 7y rango(A- 21} = E

Halla la forma canodnica de Jordan de dicha de matz. 2 Puntos
Solucion:

Como nos dicen que dim(KerA)=1, y teniendo en cuenta que:
Ker(A):{x eR’/ Ax= O} =V/(0) = dimV,(0) = 1. Luego el 0 es un autovalor de

A, del que de momento desconocemos su multipliciddgebraica. Los otros
autovalores segun el enunciado sork;, =1con m = 4 yA,=2 con m = 3.

Consecuentemente, la matriz A serad de ordes, pues su polinomio caracteristico
tiene tres raices), =1cuadruple\, = 2 triple y la raizA\, =0, pero como nos piden

considerar la de minimo orden, se tendra que Aoex$amente de orden n=8 y
consecuentemente el autovalor= 0sera simple:

Por otro lado, por la condicién 3:
rango(A- 1)= 6= n° de ecuaciones cartesianas/de) =
dimV (1) = dimR* -6 =8 -6 =2 ycomo
rango(A- 1Y = 4 = n° de ecuaciones cartesianad/de) =
dimV,(1) = dimR* -4=8-4=4=m — V,(1) es ya el subespacio maximal

asociado &\, =1.



De la condicion 4:
rango(A- 2I)= 7= n° de ecuaciones cartesianad/de) —

dimV,(2) = dimR* - 7=8 -7 =1

rango(A- 21Y = E= n° de ecuaciones cartesianas/de) —
dimV,(2) = dimR" -5 =8 -5 =3 =m — V,(2) es el subespacio maximal asociado
an,=2.

Entonces, las cadenas de subespacios para estagtdealores y la forma de elegir los
vectores de la base de Jordan va a ser la siguient

Vi) O 4V, ()

dim2 dim4

[

\D = 2 bloques elementales de Jordan de ordef{1); J3(1)
1

u

u

[

2

4

Vi(2) D V,(2) O Vy(2)

dim1 dim2 dim3

D D — 1 bloque elemental de Jordan de orden(2) J

N O
N [u

Para el autovalor simple, =0, sélo existe el subespacio:
Vi(0)

diml
[ug)

Por tanto, en la base B i{,u, ,u,,u, ,u ,4 ,y ,L} la forma de Jordan de A sera:

= 1 bloque elemental de Jordan de orden(D)J

O OO OO0 O O
O OO0 OO0 O R R
©O OO0 0O L OO
O 0O 0 O0OpRr Rr OO
OO0 oNO O oo
OO NRER OOOO
ONRp OOOOOo



4.- Sea el sistema lineal:
X, =0.25 100+ %+ %)
X, =0.250 (20+ %+ x,)
X, =0.250 (20+ %+ %+ %)
X, =0.25 20+ %+ %+ X )
Xs =0.25 J100+ %+ X )
Xe =0.25 20+ %+ X )

a) Estudiar la convergencia y velocidad de convergeia de los métodos de Jacobi y
de Gauss-Seidel, sin calcular los radios espectralede las matricesT,y T,

asociadas a ellos, enunciando todos los resultadoslos que te basas.
b) Realizar dos iteraciones del método mas rapiddrabajando con 3 digitos
significativos y partiendo del vector nulo como apsximacion inicial. Calcular el
porcentaje de error cometido en la dltima iteracion

2 Puntos

Solucién:

a) El sistema del que provienen las ecuaciones delaggdo es:

4X, — X, T X = 100
-X, + 4x, - X, = 20
X, + 44X, - X, - X = 20
- X, — X3 + 4x, - X, = 20

- X5 + 4x, - X, = 100

- X, — X + 4xs = 20

La matriz A de este sistemaestrictamente diagonal dominante ya que
_ 2 sii=1,2,5,¢ .
la,|=4>>"|a| Oi ya que|a |= . y por tanto, los métodos
‘ o - 3 sii=3,4
iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen.

Ademas la matriz A cumple las condiciones delgsw de Stein-Rosenberg, ya

>0 i

que A .. Yy en consecuencia, Gauss-Seidel convergera nriga ague
a;<0 0iz]

Jacobi.

b) Para este sistema el algoritmo de Gauss-Seidehereth forma:



X1 =0.25 100+ %+ %)

x4 =0.250 (20+ X1+ )
x£™"=0.250 (20+ X"+ X+ X)
X§™"=0.25 020+ X"+ X+ X
X1 =0.25 O(100F %™+ %)
X1 =0.25 0020+ X1+ 1)

Si partiendo del vectox® =0 hacemos dos iteraciones dando valores k=0 'y
k=1 en el algoritmo anterior, obtenemos al trabegar 3 digitos significativos:

1=0.25 0100+ X+ X k= 25 %= 0.29] (100 »x})=30.7
x5 =0.250 (20+ %+ % = 11.3 x2=0.250 (20+ X+ % )= 15.4
X3 =0.250(20+ %+ X+ X )= 11.3 x3=0.250 (20+ X+ %+ *% = 22.
x: =0.25 020+ X+ X+ ¥ )= 10.7 Y x2=0.25 020+ X+ X+ X )} 18.
x; =0.25 100+ %+ X = 27.8 x2=0.25 O(100F %+ % )} 34.2
X =0.25 20+ X + X = 14.6 x2=0.2500(20+ ¥+ ¥ )= 18.1

y el porcentaje de error relativo cometido en @usela iteracion es

(2) _ (D max | X —
e 1002167 =5 I o A X K]
11X 1L mlax{‘xz‘}
_max|30.7 25|,|154 11.3],]223 11.3|,|38.1 10.7|,+3%3B|,|18.% 14'%100—
- max{ |30.7,|15.4|,| 22.3|,|18.1|,| 34.2|,|18.1]

106

= £X100= 322%
34.2

5.- Dada la tabla de datos
x| o 1 2 3 4
yi | 0.47 -1.7632  -7.2560 -20.766  -53.995

Calcula el elemento mejor aproximacién minimo-cuaditica del tipo y=2-b &>

trabajando con redondeo a 5 digitos significativos?lantea, sin calcular, cuél es el

error minimo-cuadréatico cometido. 2 Putos
Solucién:

y=2-bE*= bIé*= 2y y tomando logaritmos neperianos se obtiene que

L(2-y) = L(b&™)= L(b)+ L(e™)= L(b)+ alx, que ya es una relacion lineal.

En consecuencia, aproximaremos la fundig®—-y) por la rectap(x)=A,+A,Xque

mejor se ajuste a sus datos. Esto significa que lzofa de resolver el problema de
aproximacion, debemos utilizar la tabla de datos



xil 0 1 2 3 4

L(2-yi) | 0.42527 1.3253 2.2253 3.1253 4.0253

Para resolver este problema de aproximacién, sesidema el vector

0.4252 1) (0
1.3253 1((1

L(2-y)=| 2.2253 |OR® y el subespaciti =Spar{x, X,} = Span , 2. Se trata de
"~ |3.1253 1]|3
4.0253 1/(4

hallar el elementa = A, X, +A, X, mejor aproximacion dé(2-y) en H respecto al

5
producto escalakf,g >:Zf(xi)@(xi) , que como sabemos se obtienenieraio
i=1

<L(2—3~/)—u,)~<0 >=0

que L(2—3~/)—uDHD - { , condiciones que conducen al sistema de

<L(2-y)-u,x, >=0
ecuaciones normales:

5 5

0> <X, X, j[EAO]_(<L(2—¥),)~<O>J ;1 i:1Xi [E)‘O]_ ;‘L(z_y‘)
1> <X > A (<L) > _ZS:X Zslxz A _ZSZXiEIL(Z-yi)

X X

o

X X
[P
i
1<

vV Vv

i
i=1

5 10) (A,) (11.12 5\, +10\, = 11.126
10 30) (A, ) |31.253 10, + 38, = 31.2¢
y realizando la transformacion elementgl- 2E se obtiene que

5\, +10A, = 11.126
0 1 2\, = 9.001_ 0.9001=5 ), = 11.126- 10, — 0.425>
10n, = 9.001 10 5

L(b)=A, = b=¢° == 1529
( ) ° ~ % tlc;mal;I:loEe'x one%':ia@s_) y = 2_ 15296]8900]3(
a=\, = 0.9001 P

El error minimo cuadratico cometido en la aproxdma es

E=d(L(2- y) Ay +A, D) =] L(2- y)=A -\, ¥ =

= J(L@2-y)-A —A\, X, L(2-y) — A, —A,X) =

i=1 i=1

= \/i[L(Z—yi)—AO A :\/i[l_(z —y,)—0.425- 0.900D }° .



6.- Define los siguientes conceptos, dando un ejemplo eada caso:
a) Error de truncatura.
b) Problema mal condicionado

0.5 Puntos
Solucion:
a) El error de truncaturée) es debido al truncamiento de un proceso matematico
infinito.
Por ejemplo, si para el calculo de la funcion eletalef(x) = sen(x) consideramos el
polinomio de Taylor de grado 2n+1

3 X5 X2n+l

XX _
p, (X)=X 3!+5! ot 1T(2n+1)!

el error de truncatura sega=f(x)-p, (X).

b) Un problema se dicemal condicionado cuando pequeias perturbaciones en los
datos iniciales conducen a resultados muy difesefmeependientemente del algoritmo
utilizado en la resolucionConsecuentemente, un problema se dira bien conditio
cuando pequefios errores en los datos inicialesludgm a pequefios cambios en la
solucién.

Un ejemplo de problema mal condicionado seradaloeion de un sistema de

ecuacionesA X =b, en el que la matriz A es cercana a una matrgusan.



