ALGEBRA LINEAL — Convocatoria ordinaria de Mayo.

Primer Parcial (30 de Mayo de 2015)

1.-A) Sea A una matriz cuadrada de orden n, tal que sueterminante vale 5. Se
aplican las siguientes operaciones:

1. Se invierte la matriz A para lograr la matriz B.

2. Se intercambian dos filas cualesquiera de B y sbtiene la matriz C.

3. La matriz D es el resultado de intercambiar dosolumnas cualesquiera en la
matriz C.

4. Se multiplica D con un paradmetro reakr # 0 . El resultado es la matriz E.

5. Lafila iésima de E se multiplica porl/a logrando una matriz F.

6. En F sustituimos la columna j con la suma de la®lumnas (j-1) y j. Se obtiene
la matriz G.

7. La matriz H es la traspuesta de G.

¢, Cuales son los determinantes de las matrices B,Q,E, F, Gy H? (0.75 ptos)

Solucion:

Suponiendo qugl #0, es decir, A regular

|B|:‘A‘1‘ =1/|A| :% por ser ADA™ = |y tomando determinantes:
1
Al

1 . . : .
|C| = —|B| =——, porgue un intercambio de filas en un determinardgeqra un
B

Al 7|=1= 7=

cambio de signo en su valor.

1 . : .
ID|=~|C| ==, porque un intercambio de columnas en un detenteénarovoca
B

un cambio de signo en su valor.
n

|E| =" D :% , porque cuando se multiplica una fila o columnaidie

matriz por un escalar su determinante queda mickighd por dicho escalar, y la

matriz D tiene n filas.
n-1

1. 10" «a
F= =S =T

, por la propiedad que acabamos de comentar.



an—l »
« |G|=|A= 7 porque esta transformacién elemental no altevalet del
determinante de una matriz.

a"t : L
« |H=|g| :7, porque el determinante de una matriz coincidestate su

traspuesta.

1.-B) Calcula el valor del determinante de orden (n+1):

a atb a2b .. &a (R Db & [
-a a 0 0 0
0 -a a 0 0
0 0 -a .. 0 0 (1 pto)
0 0 0 a 0
0 0 0 -
a atb a2b .. a (R Db & Db
-a a 0 0 0
0 -a a 0 0
Solucion: 0 0 -a .. 0 0 |=<C,+C,+.+C, >=
0 0 0 a 0
0 0 0 - a
(n+DCa+ b+ 2br .+ MIb & b & 2b ..+ fn 1b+a |nb
0 a 0 0 0
0 -a a 0 0
= 0 0 -a 0 0 =
desarrollando por la Columnz
0 0 0 0
0 0 0 -a
a 0 O o 0
-a a O 0O 0
0 -a a o 0
=[(n+1)A+ bO2+ 2+ ..+ N)[JO 0 -a 0 0 = »
porser el det.de unamatriz triangu
0O 0 O @
0O 0 O - a

- {(n+1)[ﬁ+%+l)mkﬂméi= (n+ 1M&E€ a—g }



1.-C) Encuentra todas las matrices columna bfb, b, b3)t para las cuales

1 2 -5
existe al menos una solucién del sistenfalx =b, siendoA=|2 -3 4
4 1 -6

(0.75 ptos)

Solucion:

Para que el sistemaAlk=b sea compatible debe cumplirse que
rango(A)= rango(A | b, entonces, se trata de ver para qué vectos cumple esto.

Realizando transformaciones elementales sobretidzraapliada obtenemos:

1 2 -5 h 1 2 -5]| b
Rangg 2 -3 4| b|< F2 2 K= Rango G 7 14|,-b 02
4 1 -6| b F3- 41F1 0-7 14| ,b- 4,

Se observa claramente quango(A)= 2= Para querango(A)= rango(A|b¥ :,
debe cumplirse la condicion:

b,-40b = b,— 2~ ZIh+ h- h= (Luego los vectored=(b, b, b,) para
los queA X =b tiene al menos una solucion son aquellos paragies i, b, bs
cumplen la relacion2b, + b,— b, = C.

2.-A) Sea E un espacio vectorial sobre un cuergky {el, €, q} un conjunto de
vectores linealmente independientes de E. Demostrgue el conjunto de vectores
ul = el

u2 = el+ e2

{u,u,,...u} con . es también un conjunto libre. (0.25 ptos)

U, =t e+..+ g

Solucion:

Sea una relacion lineal nula entre los vectare® la forma:

o, +a,,+...+a, M =0./a 0K i=1,..,n < O.=a,le+a e+ er .+
+a,, e +e+.+¢g )+a e+t e+..+ g+ €<

(al+a2+"'+an)|:e1+ (GZ+ ...+G n)[e2+ "'+ Q n—1+a n)Ebﬁ 1+a rDen:

porserE;p libres
o, +a, + ... +a,=0
a,+ ..+a,=0
Resolviendo este sistema homogéneo:




De la ecuacion ma, =0, de la n-1a,_, =0 y asi sucesivamente, de la segunda ecuacion
a,=0 y finalmente de la primera,=0. Luego, todos los escalares=0 0 i=1,...,n y

consecuentemente, los vecto{e@,uz,...,u n} son también linealmente independientes.

2.-B) Hallar la dimensién del subespacio S en funcién des valores de ay b

S= Spar{ 1,11, @1,4a), (@1a;b) siendoﬁ[l?@ . Obtener las ecuaciones
paramétricas y cartesianas de S en cada caso. (1.5 ptos)
Solucién:

Para saber la dimensién de S tenemos que estudiatos vectores hay linealmente
independientes de entre los tl{f{ﬂsll)t, (11a),(1a b} . Para ello estudiamos el

rango de la matriz A que tiene por columnas lasdsradas de tales vectores:

11 1 1 0 O
Rango(A)= Rangp 1 1 a< G2 Gl= Rango 1 0 -a=%}| [=A -(@D)
1 a b C3xC1 1 alwb

Los dos casos a distinguirson: a=1 ¥ &
e Si a#l, el rango de A es tres, por lo que los tres vestor

J]:(111)t ,(11a),(1a b} son linealmente independientesb — dim(S) = 3

— S coincide con el espacio tof8f = S no tiene ecuaciones cartesianas y sus
Xl :Al

ecuaciones paramétricason: X, =4, / A, 4,,A,0R, considerando como base
X3 :/13

de S=R® la base canénica (X1, X, X3) las coordenadas de un vector de x

respecto a dicha base.

10 O
* Si a=1 el rango de la matriz A coincide con el rangdadmatrizi1 0 O
1 0 b-1

En este caso hay que distinguir que b=fue b# 1. Es decir:
- Si a=1 y b=1 se tiene que el rango de A es claramente>1dim(S) = 1,
pues soOlo hay un vector linealmente independienesto es:

S= Spar{ @ 11} = Lasecuaciones paramétricasle S son:
X, =4
x,=A /I A, 0R. S tendra 2 ecuaciones cartesianas, que se pobétemer
X3 =/11

eliminando el parametrd, de estas ecuaciones, obteniéndose:



X, =X X, —X,=0 . .
{ e { 12 = Ecuaciones cartesianade S.

X, =X, X,—X;=0
10 O
- Sia=ly b#1 setienequeelrangodgé 0 0O | es2= dim(S) = 2,
1 0 b-1

ya queS= Spar{ (111,006 ']}):> Las ecuaciones paramétricagle S

en esta base son:

X, =4

X, = A, I A,A,0R.

X3 =/]1+/12 [(b-1)

S tendra 1 ecuacion cartesiana, que se puemtdener anulando el
determinante de la matriz:

1 0 x
0=1 0 x|=—-(b-1)(x- %) x- x= 0Ecuacion cartesianade S.
1 b-1 x

3) En P, se considera el subespacid/ :Spar{ X-1x 1, 8%x- Tx 1}C

a) Hallar la forma de todas las bases d&, que contengan una base de M. (1 punto)
b) Dar un subespacio suplementario de M. 0.6 puntos)

c) Se consideran erP, las dos bases siguientes:

B:{elz(l—x)z, e =x[(1- x), g = x2} y B':{ e=x-1 e=x+1 e= }.

3

c.1) Hallar la matriz de cambio de baseP=(CB e) Ge) G )) (0.5 puntos)

c.2) Hallar, utilizando la definicion de coordenada, las coordenadas del polinomio

p=1+ 2[k+ 20X en la base B’. (0.25 pos)
c.3) Hallar, utilizando la matriz P del apartado cl1), las coordenadas del polinomio
p=1+ 2[x+ 2¥ en la base B. 0.5 puntos)
Solucién:

a) Veamos cuantos vectores de M son linealmente imdispetes, para lo cual
estudiamos el rango de la matriz que tiene pornmo&s las coordenadas de los

polinomios que generan M respecto a la base usug) {i,x, x2} ;



-1 1 -10 -10 O
Rango 0 1 -7|< CZ C: = Rango 0 I+ |& Ramgo=2 =M S{pazn—x +1,}x
1 0 3 C3- 10JC1 1 1-

Entonces una base d&, que contenga una base de M, sera de la forma
{x-1x+1a+ tOx+ a1X} siendo a, b, c tales que los tres polinomios
x*-1, x+1, a+ dx+ dIX sean linealmente independientes, es decir, tefrdmante

de la matriz que tiene por columnas las coordendeasos tres polinomios en la base
usual {1,x,x2} debe ser no nulo:
-1 1
0#/0 1 h=-c+tb-a= B & . Por tanto, todas las basesRjgue contenga una
1 0

base de M, seran de la forr{w@ —1,x+1a+ Hix+ d])%} siendo a, b, c talelsz a+ c.

b) Un subespacio suplementario de M, sera un subespécie dimension 1 de
forma que se verifique que nM™ =0, =polinomio nulo, ya que en tal caso ya se

tendra queM OM’ =P,. Es decir, basta considerst’ =Spar{ p (x) , siendop,(x) un

polinomio linealmente independiente cotf -1 y x+1. Por ejemplo, podemos tomar
p,(x)=1, ya que para este polinomio se cumple la condigigs acabamos de obtener
b# a+ ¢( 0 #1+0). Luego, un subespacio suplementario de M puedsiSeSpar{ 3 .

c.1) Para hallar la matrizF>=(CB ) Ge) G ('e3)) se trata de expresar los

polinomiose'i como combinacion lineal de los vectoeesesto es:

e e =x*-1=alll- xf+ b x} dIX= al@® X- 2x) B(x X% d%=
=(a- b+ c)X + (b- 2a)lx a= Igualando coeficientes:
-1=a -1
0=b-2a = a&=-1F-2,¢ & *1 ColumnadeP: |2
l=a-bt+c 0

ce =x+l=all- xf+bixI(E x} dX= al@E X- 2x} b (x X} @ %=

=(a- b+ c)X + (b- 2a)l% a= Igualando coeficientes:

1=a 1
l1=b-2a = &= 1, 3,6 2 % ColumnadeP: 3
O=a-bt+c 2

s g =1l=alll- xf+ Xt x¢ dIX= dl@& x- 23 b(x X3 @ %=
=(a- b+ c)X + (b- 2a)dx a= Igualando coeficientes:



1=a 1
O=b-2a = &= 1 2,¢ & *3 ColumnadeP: 2
O=a-b+c 1

-1 11

Lamatriz Pes:— 2 3 2, siendo la relacion entre las coordenadas de linopuio
0 21

p(x) en ambas base<; (p(x))= PLG,. (p(x)).

c.2) Expresamos el polinomig =1+ 2[x+ 2[¥ como combinacion lineal de los
vectores de B’, esto es:

p=1+ 2K+ 20X = aJ(X- 1¢ W(% 1y ¢ &%+ O x (€ b a)y> Igualando
coeficientes:

2=a 2
2=Db =a=2,b 2, & ¢ (p(xXy =Coordenadas de p(x) en B'.
l=c+b-a

c.3) Teniendo en cuenta la relaciéon matricial entrecaadenadas de un polinomio en
las bases B y BC;(p(x))= PG (p(x)), sustituyendo en esta relacion las

coordenadas de p(x) en B’, que acabamos de calenlal apartado c.2), obtendremos
las coordenadas de p(x) en la base B:

-1 1 1)\(2 1
C,(p(x))=|-2 3 2|l 2|=| 4=Coordenadas de p(x) en B>
0 2 1)1 5

p=1+2[k+ 20 = 1O( x§+ 4x(E x}y BIX

4) En el espacio vectorial V de las matrices diagales de orden 3 se considera la
aplicacion

f:V - P,u(X)
A - f(A) =traza(A)X* + traza(A)

a) Demostrar que la aplicacion es lineal.
b) Hallar la expresion matricial en las bases candcas de V'y P, (x).

c) Hallar una base del nucleo.

1.5 puntos
Solucion:



a) Veamos sif cumple las dos condiciones para ser lineal:
i) OA,BOV =¢f(A+B)=f(A)+f(B)?
f(A +B) =traza(A+ B)X* + traza(A+ B)=> Por las propiedades de la traza de una
matriz, sabemos que traza(A+B) = traza(A) + &(Bx =
f(A +B) =(traza(A)+ traza(B))JX + traza(A) traza(B)
traza(A)OX + traza(Ay} traza(B) >+ traza(B) f(A B)=
Esta primera condiciéon si se cumple.
i) DOAOV OOA0OR = ¢f WOA)= ALK (A)?
f(A[A) =traza(d DA)X* + trazagd OA) Pero como sabemos que se cumple:

traza@d OA)= A (traza(A=
f(AA) = A fraza(A)K + A Oraza(AF A O(traza(A)Y X+ traza(Ap A d(A) =
Esta segunda condicion también se cumple.

Luego, f es una aplicacion lineal.

b) Sabemos que la matriz asociada a la aplicacioa gad tiene por columnas las
coordenadas de las imagenes jpode las matrices de la base usual de V, en la base

usual deP,(x), esto es erB‘z{l,x,xz}. Pero como el espacio V esta formado por las
matrices diagonales:

a, 0 O 10 00 00
V=:0 a, O0]|/a,,a,,a0R;= Sp ool A, 01| , A,0O0|6 ,
0 0 a, 000 00 00
= La base wusual de V esta formada por estas tres icamtr

100 00 00

B={l0 0 0|=A,0 1 0/=A |0 0 0= A;yaque son linealmente independientes.
000 0 00 00

Es decir, la matriz M asociada a la aplicacionasnbases B y B’ sera:

M =(Colf(A)] Colf(A)] Cd f(AY))

Calculemos las imagenes por f dg A, y As:

100 1
«f(A)=f||0 0 O||=x*+1=C,[x*+1]=| O
000 1
(0 0 0] 1
f(A,)=f[|0 1 O|[=x*+1=C,[x*+1]=| 0
000 1

o
o
(=)
[EnY

«f(A;)=f||0 0 O||=x*+1=C,[x*+1]=| 0




111
Por tanto, la matriz de la aplicacionis={0 0 0|y la expresion matricial de dicha

111
11 1) fay) (auta,tas
aplicacion:C,.[f(A)]=M [T [A]=|0 0 0|Qa, |= 0
11 1 \as 4+ &+ &

C) Sabemos queer(f) ={A OV /f(A) =0 =Polinomio nulg , pero como

f(A) =(a,, +a,,+ a, )X + (a,+ a,+ a,)> para que este polinomio sea el
polinomio nulo debe cumplirsea, +a,,+ a,= G Ecuacion cartesiana del

Ker(f). Por tanto, se tiene que dim(Ker(f)) = 2 sr@ hallar una base de él,
despejando de la ecuacion:

—a,-a; 0 0
8, =~8,~ &= Ker(fF 0 2 0| /g .a0R ;=
0 0 a,
-1 0 0)(-1 0 -10 -10
=Spal 0 1 , 0 0 = BasedelKer(f): 0 1 , 0 0];0
0O 000 O01 0 0 0 0
4 B) Demostrar el teorema fundamental aplicaciondmeales 1.5 puntos)

Solucion:

Teorema Sean E y F dos espacios vectoriales s@bysiendo E de dimensidn finita n.
Si f:E - F es una aplicacion lineal entonces: dim #im Kerf + dim Imf.

Demostracién Para hacer la demostracién se van a distinguas®<en cuanto a la
dimensién del Kef:
) Dim(Kerf) =dim E=n ii) Dim(Kerf)=pcon0<p<niii) Dim(Kerf) =0

1) Si Dim(Ker f) = dim E= n, esto significa que Kér= E, es decirf es la
aplicacion nula, y consecuentemente fils 0, es decir, dim(Imf)=0 y se cumple
trivialmente la relacion dim E dim Kerf + dim Imf.

i) SeadimKef=pcon0O<p<n=dmEy séal, e, - ,ep} una base del
Kerf, se probara que dim Ih= n —p.

Por el Teorema de la Base Incompleta, se puedenacaina base de E de la forma

{el, €&, v €, 8.4, € ﬁ} Entonces, sabemos que se tiene que:
Imf=Spar{fé) fe&) . fE)fE) . @) y como
f(g)=Q0i=12,,p , entoncesImf=Spaf g, ) f&,) . &)
Veamos que{f(ep+1), f(&.2), -, f(q)} es un conjunto linealmente

independiente. Para ello se construye la combindiriéal nula:

9



b, f(e,.)+b,.,f(e,,)++b f(e)= Qypor sef lineal=
f (bp+1ep+l + bp+2ep+2 +-+be)= Q.

Luego el vectob,.e ., +b,,.6,.,+--+b g estaen Kefy portanto es combinacion

lineal de los vectores de la base del Keis decir:
bP+1ep+l + bp+2q;+2+”'+ bn% = a:|_€+ a2 §+"'+ ap E
O equivalentemente

_alel_aQ%_."_%)%+bp+1%+l+ bp+2 +2+“'+ bnﬁ: g

y como{el, €&, v €, 8.4, 6o ﬁ} es una base de E, necesariamente
todos los coeficientes anteriores son nulos. Erticpéar: b, =b . ,=---=b,=0.
Luego,{f(ep+1), f(&..), -, f(q)} es un conjunto linealmente independiente vy,

en consecuencia, una base dd.IrClaramente, se cumptm Im f = n— py por tanto:
dim Kerf + dim Imf=p+ (n—p) =n =dim E.

iii) Si Ker f :{OE} 0 equivalentemente dirKer f )=0, considerando cualquier base B

de E, B={e,e,...e} , se tiene quef(B) ={f(e),f(e),....f(e)} es un sistema

generador de Irhy también sera un sistema libre, lo cual se demdstasalogamente a
como se ha hecho en el apartado ii), por lo gBed6 una base de Ifn Por tanto,
dim Imf = n y también se verifica la relacion : dinsEim Kerf + dim Imf.

10



