ALGEBRA LINEAL — Examen Final — Convocatoria extraordinaria
(22/06/2015)

1) A) Discute si las siguientes afirmaciones somo correctas :

a) Si Ay B son 2 matrices simétricas, entonces ABrt#ién lo es.
b) Si A es una matriz simétrica y P una matriz cuadrad, entonces la matriz
PAP! también es simétrica.
c) Si Aes una matriz antisimétrica y B una matriz sim&ica, entonces AB es
simétrica si y sélo si AB=-BA.
(0.75 puntos)

Solucion:

a) Si Ay B son simétricas, entonces, ambas cumpkenA', B=B'. Veamos lo
que pasa con la matrixB: (AB) =B'[A' =B [A = la matriz AB sera
simétrica si y solo sA B=B[A , es decir, si A y B conmutan. Por tanto, la
afirmacion edalsa.

b) Si A es simétrica, veamos lo que pasa con la mBatigP :

(PCALP y=POA [P = RIAIP= la matrizPCA[P es simétricalP, luego la
afirmacion eserdadera.

c) Como acabamos de ver en el apartado(/aEB)t =B'[A' , pero por A
antisimétrica y B simétrica, se tiene A=-A',B=B'=
(AB)=B'A'=-BA=AB ~-AB=BB Yy consecuentemente, la
afirmacion everdadera

0 01
B) Qué transformacion elemental se puede efectuaoe la matriz |0 1 0| sobre
1 00

(1 0 1
la matriz ? (0. 25 puntos)
2 3 4

Solucion:

0 01
La matriz |0 1 0| es una matriz elemental que se obtiene a partiladeatriz
1 00
identidad intercambiando las columnas 1 y 3. Ergenpostmultiplicando esa matriz

1 01
por la matrizA:(2 3 4}, se obtendra la matriz resultante de realizaresébdicha

transformacion elemental, esto es, de intercambgrcolumnas 1 y 3. Es decir, se

1 0 1
obtendra la matri )
4 3 2



C) Calcula por bloques, para los valores da que sea posible, la inversa de la

_ B | 1 a ,
matriz A:(D N j donde D = (1 lj. ¢,Cuales son esos valores de?

(0)
Especifica el 6rden de los distintos bloques quemorman la matriz A™.
(1 punto)
Solucion:

XY
Para obtenerA™ por bloques la dividimos de la forma™ :(Z Tj' siendo las

dimensiones de las submatrices X, Y, Z, T, talesspa posible efectuar los productos
ARy A yque ambos sean iguales a la matriz identidathriéas, como A

B3x2 I 3

esta particionada en la formn:(
D2x2 (0)2x3

j = las dimensiones de las submatrices

-1 Z -1 x2x3 Y2)(2 .
de A, seranA™— = . Para calcular estas submatrices, se trata deeeso

3x3 3x2
el sistema:
Am—1=(83x2 |3x3 j[EXZXI% Y2x2j=(BD(+Z BW+TJZ( |3x3 (O)&Zj:
D2x2 (O)2x2 Z3X3 T3x2 D D( D w (0)2x3 I2><2
BIX+Z=I
BLY +T =(0)

‘ . Luego para que este sistema pueda resolverse
DX =(0) O ¥Prot1'—, X =(0),,., go para 4 P

DLy =1 O ¥°ret9~ Y =D~
1l a
D :(1 J debe ser regular- |D|=1-a# 0~ a# . Estos son por tanto, los valores de

a posibles. En tales casos, la primera ecuaciorsisidma queda aho@=1,,, y la
segunda ecuacion se convierte BAD ™" +T =(0)= T=-B[D™.

1
_ 1 11 1 -a 1— 4 _
Falta calcularD™ =—[D? Como D' = — D?= ~pi=|l-a a1
D) a 1 1

a_
(O)2x3 D;J;(Z .
I -B, D7

3x3 3x2 2x2

=
T

y por tanto:A™ :(

2) A) Sea V un espacio vectorial de dimensién 6 yW W, dos subespacios de V de
dimensiébn 4. Deducir las posibles dimensiones de slo subespacios

W, nW, y W+ W, . ¢Puede ser V suma directa de W W5, en algun caso?

(0. 25 puntos)



Solucion:
Sidim(V)=6, dim(W)=dim(W,)=4, entonces, se tendra:

dim(W, + W,) =dim(W, )+ dim(W,)—- dim(W,n W,)= 4+ 4 dim(Wn W,) pero
como W, + W, OV = dim(W,+ W,) < 6= El subespacio intersecciéW, n W, debe

tener dimensién mayor o] igual que 2. Pero como
W, nW,OW,y W,nW,0W, = dim(W,nW,)<4= Las posibles dimensiones

del subespacidV, n W, W son:
-dim(W, n W,)=2.En este casdim(W, + W,) = 4+ 4- 2= 6=> W+ W= V.
-dim(W, n W,)=3. En este casdim(W, + W,) =4+ 4-3=5

- dim(W, n W,)=4. En este casoV,=W,=W,nW,y como dim(W,+ W,)=4 ,
también se tien&V, + W, =W, = W.,,

Ademas, en ningun caso, V puede ser suma direcW,de W,, porqueW, n W, #0,
en todos los casos.

B) En P, se consideran los polinomio%pl(t) =1+t,p, ()= t+ 12} :

a) Demostrar que son linealmente independientes. (0. 25 puntos)

b) Obtener la base deP, que contenga ap,(t) y p,(t) de forma que las
2
coordenadas del polinomiop(t) =1+ t- t en dicha base sean 1 |. (0.5 puntos)
-1
Solucién:

a) Sea una relacion nula entig (t) =1+t y p, (t)= t+ £:
a,[(1+t)+ a,[(t+t°)=0 Ot=a,+ (@,+a,)+a,[F = 0+ 00+ 0Of =
a, =0
a,+a,=0= los dos polinomios son linealmente independientes.
a,=0
b)  Se trata de obtener una base @de la forma{1+t,t+t2, a+ b+ d]f} :
donde el tercer polinomioa+ b+ cOf debe elegirse de forma que el polinomio
2
p(t)=1+t— £ tenga por coordenadas en dicha hade| = debe verificarse:
-1
1+t-t? =2+ t)+1t+ €)- (a+ A+ It F 2 & (3 W+t @ &’'t=

3



1=2-a a=1
1=3-b = b= 2. Luego la base dg, seré:{1+ t,t+t°, 1+ 20+ Z]tz} . Falta probar
-1=1-c c=2
que los tres polinomios son libres. Para ello fonos la matriz que tiene por columnas
las coordenadas de tales polinomios en la basé {lsuﬁ} y estudiamos su rango:

101 10
Rangg 1 1 2< G- ¢> Rango 1 1 |E . Por tanto{1+t,t+ ¢, 1+ 201+ 2}
01 2 01 2

es la base buscada.

3) Sea el espacio vectoriaE,,,(R) de las matrices cuadradas de orden 2, se
a;

a'21 2

considera el subespacioV:{A:( jDEM} que tiene por ecuaciones

paramétricas:

a,= A + 20
= A+ + S5

%2 H I A,u,vOR

a, =5 -3u+v

a,==A+ f+v
a) Hallar una base de V y sus ecuaciones cartesianas. (1 punto)
b) Dar un subespacio suplementario de V. (0. 25 ptos)
c) Se considera también el subespacio dg,,,(R):

b, b
W:{B:(bll blzj /2|:b11+3|:b12: bZZ}
21 22
Hallar las ecuaciones cartesianas y una base tfen W y de V +W.
(1 punto)
Solucién:

a) Teniendo en cuenta las ecuaciones que nos dan,ogeaenqué forma son las
matrices de V y quién es un sistema generador de V:

A+20 A+pu+500 1 1 0 2
=/ + U +v =
S5MA-3u+v -A+u+v 5 -1 -3 1
0 1 2 . .
,(_3 JzAz,[ i]zAs}. Ahora estudiamos si estas tres

vesoand(t 1.
—>pa [5 —J_Al 1

matrices son o no linealmente independientes. Bllygdormamos la matriz que tiene
por columnas las coordenadas de tales matricesaebase usual d&,,,(R) y

estudiamos su rango, esto es:



1 0 2 1 0 O

Rang 1S < G- ZIC> Ran ol 13 = , pues como puede observarse,
5 -31 5 -3 -9
-1 1 1 -1 1 3

la tercera columna es 3 veces la segunda. Por, &itoson libres las matriceg % Ao,
con lo cual una base de V estard formada pordesasatrices.

11 0 1 .
Base de \/:{(5 1]: Al\( J— A} = dim(V}F . Consecuentemente, V tendra

-3 1
dos ecuaciones cartesianas. Para obtenerlas impsneoe una matriz genérica
A :(a“ alzj pertenezca a V, lo cual se cumplira siempre quarejo de la matriz
Ay 8y
1 0 a,
- 1 1 a,|_.,
conteniendo las coordenadas sea 2, est®Raw 5 -3 a = z. Para ello deben
1
-1 1 a,

ser nulos todos los menores de orden 3 de estin#stiora bien, basta anular dos de
ellos que conduzcan a dos ecuaciones indepenstiente

1 0 a,
1 1 a,=0=3-33- 53+ 3g-- 8 3¢ & |0
5 -3 a,
1 0 a,
1 1 ay=0=3,+a+ a &= 28 g & 0
-1 1 a,

-8a,+3a,+ a,= 0
Ecuaciones cartesianas dé\{ At 28T &
2311 - al2 + 322 =0

b) Para obtener un subespacio suplementario de V bastiderar un subespacio
V' de dimension 2 generado por 2 matrices que seealthente independientes con las
matrices A y A, de la base de V. Por ejemplo, podemos tomar como

1 0 10

. 1 0)(0 1 1 1 01
V" =Spa ya que el rango de la matriz= es 4, al ser

0 0)l0 O 5 -3 00

-1 1 0O

|A|#0.

b b
C) Consideramos ahora el subespaNO:{B :[bll 12] / 2[b,+3b,= bzz},

21 b22
que al tener una Unica ecuacion cartesiana tignerdgiion 3. Para hallar el subespacio

. 1 1 0 1 a a b
V n W tomamos una matriz de V, de la form +b =
5 -3 1 5 3b - &

y le obligamos a que pertenezca a W, es decireaguonpla su ecuacion cartesiana:



2[b,+3M,=b, « Za- Bl(a by— & b- Ba2H H H 3a

. , a 2
Las matrices de/ nW seran de la form{l%l 4aj:> Una base de/ nW es

1 -2 . . . .
(14 _4j:>dim(Vm W) =1= Habréa tres ecuaciones cartesianas que defihaiv ,

—8a,+33,*+ 8,= 0

las dos ecuaciones de V y la de W, esto &%, -4q,+ a,= 0 = Ecuaciones
2a,+33,- a,= 0

cartesianas d& n W .

La dimension del subespacio+W sera:

dim(V + W) = dim(V) +dim(W) - dim(V n W)=2+3-1= 4= V+ W=E_, R)
Consecuentemente, una base de V+W sera cualquierde& ., ,(R)y no existen para
él ecuaciones cartesianas.

4) Sea P,(X) el espacio vectorial de los polinomios de gradoinferior. Dada la

siguiente aplicacion lineal:
f:P,(x) 0 P,(X)

p) OO f(p(x))= x(2p(x+ 1y § ¥— pOe 1)

a) Halla la matriz de dicha aplicacién en la base camica de P, (X).

(0. 25 puntos)
b) Estudia la naturaleza de la aplicacion:
b.1) sin usar la matriz asociada a dicha aplicacion (0. 75 puntos)
b.2) usando la matriz. (0. 25 puntos)
c) Obtén las ecuaciones implicitas y una base de lashsspacios Kerf vy

Im f, respectivamente.
Son los subespacios Kery Im f suplementarios? Justifica tu respuesta.
(0. 75 puntos)

Solucion:

a) La matriz asociada a la aplicacion f, que es unomrmdfismo, en la base
canodnica deP,(X), B={1,x,x2} , €s la matriz que tiene por columnas las coordes)ad
en tal base canodnica, de las imagenes por f depdlimomios de dicha base:
A=(Cg[f(] Cglf(x)] C{f(x)]). Se trata de calcular tales imagenes:

0
f)=xf20-1-1=0= G [fQF| O

0

0
f(x) =x [20x +1) - x - (x-1)] = 3x= G [f(x)]=| 3
0



f(x2) =x [EZEQX +1)2—x2—(x—1)2]= X[EZD(2+ 2+ Ax- X*— X— B Zﬂ =

0 0 0O
=x +6x* = C,[f(x)] =|1 |= La matriz asociadaafes:# 0 3 |1 .
6 0 0 6

b.1) Para estudiar la naturaleza de la aplicacion san lasmatriz, debemos obtener la
expresion de la aplicacion para un polinomio gecérile P,(X) . Esto es, sea

px)=a+alx+ a0%f = { p(x}=
=x(2ifa, + 300+ IF a0 B)- g~ @ x > & @ x 4) 8 x IF
=x[3a +a+ 630}= 6a0%+ (3 aD x [f pdF & 3 H ~ B ,a,a

= Imf =Spar{ 3x, x+ 6%} y como ambos polinomios son linealmente indepeneie

= dim(Imf) =2#3=dim(F,(x)) = f no es sobreyectiva. Pero entonces, teniendo en
cuenta el teorema fundamental de las aplicacionesnealés:
dim(B,(x)) = dim(Kerf)+ dim(Imf) = 3= dim(Kerf)}+ 1= dim(Kerf)=1= f tampoco es
inyectiva.

b.2) Para estudiar la naturaleza de la aplicacionzatilio la matriz, basta calcular el
rango de la matriz A, que coincide con la dimengiéhsubespacio imagen. Pero se
0 0O

observa claramente quRango(A)= Rangp 0 3 1= por ser la primera columna la
0 0 6

nula. Por tanto, f no es sobreyectiva y tal commdse razonado en el apartado bl),
tampoco es inyectiva.

c) Acabamos de obtener una base de In{f%[k, X+ 6x2}:> Su Unica ecuacién

cartesiana se obtendrd imponiendo que, para que palinomio
0 0 g

p(x)=a,+30x+ a0X0 Imf , el rango de la matriz|3 1 a| sea 2
0 6 4

= 0= 183 = @a= ©6Ecuacion cartesiana de Imf.

j
o w O
o O
N =

Para calcular el Kerf, tenemos en cuenta que:
Kerf ={p(x)=a,+ ax+ a0% /f[p()k 630%+ (Ba+ all x 0 x>

=0 =0 .
2 — Ecuaciones cartesianas delK f612 —. Basedef Kd}
3a3+a=0>a3=0 a= 0



En este caso, teniendo en cuenta lo que acabamaoisteleer, se cumple trivialmente
que P,(x)=Kerf OImf , es decir, los subespacios nlcleo e imagen si son

suplementarios, ya querf n Imf =0_,;, al ser los tres polinomidd, 30k, x+ 6x]
linealmente independientes.

5) En un espacio euclideo £se define un producto escalar referido a una base
ortonormal B={u,,u,,u} Se efectta un cambio de base, siendo la nueva base

B'={e =u,e=-y+ u,e=- y+ ¢ Se pide:

a) Calcular la matriz asociada al producto escalaen B’.
(0.5 puntos)

2 0
b) Se consideran los vectore€_ (x)=| 1| eC_(y)=| 1 |. Halla el angulo que
1 -1
forman.
(0.5 puntos)
Solucion:

a) Como la base B es ortonormal, la matriz asociageoalucto escalar en esa base,
G;, es la matriz identidad, es deds; = |,. Sabemos que las matrices asociadas al

mismo producto escalar en dos bases distintas sairices congruentes, es decir,
verifican queG . = P' OGOP, siendoP la matriz de paso de B a B’, y sus columnas son

las coordenadas de los vectores de B’ en la bass &ecir:

T T T 1 -1 0
P=(Cs(el) GE) G@&) ]= 0 1 -
0 0 1
Entonces:
1 0 O 1 -1 0 1 -1 0
Gy,=-1 1 0-t00 1 -3=-1 2 -
0 -11 0 0 1 0 -1 2
b) El angulo entre los vectorese y se obtiene de la formula:
<X,y >
cosky )=————
[Ix 1A |



1 -1 0of O —
(xy)=(213-1 2 -1 =(21 ~-2
0 -1 2(-1 -3
1 -1
XF=(213(-1 2 -1 1=( 21 {E2=|x|=v2
0 -1 1
) 1 -1 0 —
M=(01-3-1 2 -3 I=(0% 6=y =+
0 -1 -1 -3

<X,y> -2

Luego, cosk y )= cosr mlz cox(, :)|\/§ \/_630': arcc%j

6) SeaB ={v,,v,,v,} una base de un espacio vectorial real de dimensi8ry f un

endomorfismo del que sabemos que:
f(v,+Vv,)=4v, +4v,, f(v,)=v, y f(v,)=2v,+2v,.

a) Calcula los autovalores y autovectores de A, siendd la matriz asociada al
endomorfismo f en la base B. ¢Es el endomorfismd una aplicacion
inyectiva.

(1.25 puntos)

b) EsAdiagonalizable ortogonalmente. ¢ Por qué? En casoimhativo, diagonaliza

ortogonalmente dicha matriz. En caso negativo, calta su matriz semejante mas

simple.
(0.5 puntos)

Solucién:

a) De las condiciones que nos dan:

f(v,+v,)=4v,+4v,=4{v,+Vv,)= A= 4es autovalor de f y por tanto de su
matriz asociada en la base B, siendo el vestpt v,) su vector propio asociado, lo
cual significa, que para la matriz asociada al ematismo, el subespacio propio
1
V(4) = Spar(Cg (v, +Vv, ) = Span
0
f(v;) =v,=1V,= A =1es autovalor de f y por tanto de su matriz asoceadéa
base B, siendo el vectov, su vector propio asociado, lo cual significa, qaeagda
matriz asociada al endomorfismo, el subespacio iprop

V(1) = Spar{C,(v, )= Span



Calculemos la matriz de este endomorfisrAg,en la base B, que sera una matriz
cuyas columnas son:

T T T

A= Co () Go(f(v,) G(fs)]. Asi

| l |

f(v,+v,)=4v,+4v, = f(v)+f(v,)=4v,+ &,
(1)

= f(v)=4v,+4v,-f V)= +4,- -2,= 2+ 2,
2
=Cy(f(v)))=] 2
0

2
fv)=2v,+2v, (W= G(f ¢,)=| 2
0

0
f(vy)=v, = Cy(f(vy))=|0
1

Luego:
1 1 1 2 20
A= Co(f(v) G(f(v,) G(f(w)|=[2 2 0
l ! ! 0 0 1
La ecuacion caracteristica dees:
2-1 2
paA)=|A-A1=| 2 2-) =@1-)[(2-2} - 4E
0 0 1-4
=(@EA)HA - A- 4 EA)A- 4 &
De donde los autovalores Aeson: A =1, A,=4y A,=0, todos ellos simples, es decir

con multiplicidad algebraica igual a 1, por lo g@o nos falta calcular el subespacio
propio asociado al autovaldr,=0:

V(0) =Ker (A)={xOr*/Ax =0}

2 2 0)fx 2%, + 2X, = !
2 2 0F{x |=|0 @{ TS =X, ==x 0 x,= (=V(0)=Span| -
0 0 1)|x 0

10



Como A ,=0 es un autovalorV(0) = Ker (A) :{xD]R3 /| Ax = OE} #z 0. luego este

endomorfismo no es inyectivo.

b) La matriz A si es diagonalizable ortogonalmente, es dézir,P"AP=P' AP, ya
que A= A", 6 sea, es una matriz simétrica. Ademas como kst@alores propios
son distintos, y sabemos que sus autovectoresrgmyonales entre si, reuniendo los
tres vectores calculados en el apartado a) ya d@sradr una base ortogonal de
autovectores. Después, si dividimos cada vectoresta base entre su norma,
tendremos ya una base ortonormal de autovectooedp mue la matriz de paso P
sera una matriz ortogonal.

Asi, una base ortogonal de autovectores sera:

0 1 1
B=<u,=|0,u,=|1|,u;=| -1
1 0 0
y una base ortonormal de autovectores:
0 1 1
B=<u,=|0,u,=|1|,u;=| -1
1 0 0
1 1
5 2 72
B‘-w-iv-OW-lv-—lw-lv-——1
S 71 R i 'Y R N e 2 R A
0 0
o L 1
2 2
. 1 1
La matriz ortogondP es: P=|w, w, w,|=|0 ——= -—|Yy se puede comprobar
[ 1 2 3] \/E \/E
1 O 0

que P'AP = =D, siendoD la matriz semejante A.

o O p
o M~ O
o O O

11



7) Sea el endomorfismof :R’ O . R” cuya matriz en la base

000O0OO0NO

1 00O0O0

0 00O0OOTG O
B={uy, u,, uz, uy, us, ug, u;} eslasiguiente:lJ={0 0 0 2 0 0 0.
0000210

0 000O021

0 00 O0O0O0 2

Responde, de manera razonada, las siguienfgeguntas:

a) ¢Cuales son los autovalores asociadod & sus multiplicidades algebraicas
y geometricas? (0.5 puntos)

b)

¢ Cudl es la dimension del subespac{q<[][R7 [(A=21)’x= Q} ?
(0.25 puntos)

Solucion:

a)

b)

Los autovalores d& son los elementos diagonales de la matriz de Jpedan

decir:
A, =0 triple, o sea de multiplicidad algebraica=®, y A, =2cuéadruple, o sea de

multiplicidad algebraica p¥4.
Como hay 2 blogques elementales de Jordan asociadds=0 — su

multiplicidad geométrica;=2.

Como hay 2 bloques elementales de Jordan asociadds=2 — su
multiplicidad geométrica,=2.

{xOR"/(A-21)’x =0 =V,(2) =Ker (A-21)’.

Como uno de los blogues asociados, & 2es de dimension 3, quiere decir que

se ha formado una cadena con 3 vectores, cadaeuallod correspondientes a
un subespacio distinto, es decir, 42, a \b(2) y a \5(2):

Vi(2) 0V,(0 V,(2)
I
[] [] , luego, la dimy(2)=3 y la dim\4(2)=4.
AN [
N

12



1 3 2 2
] : . 2 6 56 ,
8) a) ¢ Podria factorizarse la matriz A = 1435 como A=LU / |,; =1sin
1 5 4 2
realizar proceso de pivotaje? Justifica la respueat (0.25 puntos)

b) Obtén su factorizacion usando el proceso de pitage parcial y cambio de escala
y escribe las matrices P, L y U correspondientesdicha factorizacion. (1.5 puntos)

c) A partir de la factorizacién anterior resolver d sistema. Ax = (11 0 -1}
( 0.5 puntos)
Solucion:

a) La factorizacion A=L U /1, =1 0i es la factorizacion obtenida al aplicar

eliminacién gaussiana sin pivotaje parcial ni camie escala. Veamos si para esta
matriz es posible obtener tal factorizacion:

Paso k=1:
1 3 2 2 1 3 2 2
2 6 5 6| _2"2 |g [0 1 2
A= DHREHE-
1 4 3 5 373 1 0O 1 1 3
15 4 2 &% (g 2 2 ¢

Puede observarse que el pivatg,=0 Yy que por tanto el proceso no se puede

continuar.
b) Comenzamos calculando los factores de escala:

s=max|a, ¥ mak [11312)2] Fs max|a | fnax62I5LI§F ¢

1<j<n

s=max|a; ¥ mak |1],|4],|3]}5]| 5s _maxla | maxgLl41,13F ¢

1<jsn

Inicializamos el vector de pivotaje con valoes y vamos realizando las 3 etapas

A W NP

del algoritmo:
Paso k=1Buscamos el elemento de maximo valor absolut@@olumna 1 como si la
matriz se hubiera escalado, es decir, buscamos

la, 1 1a, | & |13 :| ma{l—ll E||_2|_|2|:_|1;ﬁ
s s s S 3'6'5° 3 s

luego el pivote sera el elementw, y por tanto, en este paso no necesitamos

max 2 max{
i>1 g

intercambiar filas en la matriz A. En consecueneiajector de pivotaje seguira siendo

13



1) (P,
2
p= 3 = EZ . Las transformaciones a realizar en este paso, casio los
3
4) \p,
multiplicadores obtenidos seran las mismas quée apagtado a) .

1 3 2 2 1 3 2

2 6 5 6 R=F-2F; my=2 0 @
A= 0000005
1 4 35 A hia 0 1 1

1 5 4 2 W Mt g 5 5

=
w NN

k=2: Buscamos el elemento de maximo valor absolutoaeoolumna 2 como si la
matriz se hubiera escalado al inicio. Ademas, bestas este pivote en todas las filas
salvo en la fila 1, puesto que de ella ya hemorid el pivote en el paso anterior.
Esto significa que buscamos

masd bz L max{'aﬂ','% 12, }I: maf 0] 11112). 12] le a,.|

=2 s, S s s 6'5°5 5 s 5

Por tanto, deberiamos intercambiar las fipgs 2 y p, = 4entre si. Intercambiando los
1) (P
4

valores 2 y 4 erp, obtenemos que el nuevo vector de pivotajp=® 3 = Ez . El

3

2) \p,

pivote sera el elementa, ,= a, ,. Las transformaciones a realizar en este paso sera

3 22

1 _1
F=R-2F,; mg ==
37'3 Z7'4 3,2‘2 O 0 1 2

gooooodts
F2:F2—O:E’ nb,Z:O O 0 0 3

0 2 0
k=3: Buscamos el elemento de maximo valor absolutoaeoolumna 3 como si la
matriz se hubiera escalado al inicio. Ademas, bestas este elemento en las filas
p,=3yp, = 2de las que todavia no hemos extraido ningln piveseo significa que

buscamos
maxl &, 3 |= max{l 8y | ’l a3 }: ma{&| ﬁ}:—lz | 8, =||%4,3 |
23 s S, S 5 6 6 s o
Por tanto, deberiamos intercambiar las fitgs 3 y p, = 2entre si. Intercambiando los
1) (P
4
valores 3y 2 emp, obtenemos que el nuevo vector de pivotaj@® 5 = Ez . El
3
3) \ps
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pivote sera el elementa, ;= a,,. En este paso, no necesitamos realizar ninguna

operacion, ya que la unica transformacion asoa@ada=F,- O(F, = m,,= C.

1) (P
El vector de pivotaje final del proceso es ; = E: y las matrices L,U y P
3) \p,
gue aparecen en la factorizacién obtenida paraataarA son:
1 0 0 O 1 0 0O 0 (1 0 0
L:mpz'l 1 0 0:m4,1 1 0 O:1 1 00
m, m,, 1 0 m,; my, 1 2 0 10
m,, m,, m,; 1) (Mg My, My, 1) \1 1/2 0 1
1 3 2 2 1 000
0 220 0010
Zlo o1 2|’ P=(8, 5 8-5)=(ne. 2d 0001
0 00 3 0100
1 3 2 2
LU =P' CA = 1 5 4 2
2 6 5 6
1 4 35

c) Si en el sistema X =b, premultiplicamos por la matri2' obtenida en el apartado
anterior, obtenemos el sistema equivalg?iteA [x = P [b. En nuestro caso:

by, b, 1

P' (b= bPz — b4 - -1
“lb, | |b,| | 1
by, b, 0

Si en el sistema equivalen [AX = P (b, sustituimosP' CA por LU obtenemos
1

1
que LU X = Ak Llamando ahoralJ X =y , resolveremos en primer lugar el

0
1

sistemalL [y = 1 por sustitucion progresiva y a continuacion elesim U [X =y por

0

sustitucion regresiva.
En nuestro caso, el primero de los sistemas es

15



Y1 = 1

y, * Y, = -1
2y, t Y, = 1
y. + (@/2)y, +y, =

que al resolver por sustitucion progresiva tiema@solucion
Vi =1=>y,=-1-y,=-2= y,=1- 2y =- 1= y,=-y— (1/2))/2: (
El sistemaU [x =y queda ahora en la forma

X, + 3, + 2x; + 2x, = 1
2X, + 2X, = -2

X, + 2x, = -1

3x, = 0

y al resolverlo por sustitucion regresiva se olgtigne
X,=0=>X;,-1-2X,=-1= x,=-1- x,= 0= X=F 3x— 2%— 2x= .

9) Deducir la expresion matricial del método de Gass-Seidel, es decir, dado el
sistema linealA X =b, escribir el sistemax =T X +c al que equivale el proceso

iterativo x**" =T X" +c de Gauss-Seidel. (1 punto)
Solucion:
Sabemos que el algoritmo de Gauss-Seidel es
XV :i[bi —ilqj D — Z a gé”j i=1,2,..,n k 012,
a [ =i

Si en la ecuacion anterior multiplicamos a amba®dapor ay pasamos a la parte
izquierda todas las componentes correspondientestapa k+1, obtenemos:

(k+1) — _ k) _ k) _  _ )
a,, X =b-a, - a ) -.-a,%
k+1) k+1) — _ ) )
a,, X + @, , % =h-3,%-.73,%
(k+1) k+1) k+1) — _ ) _ _ )
8, Xy + 2 Xy + ag X = b a, X - = a,%
(k+1) (k+1) k+1) —_ _ )
an—1,1X1 +an—1,2X2 Tt an—l,Pr 1>én 1 - bﬁ 1 aﬁ l,n*kn
(k+1) k+1) k+1) +1) —
an,1Xl + an,Z)éZ ot a’n,ﬁ 1% 1 + a‘n,nﬂ(n - bn

lo que expresado matricialmente queda en la forma:

16



a:l.,l 0 0 0 Xikﬂ)
&, &, o .. 0 0 X(2k+1)
a3,1 a3,2 a3,3 0 0 4o _
an—1,1 an_1,2 e 9 in1 0 XE]k_+11)
an,l an,z a}’n_ 1 %,n XE1K+1)
0 -a, -a, . —a,,; -—a, Xik) b,
0 0 -a, e 8,1 —a, X(Zk) b,
_ 0O O 0 -a, -a, I
0O O 0 -a,, XE1|(—)1 b,
0 O 0 0 x ) b

Si descomponemos la matriz original A de coefi@gentlel sistema como
A=D+L+U siendo:

a, 0 0 .. O o 0 0 .. © 0 &, a&; .. a,
0 a, 0 .. O g, 0 0 .. 0 0O 0 &, .. a,
p=f0 . . . .|L=|a, a, O . |Ju=. . . . .
L S 0 0 . 0 a,,
0O 0 0 .. g, a, a, .. @.. D O 0 0o .. O

la relacion matricial anterior puede expresarskadéorma:
(L+D) ™ =-ux®+b
y despejandx®*?, se obtiene:
x4 = ~(L+D) W KO +(L+D) B « x“ V=T ¥+c
es decir, tenemos ya la relaci&i” =TX*+c a la que equivale el algoritmo de
Gauss-Seidel y también el sistema T X + ¢ equivalente al originah X =b, siendo
la matriz T=—(L +D) ' [U y el vectorc=(L +D) ™" .

10) Calcula el polinomio de grado 2 que mejor se @gta en el intervalo [-1,1] a la

funcién f(x) = 1
1+

> utilizando polinomios ortogonales.
X

1 x%dx

Nota 1 j =2-7

11+ X2 2
Nota 2: La base de polinomios ortogonales debe ser deddai de manera
justificada.

(1.5 puntos)

Solucién:
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Comenzaremos ortogonalizando mediante el métodarale-Schmidt la base candnica

de P, . Sabemos que la base candnica Rjees {1,x,x2} . Si ahora llamamos

{po(x),pl(x),p2 (x} a la base ortogonal que vamos a obtener al agicarétodo de
Gram-Schmidt, tendremos que:

P (x)=1

p,(X)=x+a[p,(x)= x+a y calcularemosr para quep,(x),p, (x)) = 0

~(x,1) _ [ xdx

<1’]> J._lldx

(P, (), (X)) =(x+a,D=(xd+a(L)= &a=

:9: (
2

Luego p, (x) = x. Calculemos ahorg, (x)

(P, (X), P, (X)) = 0

p, (X)= x>+ Bp,(X)+ AP, (x) y calcularemosB y A para qu%
(P, (¥),p,(x)) =0

(P, (), py (X)) =( 3 + B, )+ ALy (X), 1, (X) =
= (%o (x)) + B(Po (). 1y () + A( B (). By (x) =
=0=(x",p, (X)) + B(R (), R, (X) =

(X p(x) (%1 -[" x*dx _-2/3_
PR ) (13 [ax 2

= fB= -1/3
(P, (%), by (X)) = (X + B, (X)+ ALy (x), 1 (X) =
= (%%, p () + B(Po () (<) + A ()1 (X) =
=0=(x,p (X)) +A(p (x).n (x) =
_ —<x2,pl(x)> :—<x2,x>:—J-_llx3dx: 0 %
(PR (% [xPdx  2/3

Luego p,(x) = x*-1/3.
El polinomio mejor aproximacion serd ahora de laormia
p(x) = A, [p, (X)+ A, [P, (x)+1,p, (x), dondeA,, A,,4, son la solucion del sistema de

ecuaciones normales (que ahora es diagonal)

(Po (%), Py (X)) 0 0 ) [{FO).R (x)
0 (m (), (%) 0 A= {100 (%)
/12

0 0 (B (), B (x) (f(),p, (x)
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(109.p.00) . _, 54
(P (x). 1 (x)) o

En nuestro caso

Luego A =

1

dx L
_ (fx),po(x)) _ (F(x),3) e _arctg(x), _ 7

°_<po(X),po(X)>_ (13 2 > y
10X
72dX
A= (09.p:(9) :<f(x)’x>:j'11+x =0 ya que la funcion—— ~ €s una
(pl(x),pl(x)> <X,X> 2/3 1+ X
funcion impar.
11 2
2 {00.p,00) | (f60,x7-1/3) g (6 -1/3)x o

2 {p,(x),p, (X)) <x2 -1/3,¥* - 1/3;\ ) I_ll(x2 -1/3)*dx

1
1+ X

X2
1+ X
[ o -1r3pax=[" (+1/9- (2/3)% )dx 8/4

de 2m /2 L3 /25 2 2 |

j_llﬁ(x2 3= 2 ax- @l

_2-2ml3_15(3m)
8/45 4
y por tanto, el polinomio de grado 2 que mejor gpista en el intervalo [-1,1] a la

de donde/,

., 1
funcién f(x) =———es
(X) v

= B e -1/3)= 2 _d5, &
p(x)_4+4(3 m) (X —1/3) 4(3—77))(2 4+ >
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