ALGEBRA LINEAL — Examen Final — Convocatoria extraordinaria

(25/06/2014)

1. Sean By C dos matrices cuadradas de orden 4, talgse:

|B|=2, BF1, |C|=3, Tr C = -4.
Dadas las siguientes expresiones:
|B-CY, |B+C|, |2:BY, Tr (3:B+C), Tr (B-C)

indicar cuéles se pueden calcular directamente a pga de las informaciones dadas
sobre B y C, y obtener sus valores. Indicar por quéo se pueden calcular las otras
expresiones. (0.5 puntos)

Solucion:

Se trata de calcular las expresiones:

\Bmz

= B0 =28 =18

porserel det.de un producto de matrices el producto det

|B+C|. Esta expresion no la podemos calcular a partitodevalores de los

determinantes de las matrices B y C porque no laguna propiedad que
relacione el determinante de la suma de dos mgtder los determinantes de
cada una de ellas.

+ |oB® = 2B = 2 L-oz-3
por serggDAFa" 1A con m ordendeA %§|

Tr(3(B+ C)=30Tr(B)+ Tr(C)= 31~ 4- .. Aqui se ha tenido en cuenta que al

ser Tr(A) =Y a, / g los elementos de la diagonal principal de A, seplem
i=1
obviamente, queTr(A +B) =Tr(A) +Tr(B) y Tr(a[A) =a dr(A) Cescalara .
e Tr(BLC). Esta expresion no podemos calcularla con los dhspsnibles porque

la matrizB[T se obtiene multiplicando las filas de B por lakiomas de C, es

decir, los elementos de su diagonal principal sdeta forma) b, [&;, con lo
k=1

cual, la suma de estos elementos no podemos olatenpartir de la Tr(B) y la

Tr(C).

a b c¢ d
, , -b a -d c .

Se considera la matriz:A = c d a bl donde a,b,c y d son nimeros
-d -¢c b a

reales. Se pide:

a) Calcular el producto A-A' . (0.1puntos)

b) Hallar el determinante de A-A , y a partir de él, obtener el determinante

de A. (0.4 puntos)

Solucion:



a b ¢ d a-b-c-
. |-ba -d c||lb a d-
a) A[A" = =
-c d a -bj|c-d a b
-d -¢c b a d ¢c -b a
a+b+c+df 0 0 0
_ 0 a+b+cé+d 0 0
B 0 0 2+ 15+ ¢+ d 0
0 0 0 g+ 0B+ ¢é+d
DY ARV, @7 #0744 ) =
A =A== |=da? 4b7+c?4d?)?

3. SealP, el espacio vectorial de los polinomios de grado meno igual que 3 con

coeficientes enR . Se considera la base B'= {1, x, x-(x-1), x-(x-1¥}-2)}. Se

pide:

a) Hallar las coordenadas del polinomio p(x)=3%2x-5 en la base anterior B’,
de las dos formas siguientes:

a.1l) Usando la definicion de coordenadas de un vect (0.25 puntos)
a.2) Usando la matriz P de cambio de base a partite la base canonica de
Ps. (0.25 puntos)
b) Sea el subespacio vectorial W=, + a,x—a,-X +a,-X la, a,0 R}. Hallar
las ecuaciones cartesianas de este subespacitadrase B'. (0.5 puntos)
Solucién:

a.l) La base B’ esB':{l,x,x2 - X,(¢ - x)Ox- 2)= X*- I+ 2])} . Entonces se trata de

expresar el polinomio p(x)=8%2x-5 como combinacién lineal de los vectores de la
base B’, esto es:

p(x)=30¢ + 2[x— 5=k Ok bOx hO(X—- x¥ KO (X— 8 X+ 2 xF
=b, 1+ (b, - b+ 20 Yx+ (B- 31Q Px+ ROX=
Igualando los coeficientes correspondientes aitamths potencias, se llega al sistema:
-5=h,
2=Db - b, + 20b,

0=b, - 3D,
3=h,

p(x)=-500+ 50x+ 90(¥ - x)+ IR - X+ Zx).

~5=h,,3=b ,%= b ,5 b=

Es decir, las coordenadas de p(x) en la base B(-508, 9, 3)

a.2) Sabemos que, cuando en un espacio vectorial passEmos base ={e,,e,,...,e}
a otraB'={e',e},...e} ,se cumple la siguiente relacién matricial entreclasrdenadas

de un vectox LIE: C; (x)=PLG, &), siendo P la matriz de cambio de base, que tiene
por columnas las coordenadas de los vectores desBécto a los vectores de la base B:
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Pz(cB €,)..Ge )J:> En este caso, como la base B es la usual, B={pcx la

1 0 0 O

, 01 -1

B :{1,x,x2—x,x3—3Dx2+ 21>} =P=l oL P Para obtener las coordenadas
00 0 1

en la nueva base B’ del polinomigx)=30¢ + 200x— 5, que tiene por coordenadas en la
base B, (-5, 2, 0, 3) hay que resolver el sistema:

-5} (1 0 0 0)(b, -5=h,
2 01 -1 2(|b 2=b —-b + 20 )
= Y= b b, % que es el mismo que el del apartado
0 0 0 1 -3||hb, 0=Db,- 3
3 00 0 1 b, 3=h,
a.1), es decir, obtenemos el mismo vector coordenadaqtes: §(p)= (-5, 5, 9, 3) lo
cual es evidente, por ser las coordenadas deatorvan una base Unicas.

b) Sea W el subespacio Wa{+a,x-a, ¥ +a,-X la,a,0 R}, y seap(x)0W
S pX)=a,+a,x-a,X+a, X=a,0& X ra,0(x Xy W= Spa{1 1+ % % 3}
Ademas el conjunt({)1+ X3, X — x2} es también base de W porque los dos polinomios son

linealmente independiente, como puede demostramsiderando una relacion nula
entre ellos: a, {1+ x®)+a,0(x-x*)=0=a,+a,x-a,X+a, X0 x > a,=a,= (
Entonces W tendra dos ecuaciones cartesianas.

Empezamos obteniendo tales ecuaciones en la bagexBZx}. Para ello, si
denotamos poag, + a [x+ a X + g0X un polinomio cualquiera, para que pertenezca a

1 0 35
. . Q1 g
W=Spar{ D i} , Se tendra que cumplir que el rango de lam tgz 1 s
1 0 &
sea 2, es decir, todos sus menores de orden 3 dmbef, lo cual conduce a:
1 0 35 1 0 g
0=0 1 al=a+a,& 0 1 a= a4 @ las ecuaciones cartesianas de W en B
0 -1 & 1 0 g

+a=0 . .
son: {az 4 o Pero teniendo en cuenta la relacidon vista entredasdenadas en las

a) (1 0 0 0)(h a, = by
- - - x]
dos bases B y B’ a0 l-12 B = a=h-b+ IQ":> sustituyendo
a, 0 0 1 -3| b a=Dhb- 3h
a,) \0 0 0 1)(h, a, = b,

estas relaciones en las dos ecuaciones anteralrEsiemos las ecuaciones cartesianas

de W en la base B’{bl_b2+2H)3+ b~ 3h= O@ { b~ b= (E
b, —b,=0 b-h=0



4. Demostrar que si S = {u, Uy,..., Uy} €S un sistema ortogonal de vectores de un

espacio euclideo, E, entonces S es un sistemadibr (1 punto)
Solucién:
Sea S = {1, Uy,..., Up} un sistema ortogonal respecto al producto eschdfinido en el
espacio vectorial E. Se trata de demostrar quaneasoes también un sistema libre.
Para ello, establecemos una relacion nula entre Va&ctores, es decir, suponemos
existenay, ay, ...,ap escalares d&, tales que:

a1 Uy +a2Uzx+ ... +apUp = 0.
Si se multiplica escalarmente esta expresion pmegtoru; de S, se obtiene:
<aiUp+asUx+ ... +apUp, U >=<0,u;>=0 = por la bilinealidad del producto
escalar:
< Up, U= +tax<Uz,U>+..+ap<Up,U>= a <U, U > =0,

ya que al ser S un sistema ortogonal los prodwesoslares & ,u;>=0 Oizj,

pero entonces, la igualdad anterior implica qag= 0. Y como esto es cierto para
cualquier je {1,2,...,p}, se concluye quar; = a3 =...=ap = 0.
Es decir, queda probado que los vectorgsuy, ...up son linealmente independientes.

5. En R?®se define un producto escalar cuya matriz en la basanoénica B es:
2 01

Gg=|0 1 0.
1 0 2
Se pide:
a) Obtener una base ortonormal Ba partir del sistema de vectores S,

siendo S:{(l 00,010 (007)Y(11 )i} utilizando el método

de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. (0.5 puntos)

b) Hallar la matriz de paso de B a B. (0.25 puntos)

c) Obtener la expresién matricial del producto escalaen la base B.
(0.25 puntos)

Solucion:

a) S es un sistema ligado porque el ve<(ﬂor1 1)t es combinacion lineal de los

tres vectores anteriores de S, por lo que paranebtena base ortonormal, basta
ortogonalizar por Gram-Schmidt los tres primeros ctes de S

{(1 0 00=¢(0 1 Q'=¢(0 0 X= g} para lo cual hacemos:
B'={wy,w,,wg} /

*w, =g, =(1,0,0}

W, =e,+a, (W /< Wy, Wy>=0=< wy,e,ta W, >=< w; e,>+oy[(X wy Wp> -

-<w,,e,> -<eg,6 6> -0
TS U P TR = =0 w,=e,=(0,10J
<Wq,Wq > <e;,€ > teniendoencuentaG2




Wy =e;z+oy (W +a,0W,/

- <Wy,W3>=0=<w,,e3+a, [W;+0,[W,>=< w,; e3> +a X w, W> -
—<W;,83>_ —<€,6> _ -1
<W1,Wl> B <el,e1> teniendo_encuentaa

o, =

t
a :_<W2’e3>:_<ez’e3> = __O:O—» Ww,=e —El:e_l_: —} 0,1
2 <Wy,W, > <e,,e,> teniendoencuentaGl 3”5 51

t
Por tanto, el sistema ortogonal obtenidolﬁs0,0) ,(0,1,0‘)(71 ,0,}}, pero como nos

piden una base ortonormal, calculamos las normasstis tres vectores y dividimos
cada uno de ellos por tales normas:

woof|=lel, = y2 . |©10)=lel, = E 1

teniendoencuentaG teniendoencuentaG

-1 -1
2 0 1)| 2 >
t
(ll.o,lj = (_—1,0,1}. 01 0|= [o,e?') 0 :\P =
2 2 2 2
10 2|1 1

La base ortonormal Rjue nos piden es:
R * 201 Y (-1 [2) .
B == 110)0 = l 011!0 = 1\/:[€_ 10}: = l?/: =
{ N )=e. (0L0)=¢ .3 {5 ( 7 V3 ¢

b) La matriz de paso entre la base candnica B y este® como ya hemos
comentado en problemas anteriores:

1, -1

T T T \/E ‘\/6
P=(cs<e;) G &) g@)} 0 1 o
0O O g

3

C) Como la base Bes ortonormal, la matriz asociada al producto esaai dicha
base, que como sabemos tiene por elemerégs= ((ei*,é)) , coincide con la

i,j=12,3
matriz identidad de orden 3. |
Por tanto, si consideramos queC. (x)=(x}, X%, X5) ¥y G ¢)= (Y1, Y%, ¥5)= la
expresion matricial del producto escalar de talesctores x e y sera:
yi) o,
<va>=(X'1'X'2vX‘3)D Y’ =lexli[y'i'
Y "



6. Sea V un subespacio vectorial real de dimensién &n el que se considera una
base B ={u, W, us}. Se considera el endomorfismo f: VO 3. V del que se sabe
que:

i) el vector y + U, +2u3 se transforma en si mismo.
i) U :{(xl X, x3)t OV /Ix,—-x 3=0} es un subespacio propio de f.

iii) la traza de la matriz A del endomorfismo f enla base B es 5.
Se pide:

a) Hallar los autovalores de f. (0.75 punjos
b) Obtener la matriz A de f en la base B, obteniendorpviamente las imagenes
de los vectores de la base B. (0.75 punjos
c) Hallar la matriz mas sencilla posible semejante a Aasi como la matriz de
paso P. (0.25 puntos)
Solucion:

a) Como nos dicen que el vectov=u; + u, +2uz se transforma en si mismo
= f(v) =v=1y = v es vector propio del endomorfismo f asociado ab\alor 4 ,=1.

Como también nos dicen qum:{(xl X, Xg) OV/IX,=X,=0 = X,=X, Dx}es

un subespacio propio de f y este subespacio tienendion 2, siendo una base de él la
formada por los vector€gl,0,0),(0,1,3), esto significa que el autovalor correspondiente
A, tiene multiplicidad geométrica 2. Pero sabemos lqueultiplicidad algebraica es

siempre mayor o igual que la geométrica, por lotguautovalor/, va a ser doble.

Finalmente, como se sabe que la traza de la mfatlizl endomorfismo f en la base B
es 5, y sabemos que la suma de todos los autosaleran endomorfismo coincide con
la traza de la matriz asociada al mismo cuandojse@rfia base en el espacioY se
debe cumplir la relacion:

5=A+2, =1+ 200,=A,= 2
Por tanto, los autovalores de f san=1y A,=2(doble).

b) Se trata de hallarf(u,), f(u,), f(u,) , para lo cual tenemos en cuenta los datos
qgue nos dan:
f(v)=v= f(u,+u,+20,) =f(uy) +f(u) +2@(u) =u,+u,+2 [ ..
Y como una base del subespacio propio U, asocibdotavalor A,=2, estad formada
por los vectore$(1,0,0)=u, ,(0,1,1Fu, +u } =
f(u)=20,, f(u,+uy) =20u,+uy)=f(u)+f(u) = Se trata de resolver el sistema:
f(u,) =2, =(2,0,0)
f(uy) +f(us) =2[u, +uy) =(0,2,2) = fu,)+f(u;)=(0,2,2)
f(u) +f(u,) +2@(uy) =u,+u,+2W,=(1,1,2) f(u,) +2H(u,;)=@1,12)-(2,0,0F € 1,1,2
O PP ECr e f(u,) =(-1,1,2)- (0,22)= (-1,-1,0) y despejandodif 3 (1,3,2)

21 -1
La matriz A asociada al endomorfismo en la bass:B\e|0 3 -1]|.
0 2 O



C) La matriz A es obviamente diagonalizable, por kEsuttados anteriores, ya que
tiene 3 vectores propios linealmente independiertagector v=u; + U, +2uz asociado
al autovalor 4 ,=1y los vectoresi, y u, +u,asociados al autovalor doblke=2. Por

1 00
tanto, la matriz semejante a A mas sencilla posbla matriz diagondd={0 2 0|y
0 0 2
110
la matriz de pas®=| 1 0 1|, cumpliéndose la relaciéon de semejabzaP™ [A[P,
2 01

como podria comprobarse facilmente.

7. a) Estudiar, utilizando un método numeérico, si la iguiente matriz es definida
positiva 0 no

1 -1 0 -1
-1 2 -1 1
A= (0.75 puntos)
0O -1 2 O
-1 1 0 5

b) Usando el resultado del apartado anterior resokr el sistema

X -y = 1
X + 2y - z = =2 (0.75 puntos)
-y + 2z = -1

Solucion:

a) Una matriz A simétrica es definida positiva, seglo si dicha matriz se puede
factorizar de forma Unica mediante la factorizaadénCholesky, A =1L con los {;>0.
Se trata de comprobar entonces si esta factorizasi@posible:

1 -1 0 =1) (I, 0 0 Ol Iy Iy I,
-1 2 -1 1 [, | O 0} O I ., |
=| 2 = 22 % %1 =Multiplicando las filas de
0 -1 2 0| [y I, 1, 0]|0 0 1y I,
11 0 5) Uy I, a1l l0 0 01,
L por las columnas de'L
Ilzl |2!. 11 |:!1 11 | |41 11
- |21| 11 Iil+| 222 | Ll 31-+I |22 32 | |4l 2-1- I 22 42
|31| 11 |2h 3l+| £2 32 | 23:[“ 235*- 233 I | 41 St I 42 &EI 43 3!

|41|11 |4h21+| 1222| |413]-.*- |423§_|4333‘| Zbi 2|le_2 2|_4t_3 ?



El algoritmo que se obtiene multiplicando las filds L por las columnas de' le
igualando a los correspondientes elementosseael siguiente:

Paso k=1

I121 =1- |11:1>
A continuacion se obtiene la 12 columna de L
|21|11: -1-1 21— -1

|31|11:O _’|31:O

|41|11:_1_’ l 41:_1

Paso k=2Se comienza obteniendo el elemehto

2 2 _ _
|21+|22_2 - I22_1>

A continuacion se obtiene la 22 columna de L,
|21| 31+| 2L 32~ -1-1 32— -1

I41I 21+| 4L 22:1 -1 a2~ 0

Paso k=3Se obtiene el elementg |

2 2 2 _ —
|31+|32+| 33_2 - | 33_1>

Obtenemos ahora la 32 columna de L
I41I 31+| 4L 32+I Jts 33 0 -l 43 0

Paso k=4Por ultimo obtenemos el elemenig kn el

2 2 2 2 _ —
|41+|42+I 43"'I 44_5 = 4 2>

Como se han podido obtener todos los elementas diadgonal principal de L, la matriz
A admite la factorizacién de Cholesky y por lo tamticha matriz A es definida
positiva.

b) Se trata de resolver usando el resultado antdrgistema:

X -y = 1
X + 2y - z = =2
-y + 2z = -1

Como la matriz de los coeficientes de este sistemiecide con el menor principalsA
de orden 3 del apartado a, la matriz L que nos iperfactorizarla seria

1 0 O
L=|-1 1 O0].Es decir, la factorizacion por Cholesky de lanmatel sistema sera
0O -1 1

A, =L , porlo que el sistema podemos expresarlo eoriad:



ALX= b - L [x= by para resolverlo basta resolver los dos sistengsgulares
siguientes:

1 0 O)y 1 1
1L Ly=b-|-1 1 0|y |=|-2[0%ken. y=| -1
0 -1 1ly,) (-1 -2
1 -1 0)(x 1 X=-2 -2
2. 'X=y~|0 1 -1 y|=-1OFFM. y=-3 =x=| -3|= Solucién delsistem
0 0 1){z -2 z=-2 -2

8. Estudiar la convergencia o divergencia del métodderativo de Gauss-Seidel
para la resolucién del sistema

X + t = 2
X + 9y -t =5
X + z = 1
2z + t = 5
(1.5 puntos)
Solucion:
1 00 1
La matriz de los coeficientes de este sist i g 1 _O no es estrictamente
00 2 1

diagonal dominante, ni puede serlo mediante ning@wmdenacion y tampoco es
simétrica por lo que no puede ser definida positipar tanto, para estudiar la
convergencia o divergencia del método de GauseBSé@y que estudiar el radio
espectral de la matrizgTasociada al método es decir, de la makgiz (L +D) ™ [U,

siendo las matrices L, D y U tales queA=L+D+U=

1 000 0 0O 0 0O 1 0O
0O 500 1 00 0 0 O0- 1 50
D= , L= U= —=L+D=
0O 010 1 00 0 0O 1 01
0 00 1 0 0 2 0 0O 0 0 2
0
Para calcula(L +D)™ resolvemos los 4 sistemés+D) x; =e =|1 | j=1,2,..,4=
0



0@ ® o
1 -1 0 0 O
+ 5X =
! 2 ~ 0 1 0 0 gistemas que tienen por solucion:
1 X = 00 10
2 * X% = 0 0 0 1
(1) @) ® @
x, =1 x,=0 x=0 x=0 10 00
X,=-1/5 x,=1/5 x=0 X2=O:>(L+D)‘1: -1/5 1/5 0 0:>
X;=-1  %x,=0 x,=1 x,=0 -1 0 10
x,=2  x,=0 x,=-2 x,=1 2 0 -21
1 0O 0 00 0 O0 1 0 0 0 -
-1/5 1/5 0 0/ [0 0 0- 0O 0 0 2/
6= = = Sus autovalores son:
-1 0 1 0/{0 OO0 O 0 00 1
2 0O -2 1){0 0 0 O 0 0 0 -
-A 0 O -1
0O -4 0 2/5 .
Tt o T |EA R+ A)=0= 4,20 (tiple) 4, = -2
0O 0O 0 -2-1

p(Ts) =max{|1| /A autovaldr= 2 % El método de Gauss Seidedelsistema diverg

9. Calcular mediante minimos-cuadrados el polinomio degrado 2 que mejor
aproxima a f(x)=x{x| en el intervalo [-2, 2] utilizando polinomios
1
V1-t?
Notas: La relacion de recurrencia para los polinomios d€hebyshev es:
T, () =2, ()~ T, ,(x), con Ty(x)=1, T, (x)=x.

ortogonales y considerando como funcion de peso(t) = to[-1,1] .

T/ 2 sinz(
Las normas san|| T, (x) |f= _
sin=0
v
En los célculos utiIizar:_[O 2cos”’ zdz= 2/3. (1.25 puntos)

Solucion:

Primeramente se debe efectuar el siguiente canebvarable:
tO[-1,1]= x0[-2,2]

t=-1=>x=-2
t=cx+d /
t=1=x=2
-1=-2c+d
=d= 0,021: t=§:> X= 2~
1=2c+d 2 2

Asi, la funcidon a considerar sera:
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Sif(X)=x|x| = f®)=2-t]2-t =4t Otd[-1, 1

4
2V
-10 @ 05 10
/(‘21
-4

Si queremos aproximar la funcion mediante un paotio de grado 2, utilizando los
polinomios ortogonales de Chebyshev, debemos cenasidomo base del subespacio
aproximante:

={T,()=1 T,()=t, T,(1)=2f-13 que se ha obtenido a partir de la relacion de

recurrencia dada en el enunciado. Asi, el polinaeigrado 2 que mejor aproxima a la
funcion es:

Q(O=Ae T (O+ I+ AT (O A, - T (1)
con

4tu|Tamt

_jvwofa)Tamt I /

vann(om ITUHT

0j=0,1,2 =

S

ho 1T (t) IF

1
_—j 4t |t]dE
T 1=t impar 5y
\_V_J
par
%/—/
impar

par
r——J\——\

j 4t|t|tdt j _ 4t|t]tdt BT
SRE Vi R TATIR e

A =
! ||T(t) i T[/2 T[J-—l h-¢

cambio:t= cosz
dt { sit=0= z:% :>:1—6JfO cos Zf sen z)dz =

> Sen z
si t=1= z=0
161" g ap = 162 22
Tt m3 3

11



4t-|t]- (2t - 1dt 4t-|t]- (2 1)dt

e :

=

A = -
2 RAGL n
:3j1—14- t -t} (- DdE O

11— t2 imBar par T

impar
Luego, el polinomio mejor aproximacion sera: qf —-t

Deshaciendo el cambio de variabtes X , NOs queda: q(x)——zl( = 1—6
2’ 3m2 3t
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