ALGEBRA LINEAL — Examen Final — Primer_parcial (28 de Junio de 2013)
EJERCICIO 1

1. Sea A una matriz regular de orden n.
a) Demostrar que (A‘l)t = (A‘)_l.

b) Si A es una matriz simétrica, entonceé\™ también lo es. (0.5 puntos)
Solucién:
a) Por ser A una matriz regular y |[A|3|A A' también es regular, es decir, existe

(At)_l. Calculémosla. Coma [A™ =1 O ] [ [].[] [ (A I -1)t o - (A —1)@ 4+ _la

tomando traspue:

. . 1 t . e
inversa de Aes la matrlz(A ) , es decir, se cumple lo que queriamos probar

(A7) =(a1)".
b) Se trata de demostrar q(JA’l)t =A™ Para ello tenemos en cuenta que por ser
A simétrica A=A, por lo que tomando inversas y teniendo en cuengaopiedad que

acabamos de demostrar en el apartado a), se léie‘iLle:(At)_1 :(A ‘1)t, es decir, si A

simétrica Al también lo es.

2. Calcula la matriz inversa de A utilizando matricespor bloques:

11-210
02 0 0-1
A= |0 O 1 0 O (1 punto)
00 0 1 O
00 0 0 1
Solucion:

Particionamos A en la forma:
1 1| -2 1 O
0 2] 0 0 -1

A=l0 0/l 1 0 O ={
0O 0 0 1 O
0O 0 0 0 1

|
| 3
forma: A'lz(z———ﬁ————J y calculamos estos bloques X, Y, Z, T imponiende qu
|
|

AA™*=I, esdecir:



AuX+A L, Z =1 O] 0 HEX =A™

| | | _
(_A}L;A@J Eﬁf-l_Y_] _ (_'__:_(9)_] LAY HA LT =0) O QALY =AL B,
I Z=(0)

T=I

_ 1 :
Se trata de calcular por tankg; = ﬁ [AZ, siendo
11

! =2 a2 7Y L (1-U2
nTlg o TuTE AuTl g g 7 AuT g g 0T

von o o (P U2 (-2 1 0 (2-1-1/
S T g q72)10 0o-1lo o 1/2°

1 -1/2] 2 -1-1/2
0 1/2] 0 0 1/2

A"=lo0 0] 1 0 0
0O 0] 0 1 0
O 0] 0 0 1

3. Sea V el espacio vectorialV :{f:[RD LR/ f continua} . Estudiar si la
l:v 0B R

aplicacion 1 es norma. En el caso en que no lo sea,
t— [f]= [ fodx

indicar las propiedades que fallan mediante un conejemplo. (1 punto)

Solucion:

Se trata de estudiar si se cumplen o0 no los axi@a@sser norma:
1HOfOV |[[f]=z0y ||f[E 0= f= 00 XJIR

ST IE J'_ll f(x)Jdx= 0“Esto no se cumple siempre; por ejemplo para f(x)seliene

||f||:J'_11—1Ddx:—>ﬁl:—2< (. En general, si f(x)<Ov¥xe[-1,1], la integral sera
negativa.
Ademas sif =0 OxOR = ||f ||:.[_11 O00dx= 0, pero si||f|F O, esto no implica que f

sea la funcion nula. Por ejemplo, cualquier fundrapar f(x) cumple.[_llf(x) [dx =0,

1
2
. ., 1 X .
sin ser f la funcion nula.jglx [dx :? =0). Luego este axioma no se cumple.
-1

2) Of OV y OAOR [[ATH[EA[OIf ]



[N CF |Fj_llA Ef(x)[dx:)\[ﬁ_llf(x)tdxi n |[ﬁ_llf(x)ljd><. (0A<0 no se cumple). Por

tanto, tampoco se cumple este axioma.
3) Desigualdad triangulartdf, g0V ||[f+glE||fIF |l g

If+glE[, (F00+ g(x)x= [ f(0dw [~ g(x)dbe [|f 1 || g Este axioma si se

cumple con igualdad.
Esta aplicacién, como acabamos de comprobar, noresa.

EJERCICIO 2
1. Sean F y G dos subespacios vectoriales de un espavectorial E, con
E=F0O G. Demostrar que todo vectorz JE se expresa de forma Gnica como suma
de un vector de F y otro de G. (1 punto)

Solucion:

Al ser E = F1G, F y G son subespacios suplementarios, es #¢iGg = {0} y F+G=E,
entonced_| z L1 E se puede descomponer de la formax +y con X_F, yLIG.

Supongamos que esta representacion no es Unidaciesjue dada LI E admite dos

representaciones de la forma=x; +y1=xa +y> / X3, % LUF O yy,y, LG.

Porserx; +y1=X +y2 = X1 -Xo=Yp-Yy1, donde x; - xo UF ,y,-y; UG ; y por
ser igualesx; - X2=Yy» -y: LI FNG. Pero como F y G son suplementari¢3& = {0},

luego X1 - X2=Y,-y1 =0, de donde: Xx; =Xz Y1 =Y.

Por tanto, la representaciar x +y es Unica.

2. Se considera el subespacio V de*definido por
V:{(x,y,z)D[R3/ x=a+c,y=b+tc,=Z & b 2c con a,b[tER}

a) Obtener una base de V y sus ecuaciones paraméss y cartesianas. (1 punto)

b) Hallar los subespacios W déR® que sean suplementarios de V. (1 punto)
Solucion:

a) Teniendo en cuenta que

V:{(x,y,z)D[RS/ Xx=a+c,y=btc, =z a& b 2c con a,b[tfR} =
V={(a+c btc,ar br 2y= & 10)* 0 0)t {c 1L}2>

V =span{(1,0,} ( 0,1)1(, L1)R .Veamos si estoseesores son ono libre



Para ello estudiamos el rango de la matriz ques tgor columnas las coordenadas de
tales vectores en la base candnic&égesto es:

C3=C,

1 01 10 O
Rangg 0 1 1< ¢- ¢>= Rango 0 1 = . Es decir, solo hay dos vectores

11 2 11 1

linealmente independientes dim(V)=2 y una base de V 8={(1,0,]) (0,1,)} =

Todo vector de V se puede expresar en la foaril,0,)+40{0,1)= Las
ecuaciones parametricasle V son:
X=a
y=£ [Oa,BOR. Eliminando los parametrosr,3 obtenemos laecuacion
z=a+pf
cartesianade V: z=x+y~ x+y-z=0.
b) Para que un subespacio W sea suplementario dené, que cumplirse MW=R?,
esto es: VIW={0} y V+W=R®= W sera suplementario de V si dim(W)=1 siendo
VAW = {0} =>W =Spar (a,b,c)/a,bl&R} y para que VIW = {0}, los tres vectores
{(1.0,9 (0,1} ,(a,b,}deben ser lineaimente independientes, es deaiangb de la
matriz que tiene por columnas sus coordenadas deber 3
10

<0 1 B#20= cca k¥ 0- & & . Luego, existen infinitos subespacios
11

suplementarios de V'y son de la forme=Spar{ (a,b,c)/¢ & }L

3. Se considera el subespacio vectorial dE,, ,(R) formado por las matrices

a b+ c
M :{(—b+c a j/ a,b,cD[R}. Obtener una base de M y completarla para

5 2
obtener una baseB' de E,,,(R) en la que las coordenadas de la matri%3 2)

-2
sean 172 1.% puntos)
5/2| P

7

Solucion:



M = a b+c=a 1A1 o 6\2 ‘e 83 :SpalﬁAA %}
-b+c a 0 -1 1 e

Veamos si estas tres matrices son libres. Par&stidblecemos una relacién nula entre
ellas: alA + b[A, + clA, =(0), lo que conduce a las ecuaciones:

a=0
b+c=0 = a= b= = 0= las tres matrices son libres y consecuentemente,
-b+c=0

{A,A, A} esunabase M.

a; &
&G &y
B'={A,A,A,A }sea un conjunto de matrices linealmente indepetetien que se

Ahora se trata de completar esta base con otraiznm;r:( J de forma que

5 2
cumpla, que las coordenadas de la matriz en esta nueva base &g, ,(R)sean
3 _2 X2

-2
1/2 . . -
/2| La matriz de cambio de base entre la base usuksdmatrices d€&, ,(R) y
7
1 0 0 g,
, 10 1 1 a, .,
esta nueva base B’ eB= 0 -11 a y la relacion entre las coordenadas de una
1
1 0 0 a,
5Y (1 0 0 ag,)(-2
. 2 0 1 1 1/2
matriz en ambas base€; (x) = PG, (x) = = 42 = queda el
3|10 -11 a,|[5/2
-2) 1 0 0 a,/\|7
S=-2+ 75311 .= 1
. 2=1/2+5/2+ 1] =-1/7
sistema: * TR = 2 = la base buscada es:
3=-1/2+5/2+ Tg, a= 1/7
—2=-2+T7(h, a,= 0
Ay A, A, A,
, 1 0)(0 1)(0 1 1 -1/ , _
B'= , , , ya que las 4 matrices son libres por ser
0 1){-1 0\1 ol1/7 O
1 0 0 1
0 1 1 -1/
|PE =-2#£ 0
0 -1 1 1/7
1 0 0 0



EJERCICIO 3
De un endomorfismo f deR® se conocen los siguientes datos:

a) Surangoesl
b) Respecto a la baseB, ={u,,u,,u} conu,=(1 0 0, u,=(1 1 0O,

u,=(1 1 2

Su nucleo tiene por ecuaciones implicitas:
y,+y, =0
ay, — Y, + (a+ Dy, = (

C) f(ul+u2+u3):ul+ u2+ u3

Se pide:

a) Calcular, razonadamente, la dimension de los subesgios nucleo e imagen.
Calcular, para los valores de a posibles, las ecuanes implicitas del nucleo
en la base canodnica. gainto)

b) Expresion matricial de f respecto a la base canoracy respecto a la bas®,,

escribiendo la relacion existente entre ambas mates. (2 puntos)
Solucién:

a) Como nos dicen que el rango de la aplicacion ¢s dimension del subespacio
imagen es L>dim(Imf) =1= por el teorema fundamental de las aplicacionesli&se

dim(R?®) = 3= dim(Imf)+ dim(Kerf)= 1+ dim(Kerf)=» dim(Kef) =2. Por tanto, soélo
puede existir una ecuacion implicita que defina fdsespacio, es decir, de las dos
y,+y, =0

ay, — Y, + (a+ Dy, = (

ecuaciones s6lo puede haber una linealmente independiente

:>Rangccl _11j: l1- -—+ & 0- &- Este es, por tanto, el unico valor posible que
puede tomar a, quedando como Unica ecuacion ingpliel nicleo en la baseg Bla
Y:+Y,=0 =y, ==y, Oy,=Kerf ={(-y, ,y,yY)/y,y{R}. La base del Ker f
referida a B es, consecuentementg(-1,1,0),(0,0,={- y+ u ,i} . Expresando
estos vectores en la base canoniaa,+u, = (0,1,0), y= (1,11, obtenemos la base

del Ker f referida ya a dicha base canc’)n{c(ﬁ);l, 0), (1,1,]}). Para hallar, finalmente, su
ecuacion implicita tenemos en cuenta que para quevactor de coordenadas

01 x
(X, ,X,,X;) pertenezca al Ker f el rango de la matfiz 1 x,| debe ser 2
01 x
01 x
=11 1 x,|=0=-x+ x = Laecuacion implicita del Ker f en la base canonicas
01 x
X, —X;=0.



b) Empezamos hallando la matriz de f respecto a la Bas{u,,u,,u} . Se trata
de hallar las imagenes por f de estos tres vec{é(es),f(u,),f(u,)} . Como segin

f(u,)="f(u 1
() =t u;) @ y de la tercera
fu)=0  (2)
condicion f(u,+u,+u;)=u+ u,+ u,= f(u )y f(u,)= u+ ut u, 3. De las

ecuaciones (1) y (3) obtenemos:

hemos visto una base del Ker fless, +u,,u} = {

1/2
fu)=f(u,)=@/2)Qu+ u+ )= G (fFw)F G (f(w)F| 1/2=  La matriz
1/2
1/2 1/2 0
asociada afen la basBlz{ul,uz,ua} esA, =(1/2 1/2 0|.
1/2 1/2 0
Para calcular la matriz asociada a la aplicaciospeeto a la base candnica
B:{el,g,%} se trata de hallar las imagenes por f de estos wectores
{f(el),f(ez),f(%}. Como segun hemos visto una base del Ker f resmeda base
canonica es
f(e;)=0 @

0,1,0),(1,1,B= o
(010.a1Y={ ¢ 2 2 F{f<e1)+f(ez)+f(e3>=oaf(el)=—f(e3) @)
y de la tercera condicién que cumple la aplicacion:

1 1 1 3 3
f(u,+u,+u,)=u+u,+ u= f|| O+ 1+ = 2| = -
0 0 1 1 1
3 3 -3/2
3(e)+20(e )+ f(g)=| UL~ - Df(eF| 4- fleFr] -1
1 1 -2
3/2
yf(e)=| 1 |=
1/2
3/2 1/2 -3/

La matriz asociada a f en la base canonicB={e,,e, ,g} esA=| 1 1/2 -1
1/2 1/2 -1/2

Para hallar la relacion existente entre estas dagaes A y A tenemos en cuenta las
relaciones del cambio de base:



f:RROO0D0OOGR?

Base B[ ﬁ - BaseB
Cs (F(x)) =A T, (x) @)
Ce (F)=A[C (x) (2

Base B ﬁlE-l» Base E

C, x)= PLG x) ! ! ! 111
Adema L donde P= = 0 1 |
emas{CB (1) = PLT, (16) onde Ql u) Ql M) Ql @ o

Sustituyendo estas ultimas igualdades en (1), ebters que
Cy (f(x) =APLC, (x)= POG (fk))= G, (fk))= P'OADRIG X y comparando
con (2), concluimos qué, =P [A[P. Esta es la relacion entre ambas matrices, siendo

P la matriz del cambio de base entre las baseBBanterior.



ALGEBRA LINEAL — Examen Final — Segundo_parcial (28 de Junio de 2013)

EJERCICIO 1

Deducir la matriz de Jordan de una matriz cuadradade orden 2. (1.5 puntos)

Solucion:

SeaA:(le1 :ﬂ una matriz de orden 2. Para que A sea semejante raatriz
1 2

triangular de Jordan debe tener un Unico autovalaloble y la dimension de su
subespacio propio correspondiente debe ser unde&g su polinomio caracteristico,

sera de la form@, (r)=|A-rO = (r-=2)? y el espacio de vectores propios asociado:

_ _ _ 3 ~A &, vi)_(O
s (3 -

)\—822
)\—6122

[v,= V,Q )= SpaRv =| ay
21 1

81 L+ (8= A JVp= O L L o vy =

Entonces, para hallar la forma candnica de Jordgmgbe calcular el subespacio

V5 (A) :{v/(A -AD3v :O} . Pero como sabemos que se cumgle\) 0V () O R?
este subespaciV,(A) ya va a tener dimension 2, es decir, va a sewuléspacio
maximal y va a coincidir cof®?(La matriz (A - A ) ?coincidira con la matriz nula).
Para formar, entonces, la base de Jordan elegimoseator deR? linealmente

0
independiente de, por ejemplo, el vectou, = (Jy se hace:

a;—A 0 a
u; =(A-Al) w, = 1 %2 = 12 OV;(A) . Este vector es de
8 ap-A)\1 8y~ A

Vi(A) porque(A-A) M, =(A-AD 2 (W, =0. Por tanto, la base de Jordan es:

0 . , :
{ug,u,} :{ %e J(J} En efecto, las imagenes por el endomorfismo f asociado a la

a,, -
matriz A de estos dos vectores son:
f(u) =A L, = A, f(uy) =A [, = u,+A,= La matriz del

por sewu; vector propio porsef= (A U)

. A1 L, , .
endomorfismo en esta base &s 0 cumpliéndose la relacion de semejanza

0
J= P CACP, siendo a( G2 }
a,-A1 1



EJERCICIO 2

1. En el espacio vectorialR® se define un producto escalar que, referido a una
baseB={e, e, g}, tiene la siguiente expresion:

(XYY =X+ 2% Y+ 2% Y= X Y %)

siendox, =(x % x) e ys=(y, ¥, ¥) las coordenadas de dos vectores x e
y de R? en dicha base.

Determinar:

a) Expresion matricial del producto escalar en la &se B.

b) Justificar si la base B es ortogonal respecto bproducto escalar dado. En caso
de no serlo, hallar a partir de ella una base ortagnal empleando el método de
Gram-Schmidt.

c) Hallar el producto de los vectores x e y, sabido que x, =(2 0 0) e
Yo, =(0 0 3 siendoB, labase siguienteB, ={e, g+ ¢, g+ ¢+ ¢.

(1.5 puntos)
Solucién:

a) Sabemos que la matriz asociada a un producto edgatta una base B viene
dada por:

<€.,§> <§6> < § £
Gy =|<e,> <g,6> < g, ¢>|.Se trata de calcular estos productos escalares:

<el,%> <%,%> < @, §>

<e,g >=<(1,0,0),(1,0,0p= DE I
<e,e >=<(1,0,0),(0,1,0p= G<g g> ;
<e,§>=<(10,0),(0,0,1p=- D - £< g ¢> .
<e,,6,>=<(0,1,0),(0,1,0p= 2D% 2 -
<e,,6>=<(0,1,0),(0,0,1p= G< g g> ;
<e;,6>=<(0,0,1),(00,1)>= 201= 2;

1 0 -1
La matriz que nos pidene§; =| 0 2 O
-1 0 2

b) Hemos visto quece,,e, >= -1# 0= La baseB :{q, e, g} no es ortogonal. La
vamos a ortogonalizar por el método de Gram-Schn@idimo <e,e,>=0= los

vectorese,, e, si son ortogonales, por lo que elegimos la basgannal{wl,wz,wg} /

10



*w;=e;=(1,0,0)
*w,=e,=(0,1,0)
* Wy =e5+oy [W; +a, W,/
<W3,W; >=0=<e3+o, W, +a,lW, e>=< e e,;>+alke,e>

0 -
—

SW3, Wy >=0=<e3+a; [W;+a,[W, €,>=< &, 62 +a,lx § &
-< >
alz—e‘)”el :}:1;(12=0 —>W2=e3+e_|_=(1)051)
Una base ortogonalks por tantof{(1,0,0), (0,1,0),(1,0.,})

c) Los vectoresx, =(2 0 0 e y, =(0 0 3 siendo B, la base

B,={e.g+ e, e+ g+ ¢, tienen las siguientes coordenadas en la Bas¢e, e, g},

2 2 0 3
Xg, =| 0 =2 =C,(x)=| 0| ys =|0|=3[{e, +e,+8) - Cy(Y=| 3|, luego su
0 0 3 3
producto escalar es:
1 0 -1)(3 3
<x,y>=(2,0,000 0 2 0| 3= (2,6; 2) 6 6 O estos vectores son
-1 0 2)(3 3
ortogonales.

2. Marcar Si se considera que la frase es verdader@ Si se considera falsa
Respuesta correcta: 0.25 Respuesta en blanco: 0

Respuesta erronea: - 0.25

a.- En un problema mal condicionado, los problemascasionados por un
pequeio error inicial se resuelven si se utiliza elgoritmo adecuado.

b.- Si una matriz no es estrictamente diagonal domante, el método de Gauss-

Seidel no es convergente

c.- Si |A| #0 y se utiliza aritmética exacta, no es necesarioair a las técnicas

de pivotaje para resolver el sistemaAx=b

d.- La factorizacion LU que se obtiene mediante ehétodo de Gauss y el de

Doolittle es la misma. (1 punto)

11



1 a a
3. ¢ Qué debe verificar el parametrar € R para que la matrizA = <—1 1 —1)

1 0 2
sea diagonalizable sobré&R ? Cuando lo sea hallar su forma diagonal, una maiz
de paso y la expresion deA™ paran € N. (1.5 puntos)

Comenzamos hallando el polinomio caracteristico AMley sus autovalores:
1-A  a a
paM)=|A-AO]E[ -1 1-A  -1|=0= EAFO@A )y a & @A ¥ a@r 3
1 0 2-A
2 A; =1 doble conmultiplicidad algebraica;m 2
=A-A)H2-M) D00 : i _
A, =2 simple con multiplicidad algebraica,;+ 1
Por tanto, la matriz sera diagonalizable cuando aatovalor dobleA; =1 le

correspondan 2 vectores propios linealmente indbpetes. Hallemos el subespacio
propio asociado &; =1:

0 a a)(v,

V) ={v/(A-)¥=0} = |1 0 -1|(Jv, |=|0| . Este subespacio debe tener
1 0 1)\v, 0

dimension 2 por lo que el rango de esta md#iz 1) debe ser uno. Es decir, todos sus

menores de orden 2 tienen que ser 0, lo cual splewsia=0. Por tanto, este esalor
de aque hace que la matriz A sea diagonalizahl®ara este valor a=0, nos quedamos
con la Unica ecuacion que define al subespaciaqrop

vV, =-V3= V(1) =<| Vv, |/Vv, VLR »=Spa o 1
Vg 1 0

Calculamos ahora el subespacio propio asociaklp=2:

-1 0 0)\(v; 0
v, =0 v;=0
Vi(2)={vi(A-20)w=0 = |-1 -1 -1|0v, |=| 0 @{ q{
1 0 0)\v; 0
0 0
- Vy(2)=4| v |/v3 OR  =Span | - . Una base de vectores propios es:
Vg 1

12



-1 0 0
vlz{ O],VZ: 1|vy=|-1]; y la matriz diagonal semejante a A es

1 00
D=|0 1 O}, cumpliéndose la relacion de semejabzaP™ CA[Psiendo P la matriz
0 0 2

-1 0 O
que tiene por columnas las coordenadas de losresgboopiosP=| 0 1 -1f.
1 0 1

Hallamos ahora A Teniendo en cuenta la igualdad anterior:

D=P'[AP=A=PIDOP'= A= AOJP'OPIDPORN POP D P (P'D B
| | |

-1

-1 0 0)(T 0 0)(-10
=0 1 -0 1T O 0 1-
1 0 1 0O 0 2 1 0 1
EJERCICIO 3
1 0 1 9
1. SeanA=|0 9 -6|yb=|9|.Se pide:
1 -6 6 0

a) Estudiar, aplicando un algoritmo numérico, si Aes una matriz definida positiva.
(1 punto)

b) ¢Seria necesario usar técnicas de pivotaje parasolver el sistemaA[X =b?
Justificar la respuesta. (0.25 puntos)

c) ¢ Seria convergente el método iterativo de GauSidel para resolver el sistema?
Justificar la respuesta. (0.25 puns)

d) Resolver, mediante el método de factorizacion ogacta mas adecuado, el
sistemaA X =b. (1 punto)

Solucion:
a) Sabemos que existe un teorema que establece Elndgresultado:

Una matriz A es simétrica definida positiva A se puede factorizar de forma Unica

comoA =L ", siendo L triangular inferior con los términosghaales estrictamente
positivos. Esta factorizacion recibe el nombréat¢orizacion de Cholesky

13



Entonces, una forma de comprobar si una matriztsocaéA es definida positiva es ver
si es posible factorizarla por el método de ChgleBls decir, aplicaremos el algoritmo
de Cholesky a la matriz A y si no falla tal algorit A sera definida positiva. Se trata,
por tanto de factorizar A como:

1 0 1 hl 0 O hl |21 |31
0 9 —6|=|h |, O[O0 Iy Iy
1 6 6) \L 1y, 10 0 Iy

El algoritmo que se obtiene multiplicando las fitss L por las columnas d€ Les el
siguiente:

Paso k=1Se comienza obteniendo el elemehto a,=1 = |- 1,=1
F1LxC1L

A continuacion se obtiene la 12 columna ded decir, los elementadg, | ,;:

a2le = I ’ aSl:]' = I3l

FaLxc” 2t F3LxCil

1 0 1) (1 0 0)(1 0 1
0 9 -6/=/0 L, 0|00 L, L,
1 -6 6) (11, Ijlo o 1,

Paso k=2 Se comienza obteniendo el elemehto

8,,=9 = N L, - |zz:\/§ =3

F2LxC2

A continuacion se obtiene la 22 columna ded decir el elementl,:

a32:_6 = 1[D+3]L2—> |32:_2

FaLxc2l’

1 0 1y (1 0 0)(10 1
0 9 -6/=|0 3 0|j0 3-
1 -6 6) (1-21)0 0 L

Paso k=3Se finaliza obteniendo el elemeritg:
— — 2 — —
B3~ 6F3Lx_C3LT 1+ 4 Lg - I33_\/_1_ !

Por tanto, la matriz A es definida positiva, siesddactorizacion:

14



1 0 1 1 0 1 0 1
0 9 -6|=|0 3 OO0 3-17.
1 6 6 1 -2 y{0 0 1

b) No es necesario usar técnicas de pivotaje porqueerala matriz simétrica
definida positiva los métodos directos utilizadoarap resolver el sistema
AX =b son numéricamente estables y funcionan sin neaksidaefectuar
pivotaje.

C) Si, el método iterativo de Gauss-Seidel va a sevargente por ser la matriz A
del sistema simétrica definida positiva.

d) Cuando A es simétrica definida positiva el métodeaio mas adecuado para
resolver el sistem& X =b es la factorizacion de Cholesky porqed,coste

operativo para factorizar una matriz A por Choleglg/la mitad del coste de las
otras factorizaciones compactas, ya que solo sesitaccalcular L. Para una
matriz A de dimension n, el nimero de multiplicags y divisiones de este

3
método es del orden G%— Entonces, como se trata de resolver el sistema

LOL"® =b hacemos 1)' X =y oy 2) L @f =b . Comenzamos resolviendo

este sistema 2) por sustitucién progresiva:

1 0 0)(y, 9 y, =9
0 3 0|y, |=|9/=1Y, = 3. Finalmente resolvemos el sistema 1) por
1 -2 1)y, 0 Yy, =3

sustitucién regresiva:

1 0 1)(x 9 X, =12 12
0 3 -2|Ix |=|3 |[=4%=—-1= Solucion:_x| -
0 0 1)(x -3 X;=-3 -3

2. Hallar la mejor aproximaciéon polinébmica de grado nenor o igual que 3 por
4

minimos cuadrados de la funciérf (x) :)1(_6 en[-2,2] utilizando polinomios de
Legendre. (2 puntos)
2 3 , 1
Nota. = ; X)=1; X)=X X)==-0B¢-=
Nota: [|p, f =5—— Po(X) P (X) P, ()=~
5 3 35 15 3 63 35 15
X)=2 ¢ —2[X; P, ()= K =0+ g (X) = O~ 3¢+
Ps (X) > > P, (X) 3 2 8 Ps (X) 3 2 3

Solucién: Los polinomios de Legendre son los polinomios gotmles respecto al
producto escala{f,g)zj'_llf(t) [g(t) Lit.
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Como nos piden aproximar la funcién f(xj‘#l(:‘; enelintervalo [-2,2}-2 -1 o 1 2

hay que hacer un cambio de variable de la foxrea i1+ b que traslade el intervalo

-2=-a+b
D00 G a 2, = 0. Elcambio a

x0[-2,2 a tOFL11]- {2_a+ ]

_ oy

realizar esx =2[1 vy la funcion a aproximairf.(t) =t* en el intervalo [-1,1],

—-10-05 00 05 10

Entonces el polinomio de grado menor o igual gee tnejor aproximacion minimo
cuadratica de f(t) sera de la forma:
f(t)=t* =2, El+x1[ﬂ+x2[ég[ﬂ2 —%}xg[ég’[ﬁ——gtﬂj siendo los

2
<f(t),p;(t) >
w ]=0,1,2,3 Esto es:

i@
1 4 1

A :M = w = g lt4mt:£ :E'

" |1 vorserlp he 2 2 porseft pa2 0 A

1
_<f.e>_[rome
' ” t |F ” tﬂ por ser t impar
1

_<f),3/2-1/2> | tmB/2F-1/20dt
? g, (1) If porser lp (tf= 2/5 2/5 porser f y £ pare

2 13 11 3 7l 1 6 21
=—[€ —Eﬂemt—j—ﬂ“j:SG—B— ~5F 3 =—

2/5 02 02 27, 238, 7

1
_<f(),5/20° -3/ 200> _ [,V U6/ 20F -3/2000dt

= 0
” 03 (t) ﬁ || 4] (t)ﬂ por ser { y £ impares
Por tanto, el polinomio de grado 3 mejor aproxirdaa f(t) es:

1 4(3 1 ¢ 1 4 3/ 1 3 3
==t 2fdw-2) L o=KL S
5 7 2 2 deshaciendo elcambict x/2 16 5 7 2 14 BE

3
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