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« Baloratu noiz den baztergarria tenperaturaren aldaketa espaziala eta noiz aldatzen den
tenperatura ia era uniformean denborarekin, parametro kontzentratuen sistemen analisi

sinplifikatuak aplikagarri eginez.

» Ebazpide analitikoak lortu dimentsio bakarreko eroapen-problema iragankorretarako
geometria angeluzuzen, zilindriko eta esferikoetan, aldagai-bereizkuntzaren metodoa

erabilita, eta ulertu zergatik den hurbiltze onargarria, gehienetan, gai bakarreko soluzioa.

e Ingurune handietako eroapen iragankorreko problemak ebatzi, antzekotasun-
aldagaia erabilita, eta tenperaturaren aldaketa aurresan, denboraren eta gainazaletiko

distantziaren arabera.
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4.1 - PARAMETRO KONTZENTRATUEN SISTEMEN ANALISIA 3/30

SARRERA

Barne erresistentzia= 0

b T = kte espazioan
T0°C 70°C | )
| T # kte denbora
°C

@ y Tyzt) ST (1)

(a) Copper ball

T # kte espazioan
=== T # kte denbora

T(x,y,2,1)

(b} Roast beef
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A,
To>T, / ' Bero- Gorputzaren
h transferentzia | = | energia gehitzea
SOLID BODY Ty gorputzera, dt-n dt-n
m = mass
v oiume hA(T, —T(t))dt = mc,d(T (1))
p = density
T; = initial temperature -
dT(M)-T.)_ _ hA 4
I T=T0) T(t)-T, pVe,
0 = hAJT.. - T(1)] t=0-tik integratuz non T=Ti | T(t) -T, _ _ h&
o t berdin T=T(t)-rarte > T| -T, a ,OVCp
T
T(t) _Too — e—bt
T-T,

by=>by=b,

= (1/s)
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Newtonen hozte-legea

Gorputzaren eta haren ingurunearen
arteko bero-transferentzia kantitate
totala

Gorputzaren eta haren ingurunearen
arteko bero-transferentzia maximoa

r=0
I;
I;
Tl Ti Ti
I’
0
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QN =hA[TH)-T.] W
Q=me,[TO-T]  ©
Quax =MC,[T.-T]
h f—
T,
T,
T,
> 1, 1. I=
7. Ix

= Qmax =m Cp (Tl - Tgc)
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PARAMETRO KONTZENTRATUEN SISTEMEN ANALISIRAKO IRIZP IDEAK

Convection
¥ /.
‘ Conduction ' T,
SOLID
’ BODY ‘
¥ 4 ha ¥

1

. _ heat convection
heat conduction

V
LC - E
gi=lte | - hoT
K k/L, AT
Zer adierazten du Biot
zenbaki txikiak?
R

PARAMETRO KONTZENTRATUAK APLIKATZEKO IRIZPIDEAK Bi=0

r——

b

Universidad  Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

Bi <0,1 > T-T.,erroreat+5%
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4.1 - PARAMETRO KONTZENTRATUEN SISTEMEN ANALISIA 7130

PARAMETRO KONTZENTRATUEN SISTEMEN ANALISIRAKO IRIZP IDEAK
1. ADIBIDEA:

h=15W/m2-°C 1

Spherical /DN
copper V.6  _1,_ 002m
ball ¢ A 7D?
- hL, _15x 002
D=12¢cm Bi =— ¢ ==> 22000075 01
— k 401
T(t) _Too — ~—ht . . .
T _T - Eroankortasun termiko handiko eta konbekzio-
i ® koefiziente txikiko gorputz txikiak dira parametro
h kontzentratuen sistemen analisien irizpideak
Z—A" betetzeko aukera gehien dituztenak
pvC,
Universidad  Euskal Herriko TERMOTEKNIA
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OHAR BATZUK PARAMETRO KONTZENTRATUEN SISTEMETAKO BERO-
TRANSFERENTZIAZ

Solido baterako bero-transferentzia Gorputz baten hozte prozesua

T.=20°C

Convection

h= 2000 W/m2.°C

r——

Makina eta Motor
Termikoak Saila
o
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4.2 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA HORMA LAU HANDIETAN, 9530
ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

Bero-transferentzia dimentsio bakarrekoa duten geometria sinpleen eskema

7 il Initially T il Initially T

h fi h
Initially >, 7
0 - ' 0e—r,
; O —==r, \ J

{(a) A large plane wall (D) A long cylinder (c) A sphere
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ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

Tenperatura-profil iragankorra gainazaletiko konbekziopean dagoen horma lau batean,
T, > T.-rako.

T .
: _A1=0
f=1)
=1k - — o
/8 :
1
0 ] »
h Initially -
T=T. =
| y h
|
lversida 'ﬂ iekal Harlko TERMOTEKNIA
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4.2 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA HORMA LAU HANDIETAN,
ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

JATORRIZKO BERO-EROAPENEKO PROBLEMA:

2
» Ekuazio diferentziala 9 -IZ- = l 6_T a=klpc, difusibitate termikoa
ox~ a ot
« Mugalde-baldintzak AKCAY NP RALCHI hT(Lt)-T,]
« Hasierako baldintzak T(x,0=T,

*Emaitza T=F (x,t,L,k, a, h, T;)

e

aldagaia parametroa

0

A Initially 7
F=2 5
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ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

DIMENTSIO BAKARREKO EROAPEN IRAGANKORREKO PROBLEMA DIMENTSIOGABETUA

A Ti=0
(=1

-l =3y 0o

Aldagai dimentsiogabeak :

X:XL T,

o(x,1) =[T(xt) =T /[T, - T,]

o | 0’0 _ 96
» Ekuazio diferentziala 7 — Al 0 [ *
0X or A Initially T
T=T, 4
* Mugalde-baldintzak w =0 m =-Bié@,r1) | '
oX oX |
* Hasierako baldintzak (X0 =1
« Emaitza 6= f(X,Bi,Fo)
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4.2 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA HORMA LAU HANDIETAN, 13/30

ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

DIMENTSIO BAKARREKO EROAPEN IRAGANKORREKO PROBLEMA DIMENTSIOGABETUA

T(x1t)-T
Tenperatura dimentsiogabea ~ @(X,T) = #
T,-T
. . . . . x - X
Distantzia dimentsiogabea, zentrotik L
. o . _ hL . .
Bero-transferentziaren koefiziente dimentsiogabea |BI = ? Bioten zenbakia
. : a+t : .
Denbora dimentsiogabea |7 = — = Fol Fourierren zenbakia
L
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ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

Eroandakderoa
MetatutakoBeroa

Fourierrenzenbakia=

and ucted
_at_KZP@/L)AT

T o Bt aT
PC,

: Q.
Fourier number: =24 — Zconducted

stwd
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4.2 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA HORMA LAU HANDIETAN, 15/30
ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

DIMENTSIO BAKARREKO EROAPEN IRAGANKORREKO PROBLEMEN SOLUZIO ZEHATZA
Aldagai-bereizkuntzaren metodoa

6(X,1) = F(X)G(1) e, 1AF _1dC —yre=cp)

dG Fdx? Gdr
d F+A2F:0 —+AG=0
X 2 dr

APLIKAGARRITASUNA
* Geometria sinplea eta finitua bada

» Ekuazio diferentziala eta mugalde-baldintzak nahiz hasierakoak, linealak badira
« Gai ez-homogeneo bakarra badute

00 2
Soluzioak @ =Y Ae™ cos@d X)
n=1

Honako ingurune baldintzapean (Ekuazio karakteristikoa) /1n tan/]n =Bi

_ _ 4sinA_
Eta honako hasierako baldintza A1 = -
2/, +sin(24,)
Universidad  Euskal Herriko TERMOTEKNIA
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ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

DIMENTSIO BAKARREKO EROAPEN IRAGANKORREKO PROBLEMEN SOLUZIO ZEHATZA

Geometria Ebazpidea An-ak hauen erroak dira
Horma Laua =3 4sen/ AT =Bi
6=% n__ e cos@l, x/ L) A tam, =Bi
=124, +sen(24,)
=2 3 s LGy
y o=y = L% eI (AT A= =B
Zilindroa ngl/‘n ‘J(?(/]n) + le(/]n) oAl 115) n Jo(A)
= 4(senA —A cosd ) _e sen(Ar/L)
f 6= T e - - =Bi
Esfera nZ:;, 21 —sen(24) Ar/L 1-A,cott, =Bl

Ebazpideak : Serie infinituak eta ekuazio inplizitua
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4.2 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA HORMA LAU HANDIETAN, 17/30
ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

HURBILKETA BIDEZKO EBAZPIDE : ANALITIKO ETA GRAFIKOAK [ Aplikagarritasuna 7> 0,2 }

a.EBAZPIDE ANALITIKOA

Horma lauetan 6l = T (_I)_(’t)_l__ Te = A&e'”ff COS(/]1X/L), r>02
T(r ’t) _Too —/]21'
Zilindroetan 90y| = T T =Ae"™ Jo(/]lr/ro)' r>0,2
_T(rt)-T, _ e sin(Ar/r,)
Esferetan Hsph - T| _Too - ALe /11r—1/r0’ r>02

Non A, eta A, konstanteak Bi zenbakiaren funtzioak diren (4-2 Taula)
Non J, Bessel-en funtzioa den (4-3 Taula)

st 3 320
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ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

HURBILKETA BIDEZKO EBAZPIDE : ANALITIKO ETA GRAFIKOAK [ Aplikagarritasuna 7> 0,2 }

a.EBAZPIDE ANALITIKOA

sinA
Horma lauetan (i)wa” =1- eo,wall /1—11
J, (A
Zilindroetan (&J =1- Zeo,cyl 1/(] 1)
max cyl 1
Esferetan (ij — 1 _ 360 o Sin Al - jl COS/]l
Qmax sph ’ Al
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4.2 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA HORMA LAU HANDIETAN, 19/30
ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

HURBILKETA BIDEZKO EBAZPIDE : ANALITIKO ETA GRAFIKOAK %«plikagarritasuna r>0,2

b.EBAZPIDE GRAFIKOA. HEISLER-EN GRAFIKOAK (3) Geometria bakoitzarekin lotuta.
b.1. Geometriaren zentroan eta t denbora jakin batean T, tenperatura kalkulatzeko balio du

oo T T
o T;-— .
1.0 I m T & T
0.7 SSSissSe——3- = - = = Plate
0.5 Kl % N e e e e ] B = TTTTTTT
o144 N e T RN T R !
4T = =] = i s o |
~ - N N = P ] =
0.3 RRRRER S8 : X \: SE SAESma R SnSSsSUL) T. | Initially
M~ L R N M LT ST 90 2 h o
0.2 NN NSRS NSNS N ATPARS NN I A NI NSRS \,\g%fi?\ | T=T,
A R I
0.1 RN NN T TN N NN P /0 S 0
. SIS g LVAIAY < JoTErs ATAY i | 5 |
LVAY N0 TSR AY I A5 [ g1 N
0.07 Y il LYY WA AN = £ 2L
LY AN O\I | LAY iy l'P ) \ AY |
0.05 INAY w)"‘_//- ) N I [~ ?j‘ _ VG‘I :
Y 0\5}5{1’ \ | MA N Pl N !
0.04 5 7 SRS AN SO Y N rfy Ty
0.03 5 N 7 '_ AR RIAY G5 i 5 ST LY
A NNy AAN \ %\__Jr,- ANWAY
0.02 o LY : \ \ NE | \
AGAANRI BEIERSNERSK NN TRITR
¥
0.01 i _\| N N \l \\|'“_)0 ™
) \‘,_'-9\_) lll\'.‘\‘\\‘\\\ N O \\ k/‘l‘\ l\“\‘\\ LY .
Om’f QWE < N ‘||1L i“: 1 1 \\\ \\ 5} . 5 Y ] “\ \\ \\\ v N @I N 5 A \ \\ hY ALY
0.005 o AR
0.004 Ly A lu\\\t\\‘:\-"[‘l—? x 0 \\\\\ ANERY
0.003 L) T _SScr PRI AV I AN IWANAY LY N \ 5,
3 \ \ \l\]l\\ LAY \\\\ \ \\\\\
0.002 AP
WA A=y AREN
0.001 U N \
0 1 2 3 4 6 810 14 18 22 26 30 50 70 100 120 150 300 400 500 600 700
t=ot/I? 1
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ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

HURBILKETA BIDEZKO EBAZPIDE : ANALITIKO ETA GRAFIKOAK [Aplikagarritasuna r>0,2 }

b.EBAZPIDE GRAFIKOA. HEISLER-EN GRAFIKOAK (3) Geometria bakoitzarekin lotuta
b.2. Beste kokapenetako eta aldiune bereko tenperatura T,-ren arabera kalkulatzeko

T-T,
0= —To 7
1.0 /L = 0.2 T
0.9 T(g :‘1 i L ) 77
0.8 = AT :
7
0.7 o i / T. | Initially
T ___'3,.—— 7 h T=T
0.6 I/ [, D 4
0.5 P i
ARy
0.4 | 0.8 17 !
|| LT |
0.3 [H-TH M7
0.9 2l
02 i
0.1 | 1.0
0 1‘_‘[—["" Plate
J— 0.01 0.1 1.0 10 100

ﬁ’ 1 k
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4.2 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA HORMA LAU HANDIETAN, 21/30
ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

HURBILKETA BIDEZKO EBAZPIDE : ANALITIKO ETA GRAFIKOAK [Aplikagarritasuna r>0,2 ]

b.EBAZPIDE GRAFIKOA. HEISLER-EN GRAFIKOAK (3) Geometria bakoitzarekin lotuta

oo Tl
o= T
L0 EESNEEEEEREEEEE| £ T 0= 1 I=
0.7} = = mm| 777;/?5_5{_\ Plate TU—TX
0.5 ¢ i -— e mR=mR=—=. Seos L =00
01l S SNREN SSSNESESSSSsSs SSEN 1.0 ‘\‘/‘i 2 T —
0.3 4 S £ = =0 0.9 H
02 EREEGRES SRS - 0.4 =
. 19 I ‘H:';"\ LA
T jg iy 0.8
01 \ 7 12 e /i
-0 0 sl':"j 0.7
0.07 ANERS o IR C 0.6 e
0.05 ,)10 \\\ ‘dl EARA 06 LT
0.04 4 & T Ay 1 :
0.03 Ly N TS T & I
P PARAAER AT \ \ SN i 05
oo RSN NA % \ i T
- N P 04 0.8
=] N z, e ‘ i
0.01 o e y n/l}”‘ 03 I
25 3
8% T 0 S ear (AR “ 02 L 09
.| (=] 1 ..
0.004 'J“n ‘\\\\,\‘;\\J o \\\ ml
0.003 iy \TJ& b s T 0110
oo NS o [ Plate
0.001 IVETAAR 0.0l 0.1 1.0 10 100
0 1 2 3 46810 14 18 22 26 30 50 70 100 120 150 300 400 500 600 700 1 «
T=ot/l? ! B OL

a——
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ZILINDRO LUZEETAN ETA ESFERETAN, EFEKTU ESPAZIALAK
KONTUAN HARTUZ

HURBILKETA BIDEZKO EBAZPIDE : ANALITIKO ETA GRAFIKOAK [Aplikagarritasuna r> 0,2]

b.EBAZPIDE GRAFIKOA. HEISLER-EN GRAFIKOAK (3) Geometria bakoitzarekin lotuta
b.3. t aldiunera arteko bero-transferentziaren kantitate totala kalkulatzeko

Q ) — — -
max
1o IRV 0 1 7 v 1 0 2 il an
O.() Bl = ]?L/k / / / / / / /
0.8 i / yARNIHIIA .
7 1/ / /1 /1] /! // // T. | Initially
00 S SIS o T T 7 LI ! et
0.5 P I:: I:: ::,IQ;I::' c:,::,::',-fm,,,,f»f;- L = l]:
) &/ / /
04 / / / / .
0.3 / / / / i
N /
0.2 wAlivi 7 7 v AN
A AL b
0.1 I// A/ /’l / f A A A LA LA i
0 A A A T T e Plate
_ﬁ:—-':.- ATl A T e <
10-5 104 10-3 102 10-! I 10 102 103 104
» Bilt = hlaur/k?
2 TERMOTEKNIA femicat e
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4.3 — BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAN  23/30

GORPUTZ ERDIINFINITU BATEN ESKEMA

9T _10T
» Ekuazio diferentziala o:  a ot
oo ( Plane T(O,t) :Ts
5 * Mugalde-baldintzak
h J ? B T(X -, h)=T,
L

* Hasierako baldintzak T(x,0)=T,
! |

st 3 320
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BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAKO E BAZPIDEA

Antzekotasun-Aldagai Metodoa
X eta t aldagai independenteak n aldagai bakarrean konbinatzen ditu

X =T = T(#) suposatuz eta y kate-erregela erabiliz:

[7:—
\/4m[ﬂ a=klpc,

d’T _ dT
0T 10T y  Ekuazio Diferentziala d—,f—_zﬂa
> =—  — eta n=
ox° a ot vaat
oT _dTdp_  x dT TO)=T,
ot dnp ot 2ty4at dn « Mugalde-baldintzak
oT _dTap_ 1 dT T = =) =T
ox  di ox J4at 7 Ekuazio eraldatua nahiz mugalde-baldintzak,
0°T _d (oT\on _ 1 d°T n-ren menpekoak baino ez dira, eta x-rekiko
x> _% x| ox _ 4at dn? nahiz t-rekiko independenteak dira.

TERMOTEKNIA
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4.3 - BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAN  25/30

BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAKO E BAZPIDEA

Tenperatura-ren aldaketa

T-T 2 2
S — 7 A~ U —_ -1 _
— —Vf_ke du =erf (7) =1-erfc(r)
i S T
\ Y J \_Y_)
Gauss-en ekuazioa Errore funtzioa: numerikoki ebaluatzen da
1.0 T T T T T
=08 '/
S -
= 0.6
% L //\_/ erf(n =%J-ne—“‘ du 4 ,7 — X
504 / o Naat
o
OO 1 | 1 1 1 | |
00 05 10 15 20 25 3.0
— Ui
h TERMOTEKNIA
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BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAKO E BAZPIDEA

Tenperatura-banaketa jakinda, gainazaleko bero-fluxua Fourierren legearekin

0T
(1) =—k—
4 () 0X

=- kd_Ta_”
x=0 d’7 aX

1 _k(@,-T)

=-k[C, &7
Al 1 i @

n=0

n=0

iversida lerriko TERMOTEKNIA




4.3 - BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAN  27/30

BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAKO EBAZP IDEA BESTE
MUGALDE BALDINTZETARAKO

1. kasua Gainazal-tenperatura zehaztua, T, = konstantea

T(x,t)-T. _ X
—L=gfc( )
T,-T 2+ at 100
. k(T.-T. 80
.(n="1
yat 60
O
T-T, e
t 40
R ' ' ™ ] 4-4Taula 20 ST
0.8 i \ 1 n erfc (n) 0 O'Ol\h |\.\| )
06 0.00  1.00000 0 g2 O o6 08
\ " Distance from surface x, m
-\ e 1 002 09774 - e
0.4 ¥ T‘ZIOOOC i
B 4 0.04 0.9549 5
0.2 < 0.06 0.9324
OO - I I \___‘ — lalate] aNalalsls!
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
n= \/4‘? TERMOTEKNIA
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BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAKO EBAZP IDEA BESTE
MUGALDE BALDINTZETARAKO

2. Kasua Gainazaleko bero-fluxu zehaztua q =cte

L 2G| et o X X
T(xt)-T ” p exp{ 4atj xerfc(zﬁj

100

80

60

O L
=40
20
O 1 T
0.2 0.4 0.6 0.8
/, Distance from surface x, m
7 T;=0°C
oy 7000 W/m=

Makina eta Motor
Termikoak Saila
o

>

dapioreided  Euckal bermilo (b) Specified surface heat flux, ¢,=constant.
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BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAKO EBAZP IDEA BESTE
MUGALDE BALDINTZETARAKO

3. Kasua Konbekzioa gainazalean

G, =h[T, -T O,1)]

T(xt)-T 2
—( ) —er X ex B+hir[ erfc| — +h\/a
T,-T 2\/at k k 2ot Kk

100

80
60
¥
& 40

20

0
0.6 0.8
f’ Distance from surface x, m

53 7..=100°C Ti=0°C
tg’ h=220 W/m? - °C

Uniyersidad Euskal Herriko . N
del Pais Vasco  Unibertsitatea (¢) Convection at the surface
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BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SOLIDO ERDIINFINITUETAKO EBAZP IDEA BESTE
MUGALDE BALDINTZETARAKO

4. Kasua Energia-pultsua gainazalean, e = kte
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del Pas s Dnensionas (d) Energy pulse at the surface, e, = constant




4.4 — IRAKATSIKO EZ DIREN ATALAK 31/30

* 4.3ko azpiatala: Bl SOLIDO ERDIINFINITUREN ARTEKO KONTAKTUA
* 4.4 atala: BERO-EROAPEN IRAGANKORRA SISTEMA MULTIDIMENTSIONALETAN
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